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O PROBLEMA DO SOFA ILUSTRADO NO GEOGEBRA
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Resumo

Com o intuito de divulgar um problema cléssico, este trabalho apresenta resultados ja
conhecidos na literatura, porém ainda pouco divulgados, sobre o Problema do Sofa. Além
disso, propde-se uma construgdo inédita no GeoGebra com inimeras particularidades com
o anseio de que com essa influéncia mutua entre o sofiware e o Ensino de Matematica o
leitor sinta-se motivado a trabalhar no tema. Utilizando conceitos matematicos e somente
ferramentas do software, elaborou-se um roteiro para obter uma ilustragdo do Problema do
Sofa através de uma interpretacdo das restricdes dos movimentos. Finalmente, demonstra-
se uma cota superior ao problema com o objetivo de apresentar o sofa que satisfaz as
condi¢des em questdo: ratificando a importancia dos conceitos utilizados e motivando o
leitor a propor novas atividades.

Palavras-chave: Software Educativo. Resolugdo de Problemas. Utilizacdo do
Computador. Matematica.

THE SOFA PROBLEM ILLUSTRATED IN GEOGEBRA

Abstract

The Sofa Problem is a classic problem, but still very little disclosed. Aiming at the
disclosing of this problem, we propose a new construction with special characteristics in
GeoGebra, expecting that the mutual relation between software and Mathematics
Education motivates the reader to work on the theme. Using mathematical concepts and
software tools, we developed a guide for an illustration of the Sofa Problem through an
interpretation of the constraints of the movements. Finally, we have also demonstrated an
upper bound to the problem with the objective of presenting the couch which satisfies the
conditions in the question: ratifying the importance of the used concepts, motivating the
reader to propose new activities.
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Introduciao

O Problema do Sofid ¢ um problema em aberto recente e ainda pouco divulgado
sobre a otimizacdo de uma regido. Mais precisamente, ele questiona qual ¢ a maior area
que uma regido pode assumir e que ainda consiga ser capaz de passar por um corredor de
I1x1 em formato de L. Esta 4rea ¢ denotada por S, e chamada de Constante do Sofa. O
problema comecou a ser discutido no inicio da década de 1960, mas s6 veio a ser escrito
em 1966 por Leo Moser. Quando o desafio foi escrito por Moser, ele ainda ndo era
chamado de Problema do Sofa (Sofa Problem), mas, sim, de Moving furniture through a
Hallway (Movendo méveis por um hall). O nome Sofa Problem s6 veio a ser utilizado em
1968 por John Hammersley que, na época, propds uma regido no formato de telefone fixo

com area aproximada de 2.2074 (veja o exemplo ilustrado na Figura 1). Na mesma época,

Hammersley contribuiu propondo a cota superior de 2v/2 para S (ver Wagner, 1976).

Figura 1 — Sofé proposto por Hammersley

Fonte: elaborado pelos autores.

Este artigo se propde a apresentar uma construg¢do inédita feita com o software
GeoGebra para o Problema do Sofd que ilustra o sofd proposto por Hammersley. Além

disso, com alguns conceitos simples de Célculo e Geometria, efetuamos uma demonstragdo

dessa cota superior 2v/2 para S e provamos que dentre todas as figuras no formato de um
telefone fixo, essa proposta por Hammersley de fato tem a maior area: ambos os resultados
ja presentes na literatura matematica (resultado final da constru¢do disponivel em:
https://www.geogebra.org/m/U7vQP2tn).

Para acompanhar a construgdo, recomenda-se que o leitor possua familiaridade com
o software GeoGebra. Nao faremos aqui reflexdes sobre as potencialidades ou limitagdes
do uso de softwares para o Ensino de Matematica. Na verdade, o foco estard na construgdo
e na divulgagdo da Matematica através desse problema, em que inumeros conceitos foram

extremamente necessarios ao longo dos passos para obter a ilustracdo do sofa deslizando
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sobre o corredor. Finalmente, iremos propor questdes ao tema, algumas ainda sem solugao,
uma vez que o Problema do Sofa ainda é um problema em aberto.

Atualmente, ja ¢ conhecido que o sofa com area aproximada de 2.2195, proposto
por Joseph Gerver em 1992, possui a maior area ja registrada que passa pelo corredor. Para
isso, Gerver faz algumas modificacdes no sofd com formato de telefone antigo, como

mostra a Figura 2.

Figura 2 — Sofa proposto por Gerver
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Fonte: GERVER (1992).

Cota Superior

Com o intuito de obter uma cota superior para S, a Constante do Sofd, iniciamos
com algumas defini¢des. Para este problema, consideramos corredor uma regido em
formato de L, com largura 1. Mais precisamente, podemos pensar nele como uma regido
do plano cartesiano composta pelas faixas y<1, 0<x<1ex<1, 0<y<1, como

representado na figura que segue.

Figura 3 — Corredor

Fonte: elaborado pelos autores.

Para obter a cota superior 2v/2 para S, devemos lembrar que o sofa deve ser capaz
de deslizar pelo corredor e ser rotacionado pelo canto. Por exemplo, quando o sofa faz uma

rotagdo de 45° em relagdo ao canto, as restri¢des anteriores implicam que o sofa deve ficar
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contido entre a faixa preta e o corredor, como mostra a Figura 4. Ou seja, estamos obtendo

restrigdes através do caminho que o sofa devera percorrer.

Figura 4 — Condigdo para uma cota superior para S

Fonte: elaborado pelos autores.

Vamos deduzir, com base nas restrigdes mencionadas acima, que 2v/2 é uma cota

superior para S. Seja 4 a distancia entre o canto externo do corredor e a faixa azul (veja a

Figura 5). Note que 0 < h < /2.

Figura 5 — Representagdo de 4

Fonte: elaborado pelos autores.

Caso I: h = 0. As restricdes formam um triangulo de altura 1 e base 2, sua area ¢

A(h) = 1.

Figura 6 — Caso 1

A

Fonte: elaborado pelos autores.
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Caso 2: 0 h <2 — 1. Agora, as restrigdes formam um trapézio com base menor

2h, base maior 2(1+4) e altura 1. Consequentemente A(/#) = 2h4 + 1. Note que, neste caso,

se i =0, temos A(0) = 1. Assim, podemos escrever: A(h)=2h+1,0<h <2 -1.

Figura 7 — Caso 2

h

A

Fonte: elaborado pelos autores.

Caso 3: 2 — 1 < h <+/2. A figura obtida pode ser visualizada como a composigao

de um trapézio com dois paralelogramos.

Figura 8 — Caso 3

Fonte: elaborado pelos autores.

O trapézio possui base menor medindo 2/, base maior medindo 2v2 e altura
medindo V2 — /. A base ¢ a altura de cada paralelogramo medem, respectivamente, V2 ¢ &
+ 1 —+/2. Portanto, podemos expressar a area desta figura em funcio de 4 como: A(k) = —
W +2V2h -2+ 2v2.

Resumidamente, podemos escrever:

2h + 1, 0<h<+V2-1

A(h)={_hz+2\/§h—2+2\/§, V2-1<h<v2.
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O problema de encontrar uma cota superior para S se resume em encontrar o
maximo absoluto da fungdo A(%), com 0 <k < /2. Como A(h) é continua em seu
dominio, que ¢ um intervalo fechado, entdo seu méaximo absoluto ocorre em um ponto
critico de A ou nos extremos do intervalo de dominio. E facil ver que o méaximo absoluto
de A(h) em [0, V2] é 24/2 e ocorre em h = /2.

Finalmente, propomos ao leitor notar que, de fato, o angulo de 45° fornece a menor

cota superior para S.

Sofa do tipo telefone fixo

Podemos pensar em passar pelo canto um sofd no formato de telefone fixo. Pelas
limitacdes fisicas, a medida maxima que a € b podem assumir ¢ 1 (veja a Figura 9). No

entanto, 7 pode variar no intervalo [0,1].

Figura 9 — Limitagdes fisicas ao sofa telefone fixo

Fonte: elaborado pelos autores.

Uma pergunta natural é: qual ¢ a maior area que um sofa no formato de telefone
fixo pode assumir? Para tanto, vamos dividir nossa figura em dois setores circulares, com
angulo central de 90°, A; e Az, mais uma regido que pode ser descrita como um retangulo

menos um semicirculo de raio r, A, (veja a Figura 10).

Figura 10 — Parti¢do do sof4 telefone fixo

Az

Fonte: elaborado pelos autores.
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’ ~ . . [ ’ y .
As areas de A; e Az sdo iguais e medem - 14 a area de A, pode ser escrita em
2
~ nr , , ~
funcdo de » e expressa como 2r — - A éarea total do sofa pode ser expressa em fun¢do de

2

rpor A(r) =2+ 2r ——.
A area maxima para o sofa telefone fixo ¢ o maximo absoluto da fun¢do A(r), 0 < r
< 1. E facil ver que o méaximo absoluto da fungdo A(r) é g + % ¢ ocorre em 7 =%. Este

valor foi calculado por Hammersley em 1968 e por muito tempo foi a melhor cota inferior

para S conhecida.
GeoGebra

Nesta secdo, descreveremos os passos que devem ser seguidos para utilizar o
software GeoGebra para criar uma animag¢ao do Problema do Sofa. Inicialmente, devemos
ajustar o software para que ele trabalhe com 15 casas decimais. Para isto, basta ir em

Opg¢des — Arredondamento — 15 Casas Decimais.
Caminho Poligonal

Vamos criar o caminho poligonal por onde o sofa ird deslizar. Para isto vamos
utilizar a ferramenta Caminho Poligonal, que serd definido a partir de uma lista de pontos.
Atentamos para o fato de que o caminho verdadeiro ¢ continuo e ndo discreto, como o
obtido através de um caminho poligonal. Entretanto, através da construcdo poderemos
aproximar tanto quanto quisermos o caminho verdadeiro.

Vamos definir inicialmente trés listas de pontos, digitando os comandos abaixo na
caixa de Entrada:

listal = Sequéncia[(s, 0), s, —6.1, -0.7, 0.1]

lista 2 = Sequéncia[(2 / «t; 0), 0, T, 3 /2, 1°]

lista 3 = Sequéncia[(0, s), s, 0.7, —6.1, —0.1]

Note que a listal cria uma sequéncia de pontos (s, 0), com s variando de -6.1 a —
0.7, com incremento de 0.1, isto ¢, um novo ponto ¢ marcado a cada 0.1 unidades. A lista 3

¢ construida de maneira analoga. Ja a lista 2 ¢ uma sequéncia de pontos em coordenadas

. ; 2 A . 3m .
polares denotada por (r; 0), onde o raio » ¢ ~¢o angulo 0 variade m a ~» com incremento
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de 1°. Chamamos a atengdo para a escolha de coordenadas polares para construir a lista 2,
uma vez que com esta escolha pode-se mais facilmente descrever um caminho poligonal
sobre um arco circular.

Agora, definimos a lista 4 como sendo a concatenacdo da listal, lista2 e lista3,
escrevendo na caixa de Entrada o comando:

Lista 4 = Concatenar] {listal, lista2, lista3}]

Figura 11 — Construgao da lista de pontos com o GeoGebra

Fonte: elaborado pelos autores.

Observagdo: Quando construimos a lista 2, poderiamos utilizar valores menores
que 1° como incremento, obtendo, assim, mais pontos para esta sequéncia e,
consequentemente, uma melhor aproximagdo para o caminho desejado; ou seja,
poderiamos ser tdo precisos quanto necessario.

Escondemos as listas e criamos o Caminho Poligonal f dado pelos pontos que
formam a lista 4, utilizando na caixa de Entrada o comando:

CaminhoPoligonal[lista4]

No que segue, produzimos um Controle Deslizante denotado por a, com varia¢ao
de 0 a 1, incremento de 0.00000001, velocidade de 1 e de modo crescente uma vez. Neste
momento, criamos o Ponto A sobre o Caminho Poligonal f obedecendo ao pardmetro a,
digitando na caixa de Entrada o comando:

Ponto[f, a]
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Figura 12 — Constru¢ao do caminho poligonal com o GeoGebra

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo

CaminhoPoligonal

® =966

Lista
lista1 ={(-5, 0), (4.9, 0), (-4.!
lista2 = {(0.64; 180°), (0.64; a=0.08
lista3 = {(0, -0.64), (0, -0.74), P
listad = {(-5, 0), (-4.9, 0), (-4.!

Nimero

® a=0.08

Ponto - 1]

® A=(-358,0) 55 5 -45 4 35 3 25 2 15 ) 05 0 05 1

Fonte: elaborado pelos autores.

Observagdo: determinar que a velocidade do Controle Deslizante a ¢ 1 significa
que, ao iniciarmos a animacdo de a, ela demorard 10 segundos para acontecer. Ou de
maneira analoga, o cursor demorara 10 segundos para ir de 0 a 1. Sendo assim, o Ponto A
demora 10 segundos para percorrer os 200 intervalos que compdem o Caminho Poligonal
/- Se escolhéssemos 2 para a velocidade de a, o tempo de animacgdo seria de 5 segundos, e

assim por diante sendo inversamente proporcional.

Construgdo do sofd e rotagdo

Lembramos que o movimento feito pelo sofa no corredor ¢ determinado por
translagcdes e rotacdes, ora com ambos os movimentos simultineos. A constru¢do foi
pensada de forma que o sofd mantenha-se rigido em cada movimento. Além disso,
devemos notar que na construgdo sera necessario que nosso objeto passe, com esses
movimentos, pelo canto. Descreveremos, assim, 0s passos necessarios para a construgao do
sofa e para a movimentagao pelo corredor:

(1) Utilize a ferramenta Segmento com Comprimento Fixo para construir um
segmento g de comprimento 1, com uma das extremidades em A, gerando
assim o Ponto B.

(2) Defina um Controle Deslizante a de angulo, com variacao de 0° a 90°,
incremento de 0.00000001°, velocidade de 10/4.5 e de modo crescente uma

VEeZ.
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(3) Use a ferramenta Rotacdo em Torno de um Ponto e selecione primeiro o
Ponto B e depois o Ponto A. Configurar, colocando o angulo a e sentido
horario. Esta etapa gerara o Ponto B'.

(4) Trace a Reta h pelos Pontos A e B'. Esta reta servira de suporte para a
construgdo do sofa.

(5) Crie a Circunferéncia ¢ de raio 2/z centrada no Ponto A.

(6) Sejam C e D os pontos de intersecdo da Reta # com a Circunferéncia c.
Com isso, trace as Retas i e j ambas perpendiculares a Reta 4 passando
pelos Pontos C e D.

(7) Construa duas Circunferéncias, d e e, centradas em C e D com raio 1.

(8) Marque os Pontos E, F, G e H, determinados por interse¢des, como

ilustrado na figura abaixo.

Figura 13 — Construg@o do sofd com o GeoGebra

Fonte: elaborado pelos autores.

(9) Esconda as Circunferéncias c, d e e.

(10) Construa os Segmentos EC, FG e DH.

(11) Trace o Arco Circular com centro em C, passando por F e E.

(12) Trace o Arco Circular com centro em D, passando por H e G.

(13) Trace o Arco Circular com centro em A, passando por D e C.

(14) Esconda os pontos criados, com excecdo de A, as retas € o Segmento g.
(15) Retire os rotulos dos segmentos, dos arcos circulares e do caminho

poligonal.
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Observagdo: Uma vez que o Ponto A demora 10 segundos para percorrer o
Caminho Poligonal f (que possui 200 intervalos), entdo ele demorara 4.5 segundos para
percorrer o arco circular determinado pela lista 2 (que possui 90 intervalos). Logo, a
velocidade do Controle Deslizante o deve ser igual a 10+4.5 para que ao iniciarmos a
animacdo de a ela aconteca em 4.5 segundos.

Finalmente, obtemos a representacdo do sofa do tipo telefone fixo de maior area
(veja Figura 14). Note que com a construcdo descrita o sofd faz os movimentos necessarios

para mover-se pelo corredor.

Figura 14 — Sofa telefone fixo construido com o GeoGebra

@ \)
Fonte: elaborado pelos autores.

Construcao do corredor

Através de semirretas paralelas aos eixos coordenados, podemos construir o

corredor como ilustrado abaixo e no que segue escondemos os eixos coordenados.
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Figura 15 — Construggo do corredor em L com o GeoGebra
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Fonte: elaborado pelos autores.

Animacao

Agora, vamos criar botdes e programa-los para que, ao clicarmos sobre eles, o
nosso sofa deslize pelo corredor.

Crie um botdo com a Legenda “Iniciar”. V4 em Propriedades — Programacgdo —
Ao Clicar e escreva o codigo:

IniciarAnimacao[a]

Crie um botdo com a Legenda “Reset”. V4 em Propriedades — Programacdo — Ao
Clicar e escreva o codigo:

IniciarAnimagao[a, false]

IniciarAnimacao[a, false]

a=0

a=0°

(com estes comandos, os Controles Deslizantes irdo parar e zerar).

Va nas Propriedades do Controle Deslizante @ — Programacdao — Ao Atualizar e
escreva o codigo:

Se[a > 0.275, IniciarAnimagao[a]]

Note que, com a restrigdo sobre o Controle Deslizante anterior, a animagdo do

Controle Deslizante o iniciara justamente no momento em que o Ponto A estiver sobre o
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primeiro ponto da lista 2. Esconda os controles deslizantes, o Caminho Poligonal /' e o

Ponto A.
Agora esta pronta a animag¢do do Problema do Sofd com darea igual a§+%

utilizando o software GeoGebra  (resultado final da construcdo disponivel em:

https://www.geogebra.org/m/U7vQP2tn).
Possiveis questdes para problematizar em sala de aula

* O corredor ¢ definido através de um angulo reto. Seria possivel realizar a
mesma constru¢do para um angulo diferente? Que diferentes areas
poderiam, neste caso, ser solucdo para o problema? (Para ilustrar esta
questdo, sugerimos o video Sofa Problem, Guo 2017).

* E se o problema pedisse para que o sofd, além de passar por um angulo reto
a direita, também passasse em um canto a esquerda, como seria a simetria
do sofa?

* Uma questdo natural ¢ tratar o Problema do Sofa no espago. Como seria esta

generalizacdo com base no que desenvolvemos até aqui?
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