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Resumo

Neste artigo, apresenta-se uma proposta de abordagem ao conceito de probabilidade diferente
da sugerida na generalidade dos livros didaticos. Procurou-se elucidar de forma clara a
proposta pedagogica para que outros professores possam, assim como 0s autores, propor
atividades experimentais para a construcdo de conceitos. A atividade proposta prevé a
utilizagcdo de recursos digitais e computacionais para abordar o conceito de probabilidade
através de experimentos simples e de facil compreensdo. A Lei dos Grandes Numeros foi
primordial para embasar matematicamente este trabalho e no qual se conseguiu levar os
alunos a intuir a veracidade e a convergéncia referida nessa lei. Pode-se verificar que esta
atividade ndo s6 despertou o interesse dos alunos, como também foi um meio facilitador para
o aprendizado.

Palavras-chave: Estatistica. Ensino de Probabilidade. Conceito Frequencista.
TEACHING PROBABILITY THROUGH A STATISTICAL WALK

Abstract

In this paper we presente an approach to the concept of probability that is different from those
given in most textbooks. We seek to describe clearly our pedagogical proposal in order that
other teachers can use experimental activities for the construction of mathematical concepts.
This activity provides for the use of technological resources to teach the concepto of
probability through simple experiments and easy to understand. The Large Number Law was
very importante to give the mathematical support to our proposal and it was possible to lead
the students to intuit the veracity and convergence present in this law. We can verify that this
activity promoted the student's attention, and facilitates the learning process.

Keywords: Statistic. Probability teaching. Frequency Concept.
Introducio

As tendéncias atuais de constru¢do de um curriculo em Matematica ddo especial
importancia ao ensino de Probabilidade e Estatistica. Os fendmenos aleatorios, presentes em

nosso cotidiano, estdo associados as ideias de incerteza e probabilidade.
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Por isso, o tratamento da informagao, a analise de dados e o estudo das probabilidades

tém sido recomendados para todos os niveis da Educagdo Basica, com destaque para o Ensino

Médio (EM). Segundo Ponte, Matos e Abrantes (1998, p. 170),

As reformas levadas a cabo nos ultimos anos pela generalidade dos paises tiveram
também efeitos nos temas a abordar pelos curriculos escolares, podendo-se dizer que
a Estatistica e as probabilidades sdo dos mais recentes a serem introduzidos,
sobretudo ao nivel do ensino basico. No entanto, veremos que sdo topicos que tém
vindo a ganhar uma maior visibilidade nos curriculos de Matematica,
acompanhando a sua crescente utilizagdo nos mais diversos setores das sociedades
ocidentais.

Esse aspecto ¢ refor¢ado pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC), ao propor o
ensino das probabilidades durante todo o processo de ensino aprendizagem, tendo inicio nos
primeiros anos do Ensino Fundamental (BRASIL, 2016). Essa mesma ideia estd presente nos
Parametros Curriculares Nacionais (PCN), que salientam:

As habilidades de descrever e analisar um grande nimero de dados, realizar
inferéncias e fazer predi¢des com base numa amostra de populacdo, aplicar as ideias
de probabilidade e combinatoria a fendmenos naturais e do cotidiano s@o aplicagdes

da Matematica em questdes do mundo real que tiveram um crescimento muito
grande e se tornaram bastante complexas. (BRASIL, 1998, p. 44)

Sendo assim, pode-se perceber que os documentos que norteiam a educagdo basica
brasileira destacam a importdncia de uma cuidadosa abordagem da estatistica e da
probabilidade que, sem dfvida, ¢ um meio muito fértil para ampliar e trabalhar a
interdisciplinaridade e a matematica no cotidiano, assim como se constitui em um convite a
realizagdo de atividades experimentais que apelam para o espirito intuitivo e dedutivo.

Alinhado a esse contexto, propusemos um experimento que envolvesse conceitos
basicos da estatistica e que fosse um meio para introduzir a ideia de probabilidade através do
conceito de frequéncia relativa. Aliada a abordagem experimental, ha também a abordagem
historica que, certamente, ¢ um elemento importante no processo de atribui¢do de significados
aos conceitos matematicos.

Em um sentido diferente da nossa proposta, a organizacao do curriculo de Matematica
do Ensino Médio, proposta por alguns livros didaticos e praticada em algumas escolas, coloca
o estudo da Estatistica apds o das Probabilidades, como em Dante (2017). Em outros livros
didaticos, a apresentagcdo dos conceitos de estatistica ¢ feita no primeiro ano do EM, antes do
estudo das probabilidades. No entanto, o conceito de probabilidade ¢ introduzido sem

conexado dos dois temas. A saber, em Moderna (2016) e Smole e Diniz (2016). A opg¢ao dos
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autores referidos privilegia uma abordagem que enfatiza a Analise Combinatdria e a defini¢do

classica de probabilidade, atribuida a Laplace e que ¢ enunciada a seguir.

Definicao (Laplace): Seja A um evento qualquer do espaco amostral. Se os eventos

simples (ou elementares) sdo equiprovaveis, entdo a probabilidade de A ocorrer sera:

namero de resultados favoraveis a ocorréncia do evento A

P(A) =
) numero de resultados possiveis

Ora, na maioria das situagdes praticas, ndo existe equiprobabilidade e,
consequentemente, ndo podemos calcular a probabilidade usando a defini¢do classica. Nesse
caso, a probabilidade ¢ calculada (aproximada) como a frequéncia relativa de um evento. De

acordo com Meyer (1983, p. 27),

A hipotese mais comumente feita para espago amostral finito ¢ de que todos os
resultados sejam igualmente provaveis. Esta hipotese ndo pode ser, contudo, tomada
como segura; ela deve ser cuidadosamente justificada. Existem muitos experimentos
para os quais tal hipdtese ¢ assegurada, mas existem também muitas situagdes
experimentais nas quais seria absolutamente erréneo aceitar-se essa suposi¢do. Por
exemplo, seria bastante irreal supor que seja igualmente provavel ocorrerem
chamadas telefonicas em um centro entre 1 e 2 horas da madrugada e entre 17 e 18
horas da tarde.

No contexto da defini¢do frequencista de Probabilidade, qualquer atividade a ser
desenvolvida impde a realizagdo da mesma experiéncia um numero elevado de vezes, e
sempre nas mesmas condi¢des. Por esse motivo, o computador pode desempenhar um papel
de suma importancia, ja que permite criar simulagdes e gerar numeros aleatorios, o que pode
ser feito por grande parte das planilhas eletronicas.

E reconhecido que para o aprendizado cientifico, matematico e tecnologico, a
experimentacdo ¢ importantissima, ainda mais quando permite ao estudante diferentes e
concomitantes formas de percepcdo qualitativa e quantitativa, de manuseio, observagao,
confronto, duvida e de construgcdo conceitual (BRASIL, 2006). No entanto, temos que ter
presente que no processo de transposi¢do didatica interna, a autonomia do professor ¢ um
aspecto fundamental a preservar e que o papel de Unica referéncia sobre o saber a ser
ensinado, que o livro didatico vem assumindo, precisa ser contrariado. Nesse sentido, Santos

e Carneiro (2006, p. 206) destacam que:
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o livro didatico assume essencialmente trés grandes fungdes: de informagdo, de
estruturagdo e organizagdo da aprendizagem e, finalmente, a fung@o de guia do aluno
no processo de apreensdo do mundo exterior. [...] Entretanto o professor deve estar
preparado para fazer uma analise critica e julgar os méritos do livro que utiliza ou
pretende utilizar, assim como para introduzir as devidas corre¢des e/ou adaptagdes
que achar convenientes e necessarias.

Propusemos-nos, assim, abordar a nocdo de probabilidade de forma diferente da
sugerida na grande maioria dos livros didaticos. Na sequéncia deste artigo, vamos apresentar,
na se¢do 2, uma breve descri¢do do avanco do pensamento frequencista da probabilidade até
chegar a Lei dos Grandes Numeros (LGN).

Na secdo 3, apresentamos uma breve descricdo do referencial tedrico que baseou
nosso trabalho. Na se¢do 4, efetuamos a descri¢do da atividade proposta e realizada pelos
alunos, bem como as questdes que se colocaram no decorrer da mesma. O estudo realizou-se
com 5 turmas da 3* serie regular do EM, do Campus Engenho Novo II do Colégio Pedro II,
Rio de Janeiro, encvolvendo um total de 105 alunos do no ano letivo de 2017. Para finalizar,

na secdo 5, apresentamos algumas consideragdes finais e conclusdes sobre o trabalho

realizado.

Da génese aos nossos dias

A ideia de que a precisdo das frequéncias relativas de um evento tende a melhorar a
medida que o niimero de tentativas aumenta surge com Girolamo Cardano (1501—1576)
(MLODINOW, 2005; VIALI, 2009). No entanto, ¢ com o sui¢o Jacques Bernoulli (1654 —
1705) que se devem as primeiras referéncias fundamentadas do estudo da probabilidade
associada a ideia frequencista. Bernoulli, um dos principais estudiosos sobre o assunto, se
baseou na abordagem combinatoria devida a Fermat (1601 — 1665) e iniciou o processo de
sistematizagao da probabilidade.

Em torno de 1689, ele publicou um trabalho sobre séries numéricas onde apresentava
um dos primeiros e principais teoremas da teoria da probabilidade, que denominou de "lei dos
grandes numeros” (VIALI, 2008-2009). No resultado, publicado na obra “Ars Conjectandi”,
em 1713, afirma que:

Se um evento de probabilidade p ¢é observado repetidamente em ocasides
independentes, a propor¢do da frequéncia observada do mesmo evento em relagéo

ao numero total de repeti¢cdes converge em diregdo a p a medida que o niimero de
repetigdes se torna arbitrariamente grande.
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Em 1837, Siméon-Dennis Poisson (1781—1840) também descreveu o conceito da lei
dos grandes numeros. Posteriormente, o assunto ¢ retomado por Tchebyshev, Markov, Borel,
Kinchin e Kolmogorov, que formalizaram e desenvolveram a LGN com fundamentac¢des
diferentes, dando origem a duas formas que definem o mesmo conceito: a lei fraca dos
grandes niumeros ¢ a lei forte dos grandes nimeros (SENETA, 2013). Numa formalizagdo

atual temos:

Lei Fraca dos Grandes Numeros:

Seja X a variavel aleatoria que da o numero de sucessos em n eventos elementares, de

X ~ ~ , e ,
modo que — é a proporg¢do se sucessos. Entdo se p é a probabilidade de sucesso e ¢ ¢ um
n

28)=0

Podemos interpretar a LGN por: se um evento de probabilidade p ¢ observado

numero positivo arbitrario,

X
—=D
n

n—o

lim P(

repetidamente durante repeticdes independentes, a razdo da frequéncia observada deste evento
para o total nimero de repeticdes converge para p conforme o numero de repeticdes se torna
arbitrariamente grande. Ou seja, a probabilidade de ocorrer um evento ¢ calculada como
frequéncia relativa deste evento, mais precisamente a “probabilidade observada” aproxima-se
da real probabilidade. Vale destacar que o valor obtido ¢ uma estimativa da probabilidade, ou

seja, sua qualidade depende do tamanho da amostra.

Referencial teorico

A nossa pesquisa insere-se numa estratégia para aprimorar as praticas de ensino, o que
vai ao encontro do significado atribuido a metodologia pesquisa-agao (PINTO, 1989; TRIP,
2005). Uma pesquisa pode ser qualificada em pesquisa-agdo quando houver realmente uma
acdo por parte das pessoas implicadas no processo investigativo.

Esta metodologia exige uma estrutura de relacdo entre os pesquisadores e as pessoas
envolvidas no estudo da realidade do tipo participativo/coletivo, como também uma relagdo

destes com a realidade. Assim, a metodologia da pesquisa-acdo “¢ entendida em sentido mais
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restrito, como sequéncia logica e sistemdtica de passos intencionados, ou seja, passos com

objetivos que se operacionalizam através de instrumentos e técnicas” (PINTO, 1989, p. ).

Descricio e execucio da proposta de trabalho

Apbs o término dos conceitos de Estatistica propostos para ser ensinados e/ou
revisados no EM, disponibilizou-se aos alunos uma atividade a ser realizada em duas etapas.
Numa primeira etapa, foi solicitado que cada aluno jogasse 30 vezes um dado ctbico nao
viciado, com as faces numeradas de 1 a 6 e anotasse o niimero presente na face voltada para
cima.

Em seguida, cada aluno tabulou os dados por ele recolhidos, indicando as frequéncias
absolutas e relativas dos resultados elementares obtidos. Além disso, solicitou-se também, de
cada um, o calculo das medidas de tendéncia central (média aritmética, mediana, moda) e das
medidas de dispersdo (varidncia e desvio padrdo) bem como a representacdo dos dados
obtidos por graficos de setores e diagramas de barras. Segue a imagem da parte um do

trabalho solicitado.

Figura 1 - Parte 1 da atividade proposta

Parte 1:

Cada aluno devera:
- lancar 30 vezes um dado cubico n3o viciado;

- organizar os resultados obtidos numa tabela onde estejam registadas as
frequéncias absoluta, relativa e acumulada de cada nimero presente no dado.

- montar graficos (barrase setores) associados a tabela construida.

- calcular a média, a moda, a mediana, a variancia e o desvio padrao dos dados
coletados.

Fonte: elaborada pelos autores.

Esta tarefa foi realizada em casa e os alunos poderiam recorrer a um dado fisico ou a
algum simulador eletrénico’. Nas tabulagdes e calculo de medidas estatisticas, os alunos
poderiam fazer uso de calculadoras, planilhas eletronicas, programas de construcdo de
graficos, entre outros recursos digitais.

O uso desses recursos foi permitido ja que sdo uma boa op¢ao quando se trabalha com

dados extraidos de situagdes reais, facilitando ndo sé a organizagdo da atividade proposta,

* http://www.tirardado.com/1/6.html.
Educagdo Matematica em Revista, Brasilia, v. 23, n. 57, p. 126-137, jan./mar. 2018. 131



como também, o desenvolvimento das diversas etapas que se tem na andlise de dados
coletados.

Figura 2 - Trabalho de um aluno referente a primeira parte do trabalho

Trabalho de matemdtica Grifico de setores

Estatistica
Aluno: N°: Turma:

Observagdes das jogadas do dado:

uéncia absoluta | Frequéncia relativa Frequéncia
acumulada
1 | B 5/30 = 16,66667% s

Angulos grifico de setores:

Face 1-60°
Face 2 - 48°
Face 3 - 60°
Face 4 - 60°
Face 5 84°
Face 6 — 48°

Média aritmética: 3,6
Moda:5
Medi 42=4
Vai 972
01,
Face2 Faco3 Faced Face’s Face s

Fonte: elaborada pelo aluno.

Grifico de barras — Frequéncia absoluta

Na segunda parte da atividade, os alunos reuniram-se em grupos de quatro ou cinco
integrantes e, juntando os dados coletados inicialmente, eles deveriam remontar as tabulacdes,

os graficos e recalcular as medidas estatisticas.

Figura 3 - Parte 2 da atividade proposta

Parte 2:

0Os alunos devem organizar-se em grupos de 4 ou 5 elementos e utilizando os dados
ja coletados por cada um, montar uma outra tabela (tabela unica). Essa nova tabela
dewvera ter todas as frequéncias ja mencionadas na parte 1 da atividade. Além disso,

cada grupo devera montar os graficos (setores e bamras) dessa nova distribuic e
calcular a média, a moda, a mediana, a variancia e o desvio padrao.

Fonte: elaborada pelos autores.

Concluida esta fase, alguns alunos notaram de imediato que o fato de terem mais
dados no experimento fez com que os valores da frequéncia relativa se aproximassem um
pouco entre si.

Algumas perguntas foram colocadas:

(A) Analisando apenas as frequéncias relativas, o que aconteceria com os
respectivos valores se juntassemos os dados de todos os grupos em cada turma e
fizéssemos novas tabelas?

(B) O que aconteceria se juntassemos os dados de todas as turmas e

refizéssemos as tabelas?
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Os alunos sugeriram que aumentando o niumero de dados, as frequéncias relativas
iriam ter valores mais proximos entre si e esses valores ficariam mais proximos de r

Figura 4 - Trabalho de um grupo referente a segunda parte do trabalho

Frequéncia Absoluta

o

ERB8R S
s
s
A

F
i
i

] |
1 1‘ | WFace]l wmFacel Wraced Face4d WMlaces wmF

Fonte: elaborada pelo grupo.

Para testar as hipdteses levantadas, foi solicitado que um grupo ficasse responsavel
pela coleta das frequéncias absolutas e relativas de todos os grupos da turma. Apds a juncao
de todos esses dados, construiu-se, em cada turma, uma tabela com tais frequéncias (absoluta

e relativa). Os resultados obtidos estdo resumidos no quadro seguinte:

Tabela 1 — Tabela de Frequéncias por turma

Absoluta 115 112 109 134 121 129 720
Relativa 0,1597 0,1556 0,1514 0,1861 0,168 0,1792 1
Absoluta 77 75 74 91 80 83 480
Relativa 0,1604 0,1562 0,1542 0,1896 0,1667 0,1729 1
Absoluta 120 149 155 149 122 145 840
Relativa 0,1429 0,1774  0,1845 0,1774 0,1452 0,1726 1
Absoluta 125 109 118 100 100 108 660
Relativa 0,1894 0,1652 0,1788 0,1515 0,1515 0,1636 1
Absoluta 81 85 89 59 71 65 450
Relativa 0,18 0,1889 0,1978 0,1311 0,1578 0,1444 1

Fonte: eleborada pelos autores.

Novamente, os alunos analisaram e compararam os resultados obtidos por eles

individualmente, em grupo e o da turma. Confirmaram a ideia que tinha sido conjectura de
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que os valores das frequéncias relativas se aproximaram ainda mais entre si em comparagao
aos valores obtidos pelos grupos isolados.

Passou-se a outra questdo. Para isso, os alunos precisavam fazer a coleta dos dados de
todas as turmas que participaram da atividade. A seguir, apresenta-se a tabela que contém os
dados recolhidos por todas as turmas e que foi apresentada aos alunos para que eles pudessem

retirar suas conclusoes.

Tabela 2 — Tabela de frequéncias da amostra final correspondente a reunido de todas as turmas

Unido dos resultados das turmas

Frequéncia Face 1 Face2 Face3 Face4  Face$ Face 6 Total
Absoluta 518 530 545 533 494 530 3150
Relativa 0,1644  0,1683 0,173  0,1692  0,1568  0,1683 1

Fonte: eleborada pelos autores.

Apds a observagdo da tabela, os alunos constataram que a tendéncia de aproximagao
dos valores das frequéncias relativas era mantida. Interviemos e perguntamos:

(A)  Alguém saberia dizer para qual valor essas frequéncias relativas se iriam
aproximando?

(B) Se o “numero” de lancamentos fosse infinito qual seria o valor das
frequéncias?

Perante as questdes colocadas, alguns alunos reafirmaram a ideia intuitiva de que o
o .1 : : .
valor da convergéncia seria r Contudo, alguns deles ainda queriam aumentar mais a amostra

para ter uma maior certeza no valor a ser obtido.

A seguir, exibimos os graficos de barras e de linhas, que intuem a convergéncia das
frequéncias relativas para o valor da probabilidade, quando aumentamos o numero de
experimentos. Assim, ilustramos a LGN através do nosso experimento. Observa-se que fomos
acrescentando os dados turma a turma, gradualmente, para observarmos o comportamento em

termos de convergéncia.
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Grafico 1 — Diagrama de barras das frequéncias relativas quando se aumenta o tamanho da amostra

0.25
3
= 0.2 1
fo
g 0.15
L . B Facel
=) M Face2
§ 0117 B Face 3
o HFace4d
0 0.05 - W Face5
b M Face 6
0. -
450 480 660 720 840 1200 2040 2700 3150
Tamanho da amostra
Fonte: eleborado pelos autores.
Grafico 2 — Grafico que ilustra a convergéncia das frequéncias relativas
0.25
©
2
‘© 0.2125
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0.1
450 480 660 720 840 1200 2040 2700 3150
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Fonte: eleborado pelos autores.

Apos todas as consideragdes e observagdes sobre a experiéncia proposta, procedeu-se
a formaliza¢do do conceito. Em seguida, recorrendo a situagdes do cotidiano, passou-se a fase
de aplicacdo do que foi estudado.

Posteriormente, a definicdo cldssica de probabilidade foi apresentada aos alunos.
Assim, eles puderam perceber a importdncia do experimento quando confrontaram as

defini¢des.

Conclusao
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A Estatistica e a Probabilidade tém um papel essencial na formacao do cidaddo, uma
vez que possibilitam lidar com a aleatoriedade, a incerteza e o acaso, permitindo uma analise
de fatos complexos que, sob uma visdo determinista, tornam-se impossiveis de ser tratados.

Toda a atividade pedagogica que recorra a experimentos tem, por parte dos jovens,
uma maior aceitacdo. Os alunos sentem-se fascinados por métodos de ensino que recorram a
experimentacdo e ao uso de computador, tendo por consequéncia efetiva o aumento dos niveis
de motivagdo e predisposi¢@o para a aprendizagem.

Este trabalho proporcionou aos alunos um contato com a pratica investigativa no
ensino de Matemadtica. Situagdo que, de modo geral, ndo ¢ habitual em nossas escolas.
Permitiu, ainda, que eles afirmassem suas conjecturas e que as confimassem, num processo
afirmativo de autonomia e promotor da autoestima do estudante. Vale ressaltar, que a
metodologia usada foi, certamente, um facilitador para todo o processo de experimentacao,
aprendizagem e avaliagdes futuras.

A atividade aqui referida foi extremamente gratificante para todos. Podemos dizer que
os alunos foram avaliados de forma prazerosa. Temos a certeza da necessidade de dar mais
énfase a trabalhos desse porte, apesar de poderem existir percalgos e resisténcias no caminho.
Pode-se concluir, entdo, que a realizagdo desse tipo de atividade contribui ndo s6 para
incentivar o trabalho colaborativo e cooperativo, mas também para elucidar e confrontar

conceitos através de experimentagdes (ALMEIDA, FREITAS, 2008).
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