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UMA RESPOSTA DA MATEMATICA MODERNA
PARA OS PARADOXOS DE ZENAO:
DICOTOMIA E AQUILES E A TARTARUGA

Inocéncio Fernandes Balieiro Filho'
Marcelo Reicher Soares’

Resumo: O presente trabalho estuda os paradoxos de Zendo de Eléia, Dicotomia e Aquiles-Tartaruga; descreve-
0s em sua forma original, em conformidade com as fontes historicas de Simplicio de Cilicia; examina-os do ponto
de vista das implicagdes filosoficas no contexto das escolas pitagorica e eleata; e, considerando que ha um anacro-
nismo com as concepgdes de tempo, espago, continuidade, infinitésimo ¢ infinito concebidas por Zendo e as que
sao compreendidas atualmente, interpreta-os e analisa-os sob a linguagem, o0 método analitico e o rigor logico da
Anilise Matemdtica com o intuito de estabelecer uma solugo geral contemporinea aos questionamentos suscita-
dos por esse filosofo eleata. Além disso, este estudo constitui-se em um texto com possibilidade: de uso imediato
na sala de aula, de servir de motivagio para professores e alunos e de poder ser empregado como recurso didatico
num curso de Calculo Diferencial e Integral, Analise Matematica, Historia ou Filosofia da Matematica.
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INTRODUCAO
A logica e a intuicdo tém cada uma seu papel necessario. Ambas sdo indispensaveis. A légica, a tinica
que pode dar a certeza, é o instrumento da demonstra¢do: a intui¢do é o instrumento da invengdo.
Poincaré, O Valor da Ciéncia, 1905.

O presente artigo discute, interpreta e analisa as formas de processos infinitos, implicitas nas concepgoes
filoséficas de Zendo de Eléia que, ao defender as idéias estabelecidas por Parménides, elabora uma série de argu-
mentos’, ou melhor, aporias' que tentam mostrar o caréter absurdo das teses do movimento e da multiplicidade
do ser. Assim, em particular, nesse artigo sdo expostas e analisadas algumas aporias estabelecidas por Zendo que
revelaram aspectos paradoxais com relagdo a possibilidade do movimento. Para tal estudo, consideram-se os
argumentos denominados de Dicotomia e de Aquiles-Tartaruga. Nesses dois paradoxos®, aos quais sio propostas
solugdes contempordneas, identificam-se vestigios de uma primeira nogio intuitiva dos refinados conceitos de
sequéncias e de séries que foram devidamente formalizados apenas no século XIX como resultado de um prolon-
gado processo historico.

ALGUMAS CONCEPCOES FILOSOFICAS DA ESCOLA ELEATA

As doutrinas e concepgdes filosoficas pitagéricas conduziram seus partidarios a estudar as propriedades dos
nimeros relacionadas com a aritmética, a geometria elementar plana e a espacial, a musica e a astronomia. Esses
estudos constituiram um programa essencial para a formag¢do dos discipulos dessa escola filosofica e, com Filolau
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?Zendo elabora cinco demonstragdes de que: o que &, & imovel; com o infuito de sustentar as teses defendidas por seu mesre Parménides.
*Aporia significa "dificuldade para passar, falta ou privagao”, derivada do grego, aporia, composta pelo prefixo inseparavel a, que tem o
sentido de ‘negagdo ou privagéo” e o sufixo poria que significa “passar”.

¢ Paradoxo significa “contraria a opiniéo”, deriva do grego, paradoxa, composta pelo prefixo para que significa “contra” e o sufixo doxa
que significa “opinido”. Um paradoxo € uma proposig&o que contém ou parece conter uma contradig&o logica, ou um raciocinio que, se
bem que sem aparente lacuna, leva a um absurdo, ou ainda, uma situagéo que contraria a intuicao comum.
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de Crotona®(470-390 a.C.), foram divulgados para um maior nimero de adeptos, jé que a escola pitagorica era uma
espécie de irmandade secreta mistica, politica, cientifica e religiosa. O niicleo do pensamento pitagorico consistia
nas tentativas de explicar o universo através dos nimeros, na crenga da transmigragio da alma e na possibilidade
de obter purificagio através de uma vida ascética. Na primeira metade do século V a.C., houve também o apareci-

mento de uma outra escola filosofica chamada Eleata, cujo fundador foi Parménides de Eléia’ (515-450 a.C.).

Com Parménides, apresenta-se uma nova forma no pensamento reflexivo, isto ¢, a agdo necessaria da razio
como processo dialético do pensar; surgindo, como primeiro resultado dessa operagio natural, a distingdo entre o
que ¢ a esséncia e o que ¢ a forma das coisas. Diante da realidade sensivel que se percebe, com pequena diferenca
nas acepgdes, existe uma realidade eterna, imutavel e imovel do ser. Portanto, o homem deve buscar esta realida-
de por detras das aparéncias do mundo dos sentidos ¢ discernir a verdade (o ser) da suposta opinido (o ndo ser).
Com efeito, Parménides buscava um modo de se obter a verdade através do pensamento. Desse modo, a escola
eleata negava a validade dos sentidos como meio para alcangar a verdade. De acordo com esse preceito, os eleatas

pretendiam mostrar, através da razio, que a mensagem dos sentidos deveria ser ignorada.

PROCESSOS INFINITOS PRESENTES NOS PARADOXOS ELABORADOS POR ZENAO DE ELEIA

O Paradoxo da Dicotomia

O paradoxo da Dicotomia considera um espago infinitamente divisivel e um tempo limitado, conforme o rela-

to de Simplicio de Cilicia® (490-560) em seus comentarios a Fisica, 1013, 4-16, de Aristoteles (384-322 a.C.):

O primeiro argumento ¢ este: Se existe o movimento, é necessadrio gue o movel percorra infinitas dis-
tancias num tempo limitado. Como isso é impossivel, o movimento ndo existe. Zendo demonsira esse ponto
de vista tomando-se por base a distancia que seria percorrida pelo movel. Como toda distancia é divisivel
até ao infinito, é necessdrio gue o movel alcance primeiro a metade da distancia que deve percorrer, e
logo a totalidade. Mas antes de percorrer a metade do todo, deve percorrer a metade dessa metade; e,
previamente, a metade dessa metade. Se essas metades sao infinitas, porque é possivel obter a metade de
toda metade ja obtida, ¢ impossivel percorrer infinitas distancias num tempo limitado. (LAN e ] ULIA,
1986 v.2, p.48-49)

Uma Abordagem da Andlise Matematica para o Paradoxo da Dicotomia

Em conformidade com as condigdes impostas pelo primeiro argumento de Zendo de Eléia, pode-se resolvé-lo,
utilizando um modelo fisico-matematico atual, da seguinte forma: seja S a distincia a ser percorrida pelo movel
em um tempo finito £ e suponha-se que 0 movel possua uma velocidade constante v (Note-se que, nessas condi-

¢des, em um tempo finito £, 0 movel percorrerd a distancia vf). Antes de percorrer esta distincia S , € necessario

. S S !
que o movel percorra a distancia E ; observe-se que resta w para ser percorrida; no entanto, antes de percorrer a

S . . W S S :
distancia 2 € necessario que o movel percorra a distancia ?; observe-se que resta 3 + — para ser percorrida,

e assim sucessivamente. Portanto, Zendo admitiu dividir a distancia § a ser percorrida pelo mével em um niimero

infinito de pedacos, todos de comprimento ndo nulo, de forma que a distincia S seria obtida pela soma desses

infinitos pedagos: e ele, embora ndo pudesse aferir tal fato. estava certo, pois:

S 8 S = S = 1 = 1 1
P PR L SPUPRE, < O, o E I . M ) S [ ) PG
2- Zn ,,z:[: 2n ,-,Z:I: 21: "Z::u 211 ]_ 1
2

|dade Média, Cotrone, uma das cidades mais poderosas da magna Grécia, na costa oriental do Brutio

eso, na Grécia. Hoje Velia, na lalia.
provincia romana no atual territério da Turquia e da Siria, em torno da cidade de Tarso.
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No entanto, Zendo, talvez por ndo possuir para o tempo um modelo geométrico conveniente, como o tinha

para a distancia, asseverou que ndo seria possivel dividir o tempo finito f = —, que, afirma-se, serd gasto para
%

percorrer a distdncia S, em um niimero infinito de partes ndo nulas cuja soma fosse finita. Porém, observa-se que:

S t S
para percorrer a distancia bl o movel gastara um tempo 2 : para percorrer a distancia —-, 0 movel gastara um
27

tempo 52 : € assim sucessivamente. Portanto, ¢ possivel dividir o tempo 7, gasto pelo mével para percorrer a

distancia S , em infinitas parcelas ndo nulas de modo que sua soma seja finita. De fato:

ro

{ t - | e L_ -
—t+—+ +; Z = Z ZF"I =t : 1|=1..

n= I n=1 n=0
. 2
A soma S da série Z—” evidencia, segundo os pressupostos estabelecidos no argumento de Zendo, que ele
n=1 .
dividiu a distancia a ser percorrida em infinitas partes cuja soma era finita. Ja a soma # da série Z —— indica que
S n=l S
também € possivel dividir o tempo / = = de maneira conveniente de modo a percorrer S no tempo ¢ = — ; tal

Vv Vv
resultado, obtido num modelo weierstrassiano, mostra como € possivel percorrer infinitas distancias num tempo

limitado.

Dessa forma, a afirmacdo concebida por Zendo, argumentada sob uma nogdo de tempo diferente da atual,
constitui uma aporia que, investigada no modelo matematico weierstrassiano produz uma resposta coerente com
a realidade observavel.

Paradoxo de Aquiles-Tartaruga
O segundo argumento estabelecido por Zendo de Eléia, conforme relato de Simplicio de Cilicia, em seus co-
mentarios a Fisica, 1014, 9 — 1015, 2, de Aristoteles é:

O argumento é chamado “Aquiles " porque ele se ocupa de Aquiles®, o qual, segundo diz o argumento, ndo
pode alcancar a tartaruga que persegue, pois é necessdrio que o perseguidor, antes de alcangar a meta, che-
gue primeiro ao lugar do qual partiv aquela que foge. Mas quando o perseguidor chega a esse ponto, aquela
que foge avangou uma certa distancia, se bem que essa é menor do que aquela percorrida pelo perseguido,
que ¢ mais veloz. Mas avangou: ndo permaneceu imovel. E novamente no instante em que o perseguidor
alcanga o ponto em que chegou aquela que foge, esta avangou um pouco, se bem que menos do que se havia
movido antes, pois € mais lenta que o perseguidor. E assim, sempre que o perseguidor avanga até onde havia
chegado aquela que foge, que é mais lenta, esta tinha avangado um pouco. Embora o percurso seja cada vez
menor; sempre haverd uma distancia a ser percorrida, pois a tartaruga estda sempre em movimento. Pelo fato
de supor distancias cada vez menores até o infinito - por causa da divisdo das distancias até o infinito -, ndo
56 Heitor'" nao sera alcangado por Aquiles; tampouco o serd wma tartaruga. Suponha que se trate de um es-
tadio”. Uma tartaruga avanga tomando-se por base a metade do estadio, e Aquiles avanga dez vezes mais no
mesmo tempo. Aquiles, desde o comego do estadio, inicia a perseguicdo a lartaruga, e avanca meio estdadio,
de modo que chega a metade do estadio, do qual partiu a tartaruga. Mas esta ja avangou a décima parte da
metade restante do estadio. Aquiles percorre entdao a décima parte desta metade do estadio; mas a tartaruga
avangou a décima parte da décima parte da metade restante. E enquanto fique uma décima parte de qualquer
distancia, e ela tenha por sua vez uma décima parie, a tartaruga estara sempre adiante de Aquiles, e jamais
nenhum dos dois poderda percorrer a totalidade do estadio. (LAN e ] ULIA, 1986v.2, p.51-52)

“Aquiles, filho da ninfa dos mares Tétis e de Peleu, rei de Ftia, na Tessdlia, é o principal her6i grego da lliada. Recusou-se a lutar por
causa de uma briga com Agaménon, até que a morte de seu amigo Patroclo -0 a matar Heitor.

" Heitor, fiho mais velho de Priamo e de Hécuba, era marido Mﬁnmaa;idsﬁsﬁam;ﬂumahamlha liderou 0s mais bravos
troianos. Foi morto por Aquiles como vingange ﬁhm

i astédioéumadasumdadesde 20
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Uma Abordagem da Andlise Matemitica para o Paradoxo de Aqunles-Tartaruga

Para estudar profundamente qualquer fendmeno da natureza, a Ci iéncia recorre a abstragoes, concentrando a
atencio em partes importantes desse fenomeno e desprezando outras, consideradas secundarias. Em mecinica
tedrica, as abstragdes desse tipo sdo nogdes acerca de ponto material'” e corpo rigido'®. Assim, para se abordar
¢ analisar o segundo problema de Zendo, consideram-se tanto Aquiles como a Tartaruga pontos materiais que
iniciam, num mesmo instante de tempo, um movimento retilineo e uniforme, esse numa mesma diregio e senti-
do. Além disso, supdem-se que as posigdes desses pontos materiais podem ser determinadas no sentido positivo

sobre um eixo orientado Ox, cuja origem serd o ponto O . A velocidade da Tartaruga (v ) serd uma parte da
velocidade de Aquiles (v ) : ja a distancia que separa Aquiles (que esta na posigdo que dista 4, da ongum sobre
0 eixo) da Tartaruga (que esté na posi¢do que dista T, da origem sobre o eixo) serd dLSJgnada por d Desse

modo, consideraram-se as seguintes seqiiéncias: (7;c ) vy » COM T‘ indicando a k-ésima posi¢ao ocupada pela

Tartaruga; (A )wm com A, indicando a k-ésima posi¢do ocupada por AquileS'(T )Aen , com /, indicando
o k-ésimo instante de tempo consnderado Nesse processo; (d )ktw, com d indicando a distancia entre T A,

sobre o eixo Ox.
Em conformidade com as condigdes impostas pelo problema de Zendo, pode-se resolvé-lo da seguinte forma:

As velocidades da Tartaruga e de Aquiles, verificam a relagdo funcional v = rv_(1),com r € IReO0<r<li
. indicando que a velocidade da Tartaruga ¢ menor do que velocidade de Aquiles. Considerando-se v, constante,
tem-se que, em um tempo / , Aquiles percorre um espago v /e a Tartaruga, um espago v, 7 . Assim, transcorrido
o instante de tempo 1, = —- , obtém-se d, = v 1, (2) e, simultancamente, o deslocamento de 7, para T, geraa
expressio: a', =103 :5 se substituir (1) e (2) em (3), obtém-se a expressdo: d[ =v i v )= \’{,tl)Zrd”
(4). Sendo assim, Aquiles ocupa agora a posi¢do A, =T, (que dista d, de A ), porém a Tartaruga ocupa agora a
posi¢do 7', (que distad, de T, ). Apos transcorrido o instante de tempo £, = —L obtém-se d,=vt, (5)e,simul-
taneamente, o deslocamento de T, para T: gera a expressdo: d::", t, (6); ar) se substituir (1), (5) e (4) em (6),
obtém-se a expressdo: d, = v, 1, = (rv )t,= r(v t,) = rd = r(rd ) = r’d,. Observa-se agora que Aquiles ocupa
aposicio A, = T, (quedistad, de A4,), porém a Tartaruga ocupa agora a posicdo 7', (que dista d, deT)).
Assim, sucessivamente, transcorrido o instante de tempo £, = d‘—'1 , obtém-se dk =r *a'” (7). Pode-se notar que

)

a distincia que separa Aquiles da Tartaruga diminui paula!iname‘nute. de fato: basta calcular o limite da expresséio
(7): }T} d, = }Lni rdy =y }1}2 r* =0 (8)". Zendo, bem como seus contemporineos, ndo possufa uma nogao
do conceito de infinito que permitisse lidar com todos os problemas que envolvem tal conceito. Dessa forma,
Zendo imaginava que, para percorrer a soma das infinitas distancias d, . que separam Aquiles da Tartaruga, seria
gasto um tempo infinito, impossibilitando, conseqtientemente, que Aquiles a alcangasse. Nota-se, no entanto, que

a soma S , dessas infinitas disténcias d, , que deve ser percorrida por Aquiles para alcangar a Tartaruga, ¢ finita:

§= Zd =d Z' = (9}" Tendo em vista que o tempo gasto por Aquiles para percorrer a distancia d,

k=0
: d, : N
é f,,, = —,segue-se que, para percorrer S , o tempo, 7, gasto por Aquiles serd também finito e igual a:

14
ol d
=3, = Z#=4Zd L3 apt - ozr o Y
k=0 k=0 VY, Va k=0 Vi k=0 Va k=0 J=r "u(l"")

Educagao Matemdtica em Revista - Nimero 24 - Ano 13 43



artigo

Com efeito, observa-se no segundo argumento que Zendo estabelece e aceita um modelo geométrico no qual
subdivide todo o trajeto em um nimero infinito de partes nio nulas cada vez menores. Considerando que, para
percorrer separadamente cada uma dessas partes, ¢ necessaria uma quantidade de tempo, € natural afirmar que o
tempo gasto para o trajeto total serd a soma de todas essas fragdes de tempo. Mas a afirmagio de Zendo de que
Aquiles ndo alcangara a Tartaruga equivale a asseverar que Aquiles ndo a alcangara num tempo finito. Ou seja,
pode-se concluir que Zendo ndo concebe um modelo geométrico para o tempo, de maneira a dividi-lo em um
nimero infinito de partes ndo nulas cuja soma seja finita.

E perfeitamente compreensivel essa concepgdo zenoniana restrita de tempo. Ela advém do fato de que esse
conceito € bastante sutil. Basta notar que a compreensdo do conceito de tempo foi significativamente alterada
com o advento da teoria da relatividade estabelecida por Albert Einstein (1879 - 1955).

As aporias de Zendo, independentemente de seus objetivos, tiveram importantes consequéncias para o desen-
volvimento posterior da matematica grega; podem-se citar como contribuigdes diretas de Zendo certos recursos
de ordem logica. metodoldgica e téenica. Assim, o processo dicotdmico'®, frequente em suas aporias, foi utilizado
por outros filosofos-gedmetras como recurso de demonstragdo. O método de redugio ao absurdo, tao utilizado pe-
los gedmetras gregos, € um resultado do principio da ndo-contradi¢io, sustenticulo dos raciocinios desse filosofo
eleata que o manejou com tanta habilidade que foi considerado por Aristételes como o inventor da dialética.

Além disso, primeiramente, ao pensar nos paradoxos zenonianos, deve-se ter em mente que os métodos en-
volvendo idéias de movimento instantdneo, séries infinitas e limites, ndo existiam ainda para os antigos filésofos
gregos. Em seguida, que a busca para solucionar esses problemas, que (ém uma relago intrinseca com os concei-
tos de infinitésimo, infinito e continuidade, assenhoreou-se de uma gama de matemdticos e filésofos por muitos
séculos e essas investigagdes somente tiveram éxito no século XIX, como afirma Russell:

Na verdade, Zendo ocupou-se de trés problemas, todos ligados ao movimento, porém mais abstratos
que 0 movimento, e suscetiveis de iratamento puramente aritmético. Sdo os problemas do infinitesimal,
do infinito e da continuidade. Enunciar claramente as dificuldades envolvidas era realizar, talvez, a parte
mais dificil da tarefa do filosofo. Isso foi o que Zendo fez. Desde sua época até hoje, os melhores intelectos
de cada geragao atacaram esses problemas sem, em linhas gerais, conseguirem nada. No entanto, em nos-
sa época trés homens, Weierstrass, Dedekind e Cantor; nédo apenas desenvolveram os trés problemas como
também os resolveram completamente. As solugdes, para os que estdo familiarizados com a matemdtica,
sd@o tdo claras a ponto de ndo causar a menor divida ou dificuldade. Provavelmente, essa realizacio é a
menor de que se pode vangloriar nossa época; e ndao conhego nenhuma época (a exce¢do talvez da idade
de ouro da Grécia) que tenha prova mais convincente a oferecer do génio transcendente de seus homens.
Dos trés problemas, o do infinitesimal foi resolvido por Weierstrass; a solugdo dos outros dois foi iniciada
por Dedekind e definitivamente alcangada por Cantor. (RUSSELL, 1977, p.90)

Por fim, em decorréncia dos milhares de anos transcorridos, tdo densos em acontecimentos, o estudo de con-
cepeoes filosoficas zenonianas, que aconteceram hé aproximadamente dois mil e quinhentos anos, nio se mostra
com o menor vestigio de envelhecimento. De fato, se manteve tdo repleto de vida no decorrer desses anos como
um estudo cldssico atemporal de perene satisfagdo, para aqueles eruditos que a eles se dedicaram e ainda se dedi-
cam, que parece escrito para a atualidade. Assim, estes paradoxos zenonianos desafiam, como toda grande obra,
o impiedoso deus romano do tempo, Cronos,

Os matematicos e filosofos, com seus lampejos intelectuais, com seus desejos veementes, buscam a defini¢io
precisa do conceito de infinitésimos, infinito e continuidade e realizam os seus sonhos. Porém, ao poeta Cruz e
Sousa (1861-1898) coube cantar, em seus Ultimos Sonetos, seu drama existencial em mundos imponderaveis,
em lamentagOes implacéveis, em corpos inefaveis, em abismos insondaveis e em escavagoes infinitas buscando
decifrar sua alma: Cavador do infinito

Com a lampada do Sonho desce aflito Ansias, Desejos, tudo a fogo, escrito
E sobe aos mundos mais imponderaveis, Sente, em redor, nos astros inefaveis.
Vai abafando as queixas implacaveis, Cava nas fundas eras insonddaveis
Da alma o profundo e solugado grito. O cavador do trdagico Infinito.

' Dicotomico: Dividido ou subdividido em duas partes.
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Alto levanta a lampada do Sonho.
E como seu vulto palido e tristonho
Cava os abismos das eternas ansias!

E quanto mais pelo Infinito cava
mais o Infinito se transforma em lava
E o cavador se perde nas distancias ...

Anexo 1

A afirmacio contida em (8) pode ser demonstrada da seguinte forma: dado a > 1 , existe p € IR, tal que
a = | + p; sendo assim, da desigualdade de Bernoulli'” segue da = (1 + p)f = 1 + kp. Portanto, !im a* =0.

k
. : el 4
Uma vez que 0 < r < |, tem-se¢ l_ > 1, e, pelo visto acima, segue-se que th_ =( ;assim, dado € >0,
. ks
7 7

:

. 1 1

existe k, € IN tal que para todo k > k, vale (~ > — : logo, para todo k > k, tem-se r < & . Donde resulta
r €

que hmr =0.

k—0

Anexo 2
A afirmacdo contida em (9) pode ser demonstrada da seguinte forma: considere-se a progressdo geome-

trica S, = d, + dy +==+dy * (10). Multiplicando-se §,_por r , tem-se 5, = rd, +dgr+---+ darH iy

Skl LKl
du _du' d, dn’

¢ subtraindo-se (11) de (10), tem-se (1 - r) S, =d, - d,r*" ou §;=—"—=—--——— ¢
1—-r l-r 1-r

limS, = llm d 6‘ 1)— , pois, do Anexo 1, tem-se limr*"' =0 .

k—x ]#,- 1_,.-,[.,, =
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