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Resumo

Um dos aspectos de dificil compreensdo para os académicos no inicio do estudo do calculo diferencial e integral
é a definicdo de limite de uma func¢do. Seja a definicdo utilizando aspectos intuitivos desse conceito, ou sua
definicdo formal com épsilon e delta. Fato jA amplamente evidenciado por diversos estudos sobre dificuldades
tanto na compreenséo dessas defini¢cGes, como em relacionar aspectos envolvidos na apresentacdo da definicéo
intuitiva com o que é trabalhado na definicdo formal. O objetivo deste artigo é apresentar uma sequéncia de
atividades para a introducéo do conceito de limite finito de uma fungdo real, buscando discutir e analisar alguns
desses aspectos envolvidos na apresentacdo dessas definicbes. S&o atividades visando a mobilizagdo de
imagens, no sentido de conceito imagem (CI) e conceito definicdo (CD) propostos por Tall e Vinner. N0ossos
estudos vém evidenciando que a ampliacdo desse conjunto (Cl) € fundamental para o processo de aprendizagem
desse conceito.

Palavras-chave: Definigdo de Limite Finito de uma Fungo. Aprendizagem. Dificuldades. Epsilon e Delta.
Ensino Superior.

Abstract

One of the things that are difficult for students to understand, when starting to study differential and integral
calculus, is the definition of the limit of a real function. The difficulties of students arise whether, it is the
definition using the intuitive aspects of this concept or its formal definition with epsilon and delta. This fact
has been amply established by several studies, on the difficulties both in understanding these definitions and
in their closed relationships. The objective of this article is to present a sequence of activities to introduce the
concept of finite limit of a real function, seeking to discuss and analyze some of these aspects. These are
activities aimed at mobilizing the concept image, in the sense of the conceptual image and the conceptual
definition proposed by Tall and Vinner. Our study has shown the effectiveness and the fundamental importance
of this set of activities, in the process of learning the concept of limit.

Keywords: Definition of Finite Limit of a Function. Learning. Difficulties. Epsilon and Delta. University
Education.

! Doutora em Educacdo Matematica. Professora da Universidade Federal de Mato Grosso do Sul/UFMS,
Campo Grande, MS — Brasil. sonia.burigato@ufms.br.

2 Doutor em Ciéncias Matematica (Docteur d’Etat és Sciences Mathématiques) pela Universidade Claude
Bernard — Lyon 1, France. Professor visitante da Universidade Federal de Mato Grosso do Sul/lUFMS, Campo
Grande, MS — Brasil. mustapha.rachidi@ufms.br.


https://doi.org/10.37001/emr.v26i70.2682

Introducéo

A introducéo do conceito de limite de uma funcgéo real com valores reais, na maioria
das vezes, é feita pela apresentacdo de uma noc¢do intuitiva desse conceito, que alguns
autores denominam de definicdo intuitiva. Em seguida, € utilizada a defini¢do formal, com
épsilon e delta. Essa € uma préatica que encontramos em grande parte dos livros didaticos,
como também no trabalho de professores em sala de aula (BARUFI, 1999; FERNANDES,
2015; SANTOS, 2013).

Esta escolha para apresentacdo do conceito de limite é muito diferente de como se
deu o processo historico de construgdo desse conceito. Seu desenvolvimento foi permeado
por muitas discussdes e polémicas, e incomodou diversos matematicos (BARDI, 2015). De
fato, desde o trabalho de Newton, de Leibniz, de Cauchy, assim como o trabalho de
Weierstrass, o conceito de limite exigiu esforcos significativos por parte de varios
matematicos (RACHIDI et al., 2020). Todavia, parece que na transposi¢do didatica desse
conceito foram retirados todos os “percal¢os” que aconteceram na sua elaboragdo até
chegarmos a atual proposta. Essa ordem foi escolhida e, apesar das criticas e sugestdes em
sentido diferente, ainda é defendida por muitos estudiosos, e é a mesma apresentada na
maioria dos livros didaticos e nas abordagens em sala de aula (BARUFI, 1999; BURIGATO,
2019; FERNANDES, 2015).

Muitas dessas criticas dizem respeito a ordem de apresentacao do conceito de limite
de funcdo e ao fato dela ndo ter nenhuma relacdo com 0 que aconteceu no seu
desenvolvimento histérico e epistemoldgico. Como também, por ignorar obstaculos e
dificuldades que ocorreram durante esse processo (ARTIGUE, 1995). A definicao pelo uso
do épsilon e delta com as inequacdes e com modulo, como conhecemos atualmente, sé foi
obtida muitos anos depois do surgimento do conceito, em que varios matematicos se
debrucaram buscando dar um aspecto formal ao conceito de limite de funcdo (RACHIDI et
al., 2020).

Apesar da escolha pela introducdo do conceito de limite, inicialmente, pela nocéo
intuitiva antes da apresentacdo mais formal, consideramos que a nogao intuitiva, segue um
caminho diferente ao que € utilizado na definicdo por épsilon e delta. Na nocéo intuitiva, é
conjecturado o valor do limite estudando aproximagoes de x ao ponto investigado p, sendo
que na formal esse valor € verificado por meio de um épsilon positivo dado, sempre que

existir um delta tal que a distancia de x ao ponto investigado p seja menor que esse delta.
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Alguns pesquisadores alegam que essas diferencas fazem com que exista uma
“distancia” conceitual entre essas duas apresentagdes € que cabe ao ensino propor situagdes
para relacionar a nocdo intuitiva com a formal visando a compreensédo do aluno (ARTIGUE,
1995; BURIGATO, 2019; CORNU, 1983; ZUCHlI, 2005).

De fato, varios estudos mostram que os alunos ndo conseguem relacionar a nogéo
intuitiva com a definicdo por épsilon e delta, e alegam que s6 utilizam as manipulacdes
algébrica e a nogdo intuitiva para resolver as atividades sobre limite de fungdo. Todavia, a
definicdo intuitiva ndo tem uma formulacao adequada para que o aluno chegue na definicao
formal deste conceito, por exemplo, o que significa “tende a” ou “proximo de a”? Sao
expressdes que também trazem problemas aos estudantes. Com relacao a defini¢do formal,
encontramos dificuldades em trabalhar com duas inequacgdes, com inequa¢fes e modulo,
com conjunto dos numeros reais, com intervalos de numeros reais e com sua relacdo com os
modulos, etc. (CORNU, 1983; BURIGATO, 2019; RACHIDI et al., 2020; SANTOS, 2013).

Com isso, encontramos professores que se questionam sobre a necessidade de se
trabalhar com a definicdo formal. Afinal ela ndo é compreendida pelos alunos e seu uso acaba
restringindo-se a apresentacdo das provas de alguns teoremas e propriedades
(FERNANDES, 2015).

Essas argumentacdes mostram que a apresentacéo da defini¢do formal do modo como
vem sendo utilizada, deve ser repensada pelo professor. E preciso ter clareza do que é
importante ensinar na disciplina de Calculo I, refletir sobre os aspectos tedricos que serdo
importantes para construcdo de outros conceitos. Esta definicdo de limite de funcdo é
considerada central para o estudo do Célculo Diferencial e Integral (CDI) (BLOCH, 2019).
Mas sua apresentacdo como vem sendo realizada parece ndo contribuir para a compreensao
desse conceito. Em geral, a definicdo formal com épsilon e delta é usada no ensino somente
para provar a unicidade de limite e nas propriedades das operacGes algébricas, ou para
exemplificar seu uso verificando alguns limites.

Neste sentido, Tall e Vinner (1981) argumentam que a apresentacdo de uma
definicdo, seja intuitiva ou mais formal, ndo é suficiente para que se compreenda um
conceito. Sua aprendizagem esté relacionada a uma variedade de situagdes que o estudante
precisara lidar ao longo do ensino. Sendo assim, a aprendizagem de um conceito ¢ um
processo que envolve tanto os conceitos adquiridos anteriormente como as situagdes
propostas para estudo desse novo conceito. A cada situacdo vivenciada, o estudante vai
ampliando seu repertério de conhecimento para lidar com aspectos relacionados a esse

conceito que esta sendo construido.
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Para essa discussdo, trazemos as nogOes de conceito imagem (Cl) e conceito

definicdo (CD) de Vinner e Tall (1981). Em que o conceito imagem (CI) é o conjunto que:

[...] descreve a estrutura cognitiva total associada ao conceito, que inclui todas as
imagens mentais, bem como propriedades e processos associados. Ele é construido
ao longo dos anos por meio de experiéncias de todos os tipos, mudando a medida
que o individuo encontra novos estimulos e amadurece. (TALL e VINNER, 1981,
p.152, traducéo nossa).

O conceito definicdo (CD) ¢ a definicdo proposta pelo ensino e que é aceita pela
comunidade matematica.

Em nossa investigacdo todas as nogOes e propriedades utilizadas pelos estudantes
(Inclusive a definicdo intuitiva) ao lidar com atividades sobre limite finito de uma funcgéo
real compdem o CI desse conceito. Assim, o trabalho com o CI no estudo da aprendizagem
do conceito de limite ira permitir que atividades para a constru¢do desse conceito sejam
discutidas.

Objetivo do nosso estudo é apresentar e discutir uma sequéncia de atividades para
introducdo do conceito de limite finito de uma funcéao real com valores reais. No Brasil este
conceito é introduzido, geralmente, no ensino superior em cursos em que as disciplinas de
CDI fazem parte. Trazemos para esta discussao alguns elementos envolvidos nas defini¢cdes
usualmente utilizadas para introducéo da nocao de limite finito de funcéo real. No caso, a
definigdo intuitiva e a defini¢cdo formal com uso do épsilon e delta. As atividades buscam
relacionar aspectos trabalhados nessas duas definicGes. Como, também, evidenciar
possibilidades para ampliacdo de imagens associadas ao Cl dos estudantes com relacéo ao
conceito de limite finito de fungdo real.

Essa sequéncia de atividades comegou a ser elaborada a partir das perspectivas
evidenciadas nas consideracdes finais de uma tese de doutorado (BURIGATO, 2019).
Algumas atividades foram sendo modificadas ao serem estudadas com académicos da
graduacdo, resultando na sequéncia que iremos apresentar. Ela também ja foi aplicada em
um minicurso® ministrado para académicos de graduagdo em Matematica — Licenciatura.

A seguir, trazemos as definicdes de limite finito de uma funcéo real®, que estamos

utilizando juntamente com as nogdes de conceito imagem e conceito defini¢do propostas por

3 Minicurso ministrado na 11l Semana da Matematica do Instituto de Matematica da Universidade Federal de
Mato Grosso do Sul no periodo de 25/09 a 27/09/2019. N&o houve publicacéo.
4 Para efeitos praticos, neste texto vamos simplesmente nos referir ao conceito de limite finito de uma funcéo
real, como limite de uma funcéo.
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Tall e Vinner (1981). Para, em seguida, apresentarmos a sequéncia de atividades que foram
elaboradas, com os conceitos utilizados nessas defini¢cbes, como também esses elementos
teoricos. Ao final, tecemos algumas consideracGes sobre esse trabalho e sobre algumas

perspectivas para continuidade do projeto que vem sendo desenvolvido.

A nocao de limite finito de uma funcéo real — Conceito imagem e conceito defini¢ao

Certamente ha uma lacuna entre o processo de conceituacao e a abordagem formal
das definicGes de limite de funcdo (CORNU, 1983). Tall e Vinner (1981) desenvolveram as
no¢oes de (CI) e de (CD) para compreenderem, por um lado, as imagens mentais, todas as
propriedades associadas a um conceito e 0 processo que o mobiliza (imagem conceitual).
Por outro lado, as defini¢cbes formais de um conceito sdo definidas pela obtencdo de um
consenso dentro de uma comunidade cientifica, no caso € o que esses autores denominam de
CD.

Um CD pode gerar uma imagem da definicdo do conceito em que apenas certos
aspectos da definicdo formal séo integrados pelo aluno. Sendo possivel, ao longo do ensino,
a construcédo pessoal do lado formal de um conceito, como um processo associado que pode
levar a construcdo de um conceito definicdo pessoal (CDP). O que chama a atencédo é que
varias imagens conceituais podem coexistir no mesmo aluno e estar em contradicdo. Esses
autores falam de imagem conceitual evocada. O interesse desta ferramenta tedrica reside no
diagnostico de CI. Com isso, é possivel determinar imagens implicitas que podem estar em
contradicdo tanto com aspecto formal da defini¢cdo, como também com aspectos envolvidos
na construcdo do conceito.

Assim, dentro desse referencial tedrico, é necessario estudar 0s processos,
representacdes, propriedades mobilizadas pelos alunos sobre um conceito e compara-los com
as definicdes utilizadas em um livro didatico ou em um curso, por exemplo. Isso possibilita
analisar lacunas entre as imagens do Cl e do CD e, assim, investigar problemas de
aprendizagem que isso gera e, consequentemente, fazer novas escolhas para o ensino.

Desse modo, podemos elaborar atividades que possam colocar em discussdo imagens
que conflitam com algum aspecto envolvido na constru¢do do conceito, identificadas em
pesquisas (BURIGATO, 2019). Como também, com questdes que busquem ampliar o
conjunto de CI e, assim, propiciar ao estudante a constru¢do de um CDP do conceito de

limite de funcdo, além de favorecer a construcdo de outros conceitos envolvidos no CDI.
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Um ponto importante na ampliacdo desse conjunto diz respeito as representacoes
utilizadas nas situacdes propostas. Diversos pesquisadores argumentam sobre a importancia
de se trabalhar no ensino do CDI com uso de representacdes textuais, graficas, numéricas e
algébricas (CORNU, 1983; BURIGATO, 2019; FERNANDES, 2015; LECORRE, 2016).
Ao lidar com atividades para introducdo do conceito de limite de funcdo, como ja citado, o
estudante vai ampliando o seu conjunto de (Cl) associado a ele. Sendo que cada
representacdo utilizada ird mobilizar aspectos diferentes desse conceito.

De fato, em um estudo sobre a construcdo do conceito de limite de funcéo
(BURIGATO, 2019) foi observado que um estudante mobilizava imagens que conflitavam
com a defini¢do de limite conforme a representacao utilizada. Quando esse aluno precisava
identificar o limite por meio da observacéo de uma representacdo grafica de uma funcéo, ele
argumentava que o limite so existia quando a funcéao estava definida no ponto, e era o valor
da funcao no ponto. Mas quando lidava com questdes na representacdo algébrica ele utilizada
a ideia de se aproximar do ponto. Argumentava corretamente se reportando ao
comportamento do conjunto dos nimeros reais, afirmava que era possivel tomar pontos tdo
préximos quanto quiséssemos. Sao imagens que conflitam, tanto entre si, como também com
as definicdes de limite de uma funcdo, intuitiva ou formal, mas que o estudante ndo percebia
esse problema quando lidava com as atividades.

Em geral, os alunos ndo reconhecem o status matematico da defini¢do formal de
limite e preferem usar conceito imagem (TALL e VINNER, 1981), sendo que a
representacdo grafica pode se tornar um obstdculo (BLOCH, 2019), como também
dificuldade relacionada ao conjunto dos numeros reais (ARTIGUE, 1995, BURIGATO,
2019).

Desse modo, a escolha das atividades € fundamental para o processo de
aprendizagem. Sendo importante observar 0s aspectos do conceito que sera trabalhado em
cada uma das atividades propostas. A caracterizacdo das imagens relacionadas ao Cl é entdo
feita identificando, nas a¢des dos estudantes: propriedades, conceitos, representacoes, etc.,
que eles utilizam ao lidarem com o0 que 0 ensino propde e comparar com 0 que € proposto
para a definicdo do conceito. Essa ferramenta tedrica nos permite trabalhar com situagoes
para aprendizagem das duas defini¢des de limite de fun¢éo, intuitiva e formal, como também

para relacionar essas duas definicGes, ilustramos na Figura 1, a seguir.
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Figura 1: llustracdo sobre o CI

CI
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da Definigio
Formal

Fonte: Elaborada pelos autores.

Assim, um ponto importante na elaboracdo das atividades para se introduzir um
conceito € a escolha das defini¢Ges que serdo utilizadas com os estudantes. Como dissemos,
a introducdo do conceito de limite de funcdo, geralmente, é realizada pela apresentacdo da
sua nocao intuitiva, com alguns exemplos e, em seguida, a definicdo com épsilon e delta. A
sequéncia de atividades que propomos busca trabalhar nessa perspectiva utilizando as
definigbes do livro didatico do Guidorizzi volume 1°. Esse livro é bastante utilizado por
professores da disciplina de Calculo I, e/ou indicado nas suas ementas. Inclusive na
Universidade® em que trabalhamos. Vejamos a seguir as definices que esse material propde,
no Quadro 1, a definicdo intuitiva de limite de uma funcéo e, no Quadro 2, a defini¢cdo formal
utilizando os quantificadores épsilon e delta.

Quadro 1 _ Definicéo intuitiva
Intuitivamente, dizer que o limite de £(x), quando x tende a p, € igual a L que, simbolicamente, se
escreve J1(13% fx) =1L
Significa que quando x tende ap, f(x)tendeal.

f(x)
‘ [

@ / :
f(x) R | i

1/ x P X x %
Quando x tende a p, f(x) Quando x tende a p, f(x) tende
tendeaf(p): lim f(x)=f(p) aL: lim f(x)=L

xX—=p xX=p

Fonte: Livro do Guidorizzi (2003, p. 55).

Sdo apresentados exemplos utilizando essa nogéo para identificacdo dos limites, seja

5 Guidorizzi apresenta primeiramente a nocédo de continuidade, mas em conversa informal com os professores
que utilizam esse livro, eles disseram que mantém a ordem das ementas, ou seja, iniciam pela defini¢cdo
intuitiva, seguida pela definicdo formal de limite de funcéo e depois introduzem a definicdo de continuidade
de uma funcéo.

6 Esse livro foi escolhido por ser o mais utilizado pelos professores que ministram essa disciplina em nossa
instituicdo. E esse estudo faz parte de um projeto maior que busca elaborar atividades para introducdo do
conceito de limite de funcdo, e também para outros topicos do CDI para uso com professores.
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por meio de uma tabela, escolhendo valores proximos do ponto em que o limite esta sendo
investigado, ou pela observacgdo da representacdo gréfica da fungdo. Como também, por meio
de manipulacéo algébrica, no caso com uso da fatoracdo. Em seguida, sdo propostos alguns

exercicios para resolver utilizando a representacao grafica, e/ou a fatoracéo, para

. . .. - .o x%-4 . x%+x . x—1

identificar os limites. Sdo casos como: lim , lim , lim L, entre outros.
x—-2 X=2 x50 X = x-1 x-1

Quadro 2 — Defini¢do formal

Seja fuma fungao e p um ponto do dominio de fou extremidade de um dos intervalos que compde o

dominio de /. Dizemos que ftem limite L, em p, se, para todo € > 0 dado, existir um § > 0 tal que,
para todo x € Df,

0<|x—p|<d=|f(x) —p|<e.
Tal numero L, que quando existe "inico, sera indicado por lim f(x). Assim
xX-p
Ve> 0,36 >0talquex € Df
O0<|x—p|<éd=|f(x)—p|<e

limf(x) =L & {
x—=p

—e
!

P X
lim f(x)=1L i /) =
.prx Ill—l)npf(x) L.(L# f(p)

Fonte: Livro do Guidorizzi (2003, p. 72).

A
> S

fnao tem limite
emp

—i>

X

As duas defini¢des ndo apresentam explicitamente as relacdes entre o que é definido
com os exemplos dados na representacdo geomeétrica. Na definicdo intuitiva as expressoes
“x tende a p”, “f(x) tende a f(p)” e “f(x) tende a L aparecem relacionadas as representaces
graficas das funcles, indicado pelas setas: (— p <), (— flp) <), e (— L «),
respectivamente. Essa mesma indicacdo, com as setas, aparece na definicdo com épsilon e
delta, mas ndo ha indicacdo com as expressdes utilizadas na defini¢do intuitiva com o que é
proposto em termos de épsilon e delta. Dificilmente o estudante conseguira mobilizar
imagens relacionando esses aspectos envolvidos na definicdo formal, por exemplo. Na
maioria das vezes, 0 aluno precisa lidar com expressdes algébricas, e, em muitas delas, ele
ndo consegue fazer facilmente sua representacdo grafica, o que poderia auxilid-lo na
identificacdo do limite.

Essas defini¢Ges sdo trabalhadas durante a sequéncia de atividades que apresentamos
a seguir, permeada pela abordagem de Tall e Vinner (1981), que nos permite destacar
algumas lacunas entre o conhecimento mobilizado pelos alunos e as defini¢Ges formais, a

fim de estudar o impacto dessa lacuna na aprendizagem futura. E uma forma mais "flexivel"
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de estudar o conhecimento para identificar e antecipar as dificuldades dos alunos para os

conceitos matematicos envolvidos. E, assim, elaborar proposta para o ensino.

Uma proposta para introducao do conceito de limite de fungao

As atividades foram elaboradas buscando trabalhar aspectos problematicos
identificados na introducéo do conceito de limite de fungdo (CORNU, 1983; BURIGATO,
2019; LECORRE, 2016). Outro ponto a considerar, ¢ a conducdo das atividades pelo
professor. E importante propiciar momentos de discussao entre os estudantes, e néo fornecer
respostas prontas durante esses debates, seja na apresentacdo de respostas diferentes, bem
como nas duvidas que vao surgindo durante as atividades. Em nossas experimentacdes, o
trabalho em dupla foi o que mais favoreceu esses aspectos.

Nas primeiras atividades, vamos trabalhar com imagens associadas ao CI, do
conceito de limite de funcédo identificadas nas produgdes dos alunos em situacdes para
introducdo desse conceito, com relagdo tanto a definigéo intuitiva quanto a formal. No caso,
sdo as dificuldades em se relacionar aspectos da definicdo intuitiva com a defini¢éo
utilizando épsilon e delta. E, também, com o fato de que o ponto de investigacao do limite
ndo precisa fazer parte do dominio da funcéo.

Escolhemos iniciar com uma funcdo definida por partes, em que dada a representagéo
algébrica da funcdo o estudante devera fazer a sua representacdo grafica. Essa escolha foi
feita, pois vimos em nossas experimentagdes, tanto na tese como em sala de aula, que as
imagens mobilizadas pelos estudantes ao lidarem com esse caso de funcdo, podem ser
conflitantes conforme a representacdo utilizada. Desse modo, decidimos trabalhar com as
duas representacGes na maioria das atividades, sendo que na primeira delas eles teriam a
representacdo algébrica da funcdo para iniciar o seu trabalho.

Vejamos a primeira atividade apresentada no Quadro 3.
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Quadro 3 — Atividade (1)
— {x +2,sex+1

Esboce a representagéo gréfica da fungéo f(x) , em seguida
1, se x = 1 responda

as questoes:

a) Calcular o valor f(x) para x=1.

b) Considere os conjuntos de valores para x em ]0; 1] U ]1, 2[ e determine o
conjunto correspondente no eixo y para os valores de f(x).

c) Observe na representacdo grafica a relacdo que existe entre os intervalos
encontrados no item (b).

d) O que esta acontecendo com os valores da fungdo quando tomamos valores
para x arbitrariamente préximos de 1?

Fonte: Elaborado pelos autores.

Uma dificuldade evidenciada quando se trata da falta de relacdo entre a definicao
intuitiva e a formal de limite, diz respeito a abordagem comumente realizada no estudo com
as fungdes. Alguns alunos sentem dificuldades em relacionar elementos do conjunto imagem
com os nimeros do dominio da funcéo.

Desse modo, buscamos ampliar o Cl do estudante para lidar com esses aspectos que
irdo aparecer no estudo do limite de funcdo propondo uma discussdo envolvendo esses dois
conjuntos. Além disso, aproveitamos para trabalhar com a ideia de tornarmos x
arbitrariamente préximos do nimero 1.

Apbs a finalizacdo da atividade (1), é apresentada a definicdo intuitiva de limite de
funcdo (Quadro 1), propondo uma discussdo sobre aspectos envolvidos nessa definicdo com

o que foi trabalhado na atividade, como:

Interprete o que vocé fez na atividade com a definic&o intuitiva de limite, em notacéo simbodlica
lim f(x) x-1

Relacione o que vocé encontrou no item (b) com as expressdes da defini¢do: “quando x tende a
p” e “f(x) tende a L”.

O que podemos observar sobre lim f(x) e f(1)?

x—>1

Na proxima atividade, Quadro 4, essa definicdo € trabalhada com aspectos sobre as
fungdes que os alunos ndo estdo acostumados a vivenciar no ensino médio. Fazendo com
gue alguns alunos mobilizem imagens que ndo contribuem para a compreenséo do conceito
de limite de fungdo. Vejamos algumas associacdes de imagens identificadas em uma

pesquisa nas a¢des de um estudante ao lidar com atividades para introducdo desse conceito:

Se estou lidando com limite de fungdes, entdo sempre preciso trabalhar, com
elementos do dominio para obter a resposta em termos de f(x);
Eu trabalho com elementos do dominio das funcdes;

Educacdo Matematica em Revista, Brasilia, v. 26, n. 70, p.89-107, jan./mar. 2021. 98




O/ resultado de uma atividade com uma expressdo algébrica sempre serd um
numero.
(BURIGATO, 2019, p. 145).

Esse estudante teve dificuldades em trabalhar com as situagfes em que era preciso
relacionar intervalos onde os valores da funcdo estavam variando, com intervalos do
dominio. Ele argumentou que nunca havia trabalhado desse modo no ensino medio, e que,
na maior parte do tempo, sé precisou encontrar valores da funcéo para um dado x do dominio.

As proximas atividades buscam trabalhar esses aspectos de modo a favorecer a
associacdo de imagens relacionando conjuntos de intervalos da imagem da fungdo com

conjuntos do dominio. Utilizando as representacdes algébricas, geométricas, textual e oral.

Quadro 4 — Atividade (2)

Observando a representagdo gréfica da funcdo f(x) =*___2-1, podemos verificar que quando x se
x—1aproxima de 1, tanto por valores maiores
do que 1 como por valores menores, os valores da funcéo f(x) se tornam préximos de 2. Pela definicéo

que vimos podemos dizer que quando x tende a1 a f(x)tendeza 2 e que lim * -1=2.
x-1x-1 Observe que a expressdo “tende a” é vaga, assim podemos pensar em escolher um

“tamanho” para essa aproximacao. Por exemplo, se tomarmos valores da fun¢io proéximos de 2, no caso
considerando que 1,2 < f(x) < 2,8, teremos a situacdo representada no eixo y, com bolinhas azuis
representando os extremos desse conjunto, conforme a representagéo abaixo.

Repare que quando escolhemos o conjunto 1,2 < f(x) < 2,8 de valores da funcdo préximos 2 o
“tamanho” escolhido pode ser evidenciado utilizando a representagdo desse conjunto em modulo
(Relembre a ideia de distancia). |f(x) — 2| < 0,8

a)  Encontre o “tamanho” escolhido para aproximagdo do
valor 2 da fungéo e escreva em nota¢do de modulo.

b)  Encontre o conjunto de valores do dominio da f para
que os quais os valores da fungdo f(x) fiquem
compreendidos no conjunto 1,2 < f(x) < 2,8. Explique
como vocé fez para encontrar esse conjunto. Escreva o
conjunto encontrado em modulo evidenciando o “tamanho”
encontrado no conjunto do D:r. Em seguida, faca a
representacdo geométrica deste conjunto na representagéo
gréafica dada.

¢) Vamos denominar o tamanho encontrado no item (a)
de ¢ (Epsilon) e escolher outro “tamanho” para esse

intervalo, no caso _¢. Considerando esse novo “tamanho”
para o 2

=}
'S
O -

o conjunto de valores da funcdo, encontre o conjunto dos
o2 ndmeros x, do dominio da f, relacionados a esses valores da
funcdo. Escreva o conjunto encontrando em mddulo para

04 -02 02 04 06 08 12 14 16 18 . . - A . -
~02 evidenciar a nova distancia encontrada para o conjunto Dy,

e vamos representar por 6 (delta) esse nimero encontrado.

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Nesta segunda atividade, os estudantes ja tém a representacdo grafica para trabalhar
com as questdes. E é por meio dela que buscamos favorecer a mobilizacdo de imagens sobre
0 estudo com as fungbes, mas principalmente a mobilizacdo, e assim a constituicdo de
imagens que irdo compor o conjunto de Cl dos estudantes para lidarem com limite finito de
uma funcdo, sejam imagens envolvendo a definicdo intuitiva como também a definicéo
formal. Neste aspecto, buscamos relacionar a observacdo grafica de uma funcgéo, no caso o
intervalo representado geometricamente, com as representacées utilizando as inequaces e
também a inequagdo com mddulo. Inserirmos, também, os nimeros épsilon e delta que serdo
trabalhados na definigdo formal juntamente com a ideia de mddulo como uma distancia. Essa
ultima escolha se deve, em parte, pelos resultados observados na experimentacdo da tese e
da sala de aula. Vimos que muitos estudantes mobilizaram imagens conflitantes com as
defini¢des formal. Assim, escolhemos introduzir a nogdo de médulo como uma distancia e
relacionar com a representacdo grafica ja na primeira atividade apds a apresentacdo da
definicéo intuitiva. Buscando, assim, ampliar as imagens associadas a essa definigéo.

As atividades (2) e (3) também tém o objetivo de relacionar os intervalos de um
subconjunto da imagem da funcdo a uma distancia particular, ja utilizando os nameros
épsilon e delta da definicdo formal de limite. Representadas, respectivamente, nos quadros
4eb5.

Quadro 5 — Atividade (3)

Considere a funcdo f(x) = 2x — 1 . Determine qudo préximo de xo = 2 devemos manter x para termos
certeza de que os valores da funcdo figuem a uma distancia menor do que € =0,5 unidades de yo = 3?
Explique como vocé fez para encontrar esse conjunto, e represente o ndmero, no caso a distancia
encontrada, por 6 (delta).

Faca a representacdo gréfica da funcéo e identifique o que acontece proximo de yo= 3 dado €=0,5€e0
d encontrado. Qual a relagdo entre € e 6? O delta encontrado é Ginico? Justifique sua resposta,

Fonte: Elaborado pelos autores.

Na atividade 2, as imagens do Cl estavam relacionadas, principalmente, a observacéao
da representacédo grafica da funcdo, enquanto que nesta atividade 3 elas estdo relacionadas
ao aspecto algébrico. No caso, o trabalho dos estudantes seria encontrar o valor do delta a
partir de um valor particular para o épsilon fazendo manipulagéo algébrica e utilizando a
expressdo algébrica da funcéo.

Nesse aspecto, € importante discutir com os estudantes a relacdo entre o épsilon e o
delta e o fato de que ao fazermos a manipulagédo algébrica, ou pela observacdo grafica, o

delta encontrado, em geral, ¢ a maior distdncia em que o épsilon dado “funciona”. Os
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estudantes poderdo utilizar as representacbes algébricas na forma de inequagfes para
justificar que o delta encontrado € a maior distancia e, assim, também apresentar outras
possibilidades para o delta. Sendo importante fazer a relagdo dessa representacdo com a
gréfica, pois cada representacdo traz aspectos importantes para construcdo de imagens
associadas ao Cl do conceito de limite de funcéo.

Esta discussdo foi importante durante nossas experimentacdes, na tese e em sala de
aula, as imagens dos estudantes foram mais proximas do CD quando eles puderam justificar
utilizando outros valores possiveis para o delta. Em funcdo disso, acrescentamos nesta
atividade o item em que os estudantes ndo s6 verificassem se o delta seria Unico, mas que
também justificassem suas respostas.

Na atividade (4), retomamos a funcdo utilizada na atividade (2) mas na representacao
algébrica e ja com a notacdo de limite, com modulo e com as inequacdes. No CD os
estudantes precisam mobilizar tanto o conceito de mddulo, como uma distancia, como
também saber reescrevé-lo em formato de inequacGes. Esse aspecto também traz muitas
dificuldades aos estudantes, pois esses conceitos vém misturados a outros que geralmente
sdo trabalhados de modo separado ao longo da educacgdo bésica. Dificilmente, eles tiveram
de lidar com duas inequacGes envolvendo a notacdo de funcdo f(x), ou essa notacdo em
moédulo em uma inequacdo. Mas no CDI eles precisardo evocar imagens destes ClI
disponiveis e fazer as adaptacdes necessarias para lidar com a situacdo em que um novo
conceito esta sendo construido, no caso o conceito de limite de fungdo. Vejamos a seguir, no

Quadro 6, o enunciado da atividade 4.

Quadro 6 — Atividade (4)

Considere o lim *__2-1= 2 e suponha que encontramos o valor deste limite investigando os intervalos
do x-1x-1

eixo dos y proximos de 2, mas agora escolhemos o “tamanho” desta proximidade, no caso com amplitude
0,5 que vamos chamar de épsilon (g), ou seja, = 0,5. Assim, estamos olhando os valores da funcéo no eixo
y em que 2— < f(x) <2 +, ou de outro modo 1,5 < f(x) < 2,5.

a) Encontre valores no eixo x que correspondam exatamente aos valores da fungéo dada acima com
a amplitude =0,5.

b) Escreva a resposta encontrada no item (a) na forma de desigualdade e veja se consegue determinar
uma amplitude para o intervalo encontrado e denomine de d(delta).

c) Pensando agora que estamos interessados em escolher valores para x, tal que todo f(X)
correspondente fique entre 2— < f(x) < 2 +, considerado o € dado, poderiamos ter outros valores para §?

d) Somando -2 em todos os membros das desigualdades 2— < f(x) < 2 + obtemos -
<f(®)-

2 < e escrevendo na forma de modulo, temos |f(x) — 2| < . Escreva na forma de modulo a desigualdade

encontrada no item (b).
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Fonte: Elaborado pelos autores.

As imagens que buscamos trabalhar nessa atividade estdo mais relacionadas a
representacdo algébrica. Além disso, mesmo que o aluno identifique que se trata da funcéo
trabalhada anteriormente, o que seria interessante também, e faca a representacdo grafica
como auxiliar na sua resolucdo, ele precisara apresentar sua resposta de maneira algébrica.
Em todo caso, essas imagens serdo importantes para o trabalho com o CD que sera
apresentado a seguir, como: reescrever as inequagdes utilizando o épsilon (&) com a notagao

de funcdo (f(x)) em uma inequagdo com modulo; escrever as inequagdes utilizando o delta
(5) e reescrevé-la como uma inequagdo com madulo.

Ap0s discussao e correcdo desta atividade, introduzimos a defini¢do formal, Quadro
2. Sendo retomado o que foi realizado anteriormente, buscando relacionar as imagens
evocadas pelos alunos nas resolucGes das outras atividades com aspectos que aparecem na

definicdo formal. Vejamos na Figura 2 algumas possibilidades:

Figura 2 — Possiveis relag@es entre as representacfes da defini¢do formal com a atividade 2

Atividade (2)
’} ! JIOR=
f(x)
L 12<f(x)<28
f(x) If(x) —2] <08
7} ’
lv = £
x TP fx) =L Delta para esse | 3503

Fonte: Elaborada pelos autores.

Neste momento é importante trabalhar com imagens evocadas pelos estudantes
durante a resolucdo das atividades anteriores. Para isso, é necessario discutir as relacdes entre
a interpretacdo geométrica das inequacbes e dos modulos com o que é proposto pela
definicdo formal e também pela definicdo intuitiva. Analogamente utilizando as
representacdes algebricas com as representacdes textuais e orais, questionando aspectos que
diferenciam e/ou relacionam uma definigdo da outra. Por exemplo, o que podemos relacionar
da expressdao: quando “Xx tende a p” temos que “f(x)tende a L” com o que aparece na
definicdo formal? Por que vocés acham que uma é chamada de definicdo intuitiva e a outra

de definicdo formal?
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E um momento oportuno para se evidenciar imagens que possam estar em conflito
entre si, no proprio conjunto CI, como também com aspectos envolvidos nas duas definicdes.

As trés proximas atividades sdo para utilizar a definicdo formal de limite. Sendo que
a primeira delas, atividade 5, 0 enunciado ndo traz isso explicito, mas sim a ideia de encontrar
0 delta dado um épsilon particular.

Quadro 7 — Atividade (5) e (6)
Atividade (5) — Considere o limite lim x + 1 = 1, sendo dado = 0,33, encontre 5>0 tal que, toda vez

x—1

que2— < f(x) <2+ teremostambémquel -6 <x<1+6.

Atividade (6) — Considere o limite lim 2x — 5 = 1. Verifique se o limite encontrado satisfaz a definigdo

x-3 formal (com épsilon e delta). E relacione as desigualdades
encontradas, ou 0s médulos, da definicdo por épsilon e delta com a defini¢do intuitiva de limite e
justifique essas relagdes.

Fonte: Elaborado pelos autores.

Escolhemos a atividade 5, semelhante as que foram trabalhadas antes da definicéo
formal, para que o estudante evoque primeiramente imagens proximas ao que ele fez
anteriormente, para em seguida, inserir uma atividade como é feito nos livros didaticos apds
introducdo da definicdo formal. Em que, geralmente é solicitado para verificar se o limite
conjecturado satisfaz a defini¢do formal. Nosso objetivo é que ele relacione as investigaces
que havia feito para encontrar o delta, com um épsilon particular, com o fato do épsilon ser
arbitrario, no caso a expressao que aparece na defini¢ao formal “dado >0".

Ao final da discussdo e correcdo dessas duas atividades, € importante fazer uma
institucionalizacdo do que foi discutido. Evidenciando as imagens evocadas durante a
resolucédo, problematicas ou ndo, com o aspectos trabalhado no CD.

Propomos a atividade (7) para discutirmos o uso da definicdo formal para
investigacdo de um limite que néo seria identificado rapidamente pela simples manipulacao
da funcdo nas inequac@es, vejamos no Quadro 8.

Quadro 8 — Atividade (7)

Verifique pela definicdo formal que lim x? = 1 e em seguida responda os itens.

x—1
a) Como verificar se L=1 satisfaz a defini¢do formal?
b) A definicdo formal é um método viavel para verificar o candidato a limite, no caso o
valor de L? Justifique sua resposta. E caso ache que ndo é viavel, pense em uma maneira
de determinar o limite e explique como seria detalhadamente.

Fonte: Elaborado pelos autores.

Nesta atividade 7, buscando elencar aspectos que envolvem outras manipulac6es

algébricas e, assim, outras imagens associadas ao CI. A ideia também € discutir que, com
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esta definicdo, alguns limites podem demandar muita manipulacéo algébrica, o que algumas
vezes ndo € interessante. No entanto, ela traz nogfes importantes para construcdo, e
compreensdo, deste e dos outros limites, como também de outros conceitos trabalhados ao
longo do estudo do CDI.

Discusséo sobre a experimentacdo da sequéncia de atividades

Como dissemos anteriormente, algumas dessas atividades haviam sido
experimentadas (BURIGATO, 2019) e foram sendo modificadas conforme experimentacéo
em sala de aula e se constituindo nesta sequéncia que foi aplicada em um minicurso para
académicos de Matemaética-Licenciatura em 2019. N&o fizemos uma anélise das resolucGes
dos estudantes, mas trazemos para este texto algumas discussdes que foram anotadas durante
a realizacdo do minicurso. Um aspecto importante a se considerar, foi a realizacdo do
trabalho em duplas, em que evitamos interferir o maximo possivel, ndo fornecendo respostas
prontas a cada questdo, ou davidas que surgiam. A proposta foi envolver todos os
participantes em cada pergunta que a dupla ndo conseguia lidar. Desse modo, foi possivel
identificar nessas discussfes as imagens que estavam sendo mobilizadas por varias duplas
de académicos. Evidenciando imagens que poderiam trazer problemas para compressao da
definicdo formal, como para definicéo intuitiva.

Como nas experimentacgdes anteriores, os estudantes tiveram muita dificuldade em
trabalhar com duas inequacfes e com as inequagBes com modulo. Quando tiveram de
relacionar o modulo com a ideia de distancia, as imagens evocadas inicialmente sempre
estavam relacionadas a distancia de algum ponto a origem. A notacdo f(x) foi ainda mais
dificil para eles, tanto no trabalho com as duas inequag¢fes, como com a inequagao com
maodulo. Alguns estudantes trocavam essa notacao pela lei de formacéo da funcdo, acabavam
encontrando as inequacdes referentes ao intervalo de variagdo do dominio, que é um caminho
para se encontrar a variacdo do delta. Todavia, eles ndo compreendiam o que havia
encontrado. O que evidenciou a importancia de termos modificado a atividade 2 e
introduzido a notagdo de mddulo com a inequacgdo para serem trabalhadas, e interpretadas,
com as duas inequacOes pela observacao da representacdo grafica. Essa foi a atividade em
que eles demoraram mais tempo para lidar e chegar a uma finalizagédo em que todos pareciam
concordar. O que nédo significa que as mesmas imagens equivocadas que citamos nao
voltaram a aparecer. Elas surgiram e novamente voltaram as discussfes. Outro aspecto que

consideramos importante, foi o fato de que quando uma dupla tinha essas dificuldades ela
Educacdo Matematica em Revista, Brasilia, v. 26, n. 70, p.89-107, jan./mar. 2021. 104




ndo se contentava simplesmente com as explicacdes dos colegas. Esses alunos buscavam
fazer as mudancas das notacdes das duas inequacdes para a inequacdo com mddulo e
compreender o que estava acontecendo de modo algébrico, geométrico e também com a
representacdo gréfica da funcdo. O que consideramos primordial para ampliacdo das imagens
do ClI deste conceito.

Considerac0es Finais

Neste texto buscamos apresentar uma sequéncia de atividades para introducdo do
conceito de limite de fung&o. S&o atividades que tém como objetivo, por um lado, ampliar o
conjunto imagem associado ao Cl, do estudante ao lidar com as primeiras nogdes desse
conceito. Por outro lado, favorecer a discussao de imagens que possam conflitar com algum
aspecto da definicdo formal proposta pelo ensino. Possibilitando aos estudantes ampliarem
o0 seu Cl com imagens mais pertinentes para lidar com as situac6es envolvidas na construgédo
do conceito de limite de funcdo. Que, como dissemos, é um processo de reinvestimento
dessas imagens em novas situagdes ao longo do estudo deste conceito, como também dos
conceitos que serdao construidos com ele.

O estudo com CI e CD se mostrou pertinente para elaboracdo da sequéncia de
atividades e pode ser ampliado para propostas analogas como, por exemplo, para introducéao
das definicGes de limite infinito de funcéo real e limite no infinito de fungéo real.

A definicdo formal pode ser trabalhada em sala de aula na introducao desse conceito,
no entanto, como mencionamos antes, vemos que, em geral, ela é usada para estabelecer a
propriedade de unicidade do limite e as operac6es algébricas dos limites. Mas sdo poucos 0s
exercicios praticos que utilizam a definicdo formal para determinar a existéncia ou néo de
limite, bem como seu valor. Por outro lado, nos livros didaticos do CDI, aparece a defini¢do
formal do limite, em duas formas simbolicas (RACHIDI et al., 2020). Assim, uma das
perspectivas para pesquisa em Educacdo Matematica, que nos parece importante, é trabalhar
em aplicacfes em que o uso da definigdo formal seja o Unico método para determinar o
limite. Este € um assunto em que estamos nos debrugando e que sera apresentado em um
préximo artigo.

Os autores expressam seus sinceros agradecimentos ao INMA e a Universidade
Federal de Mato Grosso do Sul - UFMS / MEC - Brasil pelo valioso apoio.
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