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DISCUSSAO DAS NOCOES DE LIMITE

E INFINITO

Marilaine de Fraga Sant ' Ana’

Resumao: O trabalho discorre
sobre as nogoes de infinito ¢ limite,
elementos presentes no pensamento
matemdtico avangado, com o qual o
aluno se depara, em geral. no primei-
ro ang do Curso Universitirio,
Apresenta-se um relato de oficina
pedagogica ministrada a professores,
na gual foram desenvolvidas
atividades que estimulam a discussio
desses conceitos, desde o Ensino
Fundamental, & luz da Teoria de David
Tall, que caracteriza ¢ pensamento
matemitico avangado pela presenca
de definigies matemdticas precisas e
de dedupbes logcas,

Palavras-Chave: Ensino ¢ Apren-
dizagem de Matemsitica; Infinitor Limite;
Pensarmento Matemitico.

1. INTRODUCAO

Az nogdes de limite e infinito sio
consideradas pontos delicados do
ensino universitirio. Em peral, os
alunos de Matemitica, Engenharia
ou demais cursos de Ciéncias
Exatas, ou Econdmicas, se deparam
com esies conceitos na primeira
disciplina de Calculo, gque,
usualmente ocorre no Primers ano
o Curso universitario,

Esses dois conceitos, que 1ém
muitos elementos em comum ¢ o

assimilados de forma conjunta, sio |

Rt et 8
e

para & matematca

Priscila Tedesco’

08 primeiros congeitos gue nio
decorrein diretamente dagueles ja
abordados no Ensino Médio. David
Tall afirma que “athoughthe fimction
concepi is central to  muodern
munthenatics, its the concepd of a Gt
thew signifies a move to a higher plane
of mathematical thimking™ (TALL,
1992, p. 501), ou scja, o primeiro
conceito referente a0 pensamento
matematico avangado que o aluno
tem contato ¢ o de limite.

As imagens conceituals que o5
alunos constroem para representar
o5 conceitos de limite ¢ infinito estdo
carregadas de sentidos equivocados,
influenciados, muitas vezes, pela lin-
guagem corrente, gue atribui outros
significados nfio matemdlicos para
as palavras “limite” e “infinita™.

O presente artigo decorre da
elaboragio e aplicacio de atividades
em oficina para professores de
Ensine Fundamental e Médio. Estas
atividades versam sobre Geometria,
mas, ao abordarem area, perimetro
¢ volume miximos ou minimos
evocam as nogoes de limite e infinito.
Apresenta-se o relato da realizagio
dessa oficina, comentado & luz da
Teoria de David Tall, precedido por
uma breve se¢fio dedicada a
construgio de imagens conceltuais
relacionadas a limite ¢ infinito.

3 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1, O Pensamento Mate-
mético Avangado

Segundo David Tall (1991,
1997), o pensamento matematico
avangado pode ser caracterizado
pela presenga de dois elementos
bisicos. Sfo eles: definigdes
matematicas precisas, o que inclui
definicies bisicas ¢ axiomas,
formando um sistema axiomatico
que sustenta determinada teoria;
dedughio logica de teoremas,
proposigdes e corolarios, a partir do
sistema axiomdtico, levando ao de-
senvolvimento da teoria em questio.

A transiclo para o pensamento

matematico avangado envolve a |

mudanga da nogiio, meramente
intuitiva, de conceitos para a
construcdo e assimilagdo de
definigtes formais e dedugdes
logicas, & partir destas. Essa
transigio, geralmente, se da no
primeiro ano da wniversidade,
causando, muitas vezes, um grande
impacto, contribuindo para a decep-
¢io do aluno com seu curso €, em
algumas situagdes, a evasho deste.

Essa transigho pode ser menos
dificil se os alunos ja tiverem
construido algumas imagens sobre
conceitos, trabalhados neste
primeiro ano, como limite & infinito.
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Wi se estd defendendo a inclusio
de tais conteddos, de maneira
formal, no curricule do Ensino
Fundamental cu do Ensino Médio,
mas, a discussio dessas nogdes, de
forma integrada a outros contetdos,
fornecendo o levantamento de
questdes ¢ formulagio de hipoteses
gue levem o aluno a refletir sobre
E5568 CONCCItos,

2.2, Imagens Conceituais para
Limite e Infinito

Comdo ji s¢ mencionou acima, &s
primeiras nogles matemiticas nio
decorrentes, diretamente, do Ensino
Médio que o estudante universitario
tem contalo sio limite e infinito.

| Mas, estas ndo sio expressoes |
| descombecidas para o aluno; ao |

cotitrario, ele ja tem uma série de
imagens construidas a respeilo
desses
relacionadas a outros sentidos
atribuidos & palavra limite, comao
“limite de velocidade™ ou “limite de
peso”, ou, ainda, decorrentes de
afirmagdes como: “o Universo €
infinito™.

palavra limite significa: “Linha de
demarcagdo; raia. Local onde se
separam dois terrenos ou territorios
contiguos; fronteira. Parte ou ponto
- extremo: fim, termo” (FERREIRA.
2004, p. 439), Ou seja. estd muito
mais
matematica de fronteira de um
conjunto limitade do que & nogdo
matematica de limite. Dessa forma,
pode-se inferir que ndo € natural.
para 0 aluno, atribuir a palavra
limite ¢ sentido matematico que se
apresenta pela definigho, c© estes
outros sentidos, jd atribuidos pela
linguagem, nio deixam de permear
as
para representar esta definigio.

que, alguns alunos, mesmo apos o
estudo da definigio de limite,
recorrem
equivocadas, influenciadas pela |

assuntos;  imagens

Sepundo o Dicionario Aurélio.a |

relacionada a nogao

imagens conceituals construidas

Davis e Vinner ( 1986) observam

fis

concepgdes

linguagem. Essa ocorréncia ndo
significa, necessariamente, que o
aluno ndo sabe a definigio, pois. em
muitos casos, eles ndo abandonam
as concepedes anteriores, mantendo

| presente duas ou mais imagens

conceituais para limites. Embora
algumas dessas imagens sejam
conflitantes, este conflito ndo ocorre
até que as imagens sejam utilizadas
simuliancamente.

Também, segundo o Dicionario
Aurélio, a palavra infinito significa:
“Gem fim, termo ou limite: infindo.
De cxtensdo ou intensidade
extremas; imenso. Inumerivel.

Infinitive” (FERREIRA, 2004, p.
394, Tais sentidas vém de encontro

4 criagio, segundo Tall (1992), de | professora”,

imagem conceitual relacionada ao
infinito potencial, visto como um
processo que ndo acaba: algo que
ndo ¢ atingido. Também o sentido
de infinite como ilimitado pode
contribuir para a formulagdo de
imagens conceituais equivocadas,
gerando uma confusdo entre
conjuntos infinitos ¢ ilimitados.
criando a falsa impressdo de que um
conjunte limitado ndo pode ser
infinito. E comum o aluno nio
gceitar a idéia de um intervalo
limitado ser um conjunto infinito.

Os sentidos atribuidos as
palavras limite ¢ infinito ja existem
e niio podem ser modificados, afinal
sfio naturais da linguagem. Mas,
podemos contribuir para a criagio.
pelo aluno, de imagens conceituais
prévias, para representarem limite e
infinito que, no Momento em gue este
aluno entrar em contato com as
definighes conceituais, POsSam ser
evocadas ¢ contribuam para a
compreensio destas.

3. METODODLOGLA
Meste trabalho, apresentamos O
relato da realizacio de uma oficina

pedagdgica, para trinta € sete |

professores de Matematica de

atividade. uma académica do cumss
de Licenciatura em Matematica
observadori realizando regiss
com auxilio de trés colegas. 0N
professores participantes da ofices
se dispunham em Erupos nos guss.
e inseriam 0% acadeémicos.
Apresentamos, a Seguir, o ne
de atividades, rcalizadas §
oficing. bem como as chservagies
feitas,

4. APRESENTACAO
ATIVIDADES REAL A4S E
ANALISE DE OBSERVACC

Relatamos duas ativids
realizadas nesta oficina.

Ensino Fundamental ¢ Médio, Nesta

Utilizaremos 08 [ermes

quando se trater &

ministrante da oficina e “o parfi- |

cipante”. quando se tratar dos

professores participantes, enume-
rando-0s como P, P.. etc.

4.1. Atividade 1

A primeira atividade consiste em
uma investigagho a respeito de
retingulos, com drea MAXima ou
minima, mantendo a medida dos
perimetros fixa em 20 cm.

A professora solicitou a
construgio de retdngulos com
perimetro de 20 em e caleulo daarea |
de cada retingulo construldo, |
estabelecendo uma ordem segundo
as medidas encontradas. Os
participantes construiram 0s
retangulos, representados abaixo, na
figura 1:

(s participantes classificaram os
retingulos segundo as medidas de
suas dreas, ou seja, o “mencr
retingulo considerado foi o de
medidas 9 em por | om e drea igual
a 9 ¢m?; em seguida, colocaram em
ordem os retingulos de medidas 8
cm por 2 cm e drea igual a 16 cnr’, 7
cm por 3 em e area iguala 2] em’, &
cm por 4 cm e drea igual a 24 cm” e,
ao final, consideraram comp
“maijor” retingulo aguele com
medidas 5 cm por 5 cm ¢ drea igual
a 25 cm, isto é, um quadrado. |

i
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O participante P afirmou que o
tinguloe com maior drea e
rimetro igual a 20 cm é o quadrado
ym lados 5 cm por 5 ¢m. A
ofessora salientou que isto ¢
rdade, embora necessite da
mprovagio. A seguir, a professom
Jiciton que se partisse para a
rmalizagio e comprovagio
stematica da afirmagiio, escla-
cendo que a comprovacio nio &,
cessariamente, a4 mesma a ser
alizada em sala de aula com os
gnos, mas, sim, aquela realizada
o professor, a fim de justificar
aricamente suas afimagdes.
Considerando os lados de um
tangulo com 20 centimetros de
rimetro e medidas x ¢ y para o8
dos, o participante P, foi ao quadro
EXPresson 0 perimetro e a drea em
m¢lio dos  lados, isto  é.
=2x+2y=20¢ 4=xy. Emseguida,
pressou a drea do retangulo em
ngdo de um dos lados, usando para
| & expressiio do perimetro, de onde
seve y=10-x . Assim, 4=10x-x".
O grupo observou que a

comprovagio pode ser argumentada
de duas maneiras:

* A funglo A=10x-x" ¢
representada graficamente por uma
pardbola. cujas coordenadas do
vértice sio x=5 e A=25 -
comprovagdo expressa pelo

scipante P,;

o

o A derivada da fungio 4=10x-
xé A'=10-2x. Como o méximo
ocorme quando a derivada se anula e
10-2x=0, quando x=35, obtém-se o
maximo quando um dos lados do
retingulo ¢ igual a 5 cm e, portanto,
o oulro ambém, e a drea € igual a
25 em’ — comprovagdo expressa por
um académico do curso de
Matematica.

Messe momento, a professora
observou a necessidade de se trazer
4 tona os assuntos abordados nas
disciplinas de Cilculo, para o
cotidiano do professor atuante nos
Ensinos Fundamental e Médio.
Também, observou-se que 05
professores apresentavam grandes
dificuldades em aplicar estes

conhecimentos. Muitos revelaram

ndio saber mais calcular derivadas,
o gue leve que ser brevemente
retomado pela professora. embora
recordassem a relagiio entre
derivadas ¢ otimizagdo. o que
evidencia um eshogo de  imagem
conceitual para derivada associada
a esta aplicagho,

Finalmente, a professora
questionou se seria possivel obter um
retangulo com drea minima e
perimetro igual a 20 centimetros.
Messe momento, os participantes
manifestaram que nio costumam
fazer questionamentos dessa
natureza aos seus alunos,

A professora colocou alguns
exemplos de retingulos, que ndo
foram, inicialmente, citados como o
primeiro retdngulo representado na
figura 2. com lados medindo 9,5 em
por 0,5 ¢m ¢ drea igual a 4,75 em’,
ou o segundo retingulo, repre-
sentado na figura 2, que tem lados
medinda 9.9 ¢m por 0,1 cm ¢ drea
igual 2 0.99 cm’®, ambos preservando
o perimetro de 20 cm,
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A professora observou gue
poderiamos continuar este processo
indefinidamente, tomando valores,
para a base, cada vez mais proximos
de 10 em e, conseqilentemente,
valores, para a altura, mais
proximos de zero, de tal modo que
os valores das dreas desses
retingulos se aproXimam de zero,
mantendo o perimetro em 20 cm.

E nesta discussdo que esti
presente a nogho de limite, embora

| ndo definida formalmente. Esses

guestionamentos visam a despertar
noahino a curicsidide ¢ a imaginagio,

construindo, mentalmente, figuras de |

retingulos muito “finos™, tho “finos™
que ndo seja possivel esbhogar, ou
melhor, tio “finos™ que, na tentativa
de eshogd-los, acabam sendo
representados come dois segmentos de
reta, de 10 cm, sobrepostos (figura 2).

Messa oficing, observamos que
foi possivel abordar a nogdo de
limite, de uma maneira descontraida
e compreensivel ao estudante de
Ensino Médio ou Fundamental,
favorecendo a construgio de
imagens prévias, para a definigio de
limite. mais préximas do sentido
matematico atribuido a este.

4.2, Atividade 2

Ma segunda atividade, a
professora propos uma mudanga no
prohlema anterior, conservando a
area dos retingulos fixa e variando
o perimetro. Foi proposto o valor de
36 cm’ para a drea. Solicitou gue os
participantes construissem
retAngulos com drea fixa de 36 cm’,
calculando o perimetro de cada
retangulo, a fim de estabelecer uma
comparagio entre os retingulos
construidos segundo a medida de
seus perimetros, colocando-os em
ordem crescente de perimetros, Os
participantes construiram 08
retingulos representados na figura 3,

i 'ﬁﬂﬂlat'%uﬂfm}iﬂﬂiﬁ em’, indicando os valores de perimetros

i ".&'m W uF
TR S MR T < i e T e e

s participantes classificaram os
retangulos segundo seus perimetros,
iniciando pelo menor, isto &, o

| quadradao de lado 6 cm e perimetro

igual a 24 cm, seguido pelos
retingulos de lados: 9 cm por 4 ¢m

e perimetro igual a 26 cm; de lados |

12 em por 3 em e perimetro igual a
30 em: de lados 18 cm por 2 cm e
perimetro igual a 40 om; e,
finaimente, o maior perimetro dentre
o exemplos obtidos. de lados 36 cm
por | em e perimetro igual a 74 em.

(s participantes observaram que
o menor perfmetro ocorre quando se
tem um gquadrado com medida para
o lado igual a 6 cm. mas, a
professora, novamente, salientou a
necessidade de comprovar este fato
teoricamente. Para tal, a professora
considerou um retingulo genérico
com &rea igual a 36 cm?, atribuindo,

acs lados, medidas x e y. Em seguida,
solicitou-sc que expressassem o
perimetro e a area, em fungo dos
lados, ou seja, P=2x+2yed=x=3b,
o que foi feito no quadro, pelo
participante P,. Em seguida, os
participantes representaram o
perimetro do retdngulo em fungio de
um dos lados, o que foi obtido com
auxilio da expressdo da area, isto €,

'.‘
comoxy=36, v= —{1 Asgsim, o pe-
X

rimetro  tem a expressdo

12 e
F = 1x 4+ —  Movamenie, o partici-
X

pante P, registrou o desenvol-
vimento, no quadro.

Observamos que esia situagio é
diferente daquela investigada na
primeira atividade, pois a fungio a

ser ofimizada nilo € representada
graficamente por um formato o
simples; seu grafico possui
assintotas, assunto que a professora
teve que recordar, brevemente. A
forma mais ficil encontrada para a
olimizagdo foi através da derivada.
O participantes calcularam, entio,
a dernvada da fungio perimetro, a

72
P'=2- r_ qual igualaram a zero,

72
2= —=0 gbiendo, £*=36. Como
X

x representa a medida do lado de
um retdngulo, a GUnica raiz
admissivel para a equagho ¥=36 ¢
=36 é x=6 , 0 que acarreta y=6 .ou
sgja, o retangulo com drea igual a
36 ¢m® e menor perimetro &, de fato,
obtido quando este é um quadrado
de lados medindo 6 cm. Meste

50
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segundo momento, os participantes
demonstraram mais facilidade para
calcular a derivada. Novamente, um
| participante. P, registrou, no
quadro, os calculos realizados.

A professora levantou, entfio, a
discussdo spbre a possibilidade de
se obter um retdngulo com o maior
perimetro possivel ¢ drea igual a 36
em’, Questionou a existéncia de
outros exemplos de retangulos com
areas iguais a 36 ¢cm®. Foram

citados, pelos participantes, os |

exemplos de retangulos com lados
72 em por 0.5 e, que tem perimetro
igual a 145 cm, também com lados
144 em por 0,25 em, que tem
perimetro igual a 2885 cm ¢ 36000
cm por 0,001 cn, que tem perimetro
igual a 72000,002 cm.

A professora observou que é
possivel aumentar a base do
retingulo, indefinidamente, desde
que a@ altura diminua,
suficientemente, para manter seu
produto igual a 36, Nesta situagdo,
& questio abordada ¢ bem mais
delicada que na primeira atividade,
UM Vez que temos:

* A base do retingulo crescendo
indefinidamente, admitindo valores
infinitamente grandes;

* A altura do retingulo,

DAVIS. R.: VINNER. S. Thie notion of limit: Some scemi
Marhematical Behaviour, n. 5, v. 3, 1986, Amsterdan, i

decrescendo para zero. uma vez que
se relaciona com a base pela

aftura = 3—

L o seja, a medida
em que a base aumenta, a altura
admite valores mais proximos de
ZET0L

* O perimetro crescendo
indefinidamente, admitindo valores
cada vez maiores, na medida em que
a base cresce

Finalmente, a professora
observou que, na medida em que a
base cresce, o retingulo se torna
mais “fino”, mas, com base e
perimetro cada ver maiores, de tal
torma que € impossivel eshogar este
retingulo €, no caso de uma tentativa
de esbogo, obterfamos duas retas
sobrepostas,

Observamos que a situagio
difere daguela obtida, no processo
limite da primeira atividade, quando
o objeto resultante do processo era
formado por dois segmentos de
comprimentos finitos sobrepostos,
Neste caso, 0s objetos sio duas
retas, de comprimentos “infinitos™,
sobrepostas.

Acreditamos gue, refletindo
acerca destas questdes em sala de
aula, ¢ possivel no s6 contribuir

para a formagdo de imagens
concettuais para limites, mas,
também, para a nogdo de infinito,
presente na evoelugio deste processo
de medida da base e de medida do
perimetro.

5. CONCLUSAO

A partir da realizagio da oficina
com professores, abordando as
atvidades escritas, anteriormente,
abservamos que, neste grupo, nio é
clara a relacho entre as disciplinas
cursadas na graduagho e a pritica
profissional, Os professores
apresentam muita dificuldade para
estabelecer este vinculo. Esta
situaglo, certamente, se reflete na
formagio do aluno, que, quanda
entra na Universidade. se depara
com uma forma inesperada de
pensar e fazer Matematica, para a
qual ele ndo tem preparagio alguma.

Faz-se, entdo, necessdria a
utilizagdo de atividades e
questionamentos, como estes aqu
sugeridos, que possibilitem a
discusso destas noghes, visando 3
construgio de imagens conceituais
adequadas ds definigies formais em
questio, ndo influenciadas por

concepiies altermativas equivocadas,
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