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Este trabalho apresenta o resultado de uma reflexdo sobre o relato do Prof.
Dr. Arthur Powell, da Rutgers University — New Jersey, USA — por ocasido

da aula inaugural sobre “Matematizagdo na construgdo de conceitos

matemdticos”, por ele ministrada no inicio do 2° semestre de 1996 no Curso
de Mestrado em Educagdo Matemdtica da Universidade Santa Ursula
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Questio apresentada
O Prof. Dr. Archur Powell proferiu a

aula inaugural do Mestrado em Educa-

¢io Matemirica da Universidade Santa

Ursula no 20 semestre de 1996.

Na sua fala ele mencionou um fato
que aconteceu a um professor que estava
estudando fragoes com seus alunos.

e 1 ,
Dadas as frages —- ¢ pedia-se

aos alunos que escrevessem uma fragio
(Ill\.' L'Sri\-'{."‘ibL' entre as dl“‘s.

Um aluno respondeu ;) . Confuso
pela estranheza da resposta, o professor
pediu que ele justificasse o procedimen-

to. O aluno o fez da seguinte maneira:

Os numeradores sio 1 e 3. Entre eles
estd 2.

Os denominadores sio 2 e 4. Entre
eles estd 3.

Logo a fragio ¢

Reflexdo e andlise da sitvacdo.

O que isso mostra para todos que se
interessam, pesquisam, se aprofundam em
questoes relacionadas com Educagio Ma-
temitica? Evidentemente trata-se de um
problema que envolve a nogio de “signi-
ficado™ Um conceito tem, para um alu-

no, um “significado” que ndo ¢ necessa-

Quais os conceitos envolvidos
neste problema e quais os seus
significados?

Para analisar essa divergéncia entre a
resposta do aluno ¢ do professor pode-
maos nos ﬂpl]iﬂ.r cm ll]gunﬁ P(\)n[()s:

Qual a coeréncia, do ponto de vista
matemdtico, da resposta do aluno?

Que conseqiiéncias essa divergéncia de
justificagies entre professor e aluno po-
dem acarretar no dia a dia da sala de aula?

Examinemos entio os conceitos en-
volvidos:

Antes de tudo o conceito de “estar

riamente o mesmo daquele do professor. | entre”.
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“Estar entre” tem para o aluno o “sig-
nificado” de “estar no meio de”, “estar
no ponto médio de”. “Estar no ponto
médio de” quer dizer para o aluno “estar
na metade do caminho entre dois pon-
tos” ou “estar & mesma distdncia do pri-
meiro ¢ do segundo ponto”.

Desde que “estar entre” significa dis-
tancia para o aluno, e distincia é um nt-
mero, o aluno procura trabalhar com os
nimeros de que dispde para encontrar
outro que esteja @ mesma distincia da-
queles dados no problema. Ele conhece
a situagio de procurar o valor médio en-
tre dois valores ~ valores sio niimeros:

achar a média. E o que ele procura fazer.

Eis portanto a primeira divergéncia de

que falamos.

E coerente, do ponto de vista mate-
mitico, o “significado” de "estar entre”
como “ter valor médio”, mas este signifi-
cado nio ¢ exclusivo. [ preciso fazer o
aluno perceber que, entre dois nimeros,
hd outros diferentes do valor médio. Para
isso o professor nao pode ir adiante como
se tudo estivesse perfeito. Ele deve usar
material concreto para que o aluno per-
ceba que aquele seu significado nao ¢é
completo. Sentir que, mesmo trabalhan-
do com nimeros naturais, pode haver
muitos niimeros entre dois outros — en-
tre, por exemplo, 2 e 7, ou entre 15 ¢ 49,
ou 1930 e 1997.

Hi ainda neste problema um outro
conceito envolvido, o de “fragao”.

Muirto provavelmente o aluno sabe em
que consiste o valor fraciondrio do intei-
ro. Faz parte de sua vivéncia, de seu dia a
dia, trabalhar com dinheiro, ¢ ele conhe-
ce o significado dos centésimos da moe-
da. Porém, trabalha com este nimero

fraciondrio em sua representagio decimal,

usando virgula. Esse niimero fraciondrio
tem para ele um significado que ¢ coe-
rente, do ponto de vista matemdrico, com
o do professor.

Mesmo assim, podemos afirmar ,ba-
seados em resultados de pesquisas
eferuadas por vérios grupos, como, por
exemplo, o de Joaquim Gimenez, que a

visualizagio da fragio positiva como quo-

| ciente entre dois nimeros naturais, onde

o segundo nio ¢ nulo, ¢ um dos pontos
mais nevrilgicos de todo o processo de
ensino ¢ aprendizagem dos nimeros ra-
cionais .

Esse conceito deve ser construido
com manipulagio de material concreto
bem diferenciado, manipulagio que nio
deve ser atropelada pela pressa do pro-
fessor em “cumprir o programa”. O pro-
fessor nao ignora que a maneira como
escrevemos uma fragio ¢ uma conven-
¢ao. Os significados do numerador e do
denominador na representagiao de uma
fragio é uma convengio. Baseando-nos
nestas convengoes construimos as técni-
cas operatdrias para trabalhar com nime-
ros fracionais.

Se o aluno ndo construiu um significa-
do coerente com a matemdtica para os di-
ferentes significados dos termos da fragao,
ele nao pode criar o hdbito de operar cor-
retamente com os nimeros fraciondrios,
Vai apreender a operar com eles de uma
maneira mecinica e s decorard algoritmos
que nao tém significado para ele. Terd o
que o professor Shlomo Vinner chama de
“pseudo conhecimento”,

“Pseudo conhecimento” faz com que
apliquemos métodos de resolugio de pro-
blemas por analogia com casos jd vistos.

Esse conhecimento pode ser confun-

dido com “verdadeiro conhecimento”

28  Epucacao MATEMATICA EM REvisTA, NUMERO 7, ANO O

quando a resposta estd de acordo com o
resultado desejado. O professor deve pro-
curar meios de avaliagao que o fagam
detectar esse fendmeno para evitar a cris-
talizagio de uma mancira nio desejada
de “fazer Matemdtica”.

E, portanto, bastante compreensivel
que o aluno que niio construiu correta-
mente a sua capacidade de reconhecer o
significado dos termos da fragio tenda a
inventar métodos, para operar com elas,
andlogos ao que usou com os nimeros
naturais. Ele, entdo, aplica a maneira des-
crita no inicio do nosso artigo para achar
a média entre duas fracoes.

Vemos, de novo, o quanto as diver-
géncias entre os significados dos concei-
tos envolvidos no problema levam o pro-
fessor a alterar sua atuagio em sala de
aula, abandonando aquilo que ele costu-
ma considerar precioso em seu planeja-
mento: a linearidade .

Devemos, sim, fazer pausas, digres-
soes, variar a abordagem das idéias mate-
miticas que se quer que o aluno cons-
trua para ter certeza de que o aluno estd
realmente conscruindo a Matemirica que
todos usamos, ou seja, aquela na qual ele
vai poder nio sé compreender as nota-
coes com que estamos trabalhando mas
também utilizd-las convenientemente,

Nio se trata de “significados certos
ou errados”. Como pondera Rémulo Lins,
¢ uma questao de negociagio entre pro-
fessor e aluno, de didlogo, de compreen-
520 entre seres humanos envolvidos numa
mesma atividade, cada um respeitando o

seu nivel de atuagao.

. ~
Discussdio
Consideremos, porém, a situagio sob

outro ponto dC vista.



Nosso professor quer que o aluno se
conscientize de que a maneira pela qual
cle resolveu o problema néo ¢ correta.

Em verdade, o aluno nio errou, nio
deu uma resposta incorreta. Ao usar o seu

“método” para calcular uma fragio entre

-; ¢ j’ , encontrou um resultado correto.
I
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[sto, evidentemente, confirma sua
confianca no seu “métodon”.,

O que aconteceria se, a0 testar o
“método” com outros nimeros fraci-
ondrios, cle continuasse a achar respos-
tas corretas?

Muito improvivel, pensaria o profes-
sor, 0 que aconteceu foi um acaso, algo
fortuito.

Em verdade foi um acaso, mas nao
tio improvavel como pode parecer.

Consideremos duas fragdes com con-
figuragao parecida A das consideradas, ou
seja, em que 0s quatro ntmeros naturais
envolvidos sejam consecutivos.

Sejam as fragoes —— e e

x+1 X435
com xeN*,

A fragio encontrada pelo “mérodo”

do aluno é

L b
A
x +l+x+2 X*2

2
Ora
& o MU F)
K+ 1 (x+ Dlx+ 2)x+3)
x+ 1 x+ D (x+3)
X2 G 4 102005 % %)
BT - (x+1 ](x7+2_)i_
o 9 (x4 THE+ZAX+ 3]

Com os trés denominadores iguais,

vejamos se os numeradores estio na or-
dem crescente.

Chamemos

(D x (x+2) (x+3)

@ (x+1)° (x43)

3 (x+1) (x42)°

Comparemos 1 com 2

x (x42) (x+3) ... (x+1)" (x+3)

como x >0 ¢ x+3 > 0 basta comparar

x(x42) ... (x41)]

XA e XA 2x]

por serem nimeros positivos e con-
secutivos tem-se: X +2x< xz +2x+ 1

|()gn 12

Comparemos 2 com 3

(x+1)° (x+3) ... (x+1) (x+2)°

como x > 0 e x +1 >0 basta com-

parar;
(x+1) (x+3) ...... (x+2)°
x"+4x+3 ......... X +4x+4

de novo temos dois ndmeros positi-
vos e consecutivos, logo

X +4543 < X +dx+4

e2<3

Vemos entio que, também neste caso,
o “método” do aluno funciona.

E o que aconteceria se os quatro nti-
meros naturais estivessem em progressio

aritmética com razio diferente de um?

Consideremos as frages —— e
%+ 2a x+ta
~y com xeN#.eaeN £{0,1}.

Pelo “método” acha-se uma fragio
cujo numerador ¢ a média entre os dois
numeradores dados e cujo denominador
¢ a média entre os dois denominadores

dados.

hoolied ;.  X+d
A fragio encontrada é ———5—

¥ +2a
Repetindo o raciocinio feito no caso

anterior , os trés numeradores seriam :
(1) x (x+2a) (x+3a)
@ (x+a)’ (x+3a)
(31 (x+a) (x+2a):

Vemos que recaimos no caso anteri-
or, pois multiplicamos respectivamente 0,
1, 2 ¢ 3 por a, com aeN#, o que é licito
por ser @ um ndmero positivo.

Mais uma vez o “mérodo” funcionou.

Examinemos, finalmente, uma “ re-
gularidade mais fraca”.

Consideremos as fragoes e com xe
N# ¢ ke N,

Nelas a diferenga entre os numerado-
res ¢ igual A diferenga entre os denomi-
nadores e a diferenca entre os termos da
primeira fragdo ¢ igual a diferenga entre
os da segunda fragio.

Pelo “método”, a fragio que estd en-
tre as duas dadas seria

2a+k
2x + 2a+ k

Serd que de novo o “mérodo” fun-
ciona?
As trés fragoes sio:

& _+k
o i

wetk

2x+2atk ' x+k+a

O produto dos denominadores é:
(x+a) (x+ k + a) (2x+2a+k)

Os numeradores sio, respectivamente;

(D x(x+k+a) (2x+2a+k)

(2) (2x+k) (x+a) (x+a+k)

(3) (x+k) (x+a) (2x+2a+k)

Comparando (1) com (2) tem-se

x(x+a+k) (2x+2a+k) (2x+k)
(x+a) (x+a+k)

26 +26XHKX v 2 +2axHh+ka

como kx < kx+ka pois aeN* e ke N*,

Ty < ()
logo (1) <(2)

-
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Comparando (2) com (3) tem-se

(2x+k) (x+a) (x+a+k)
(x+k) (x+a) (2x+2a+k)

2x + 2ax+ 2kx+kx+ka+k’

25+ 2ax+hoc+ 2+ 2kark’

como ka < 2ka com aeN* ¢ ke N*,
logo 2 <3
Vemos que de novo o “método” fun-

ciona!

Conclusoes

E evidente que, se o professor quer
levar o aluno a se convencer da casualida-
de do acerto, e que comece a entender
o processo pelo qual se encontra a média
aritmética entre duas fragoes, deve seguir
outro caminho.

Deve, por exemplo, fazé-lo vivenciar
o fato de que a fragio encontrada nio ¢ a
média aritmética, ou seja que a fragio in-
termedidria estd, sim, entre as duas ou-
tras, mas nio estd 4 mesma distancia das
duas.

O professor deve fazer ainda o aluno
sentir que, no problema em questio, se

ele considerar uma fragio que tem como

N\

numerador um natural entre os dois nu-
meradores e como denominador um na-
tural entre os dois denominadores, o re-
sultado pode nio estar certo.
Consideremos, por exemplo, as fra-
7 i )
Se o aluno construir a

10°
fra-gio resposta pelo seu “método” (o

. o)
coces :,’ ¢

p : ; 4
método descrito acima) e pensar em 5"

08 (rés VHIUI'L’S nao estarao na ordem |

desejada.

A [ —

—

Fazé-lo sentir que o que lhe parecia
“6bvio” nio é verdadeiro. Fazé-lo traba-
[har com fragoes outras do que as que
apresentam as “regularidades” vistas, en-
fim levi-lo a criar um novo significado
para fragdes.

Acima de tudo, porém, o professor
deve se convencer de que prever o que
os alunos possam entender dos conte-
dos que ele procura transmitir ¢ um pro-
blema mais sério do que ele pensa. Que a
sua habilidade em prever as respostas dos

alunos ¢ muito falivel. Que suas certezas,

do professor, sio muito frigeis .

Provamos, talvez, que aquilo que pode
parecer “ilégico” ao professor pode ser
“logico” para o aluno e que este tenha a
sensagio de que estamos falando linguas
diferentes?

Nao sel.

De qualquer modo, ¢ mais um exem-
plo daquilo que a Professora Monica
Rabello de Castro, envolvida no estudo da
maneira de raciocinar e calcular de “crian-

gas de rua” chama “o avesso da légica”.
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