BRINCANDO, COLORINDO E
APRENDENDO COM O
CALEIDOSCOPIO EQUILATERO
EM PAVIMENTACOES DE
CONFIGURACAO (3,3,3,3,3,3)

RESUMO

S&o apresentadas, neste trabalho, varias
maneiras de se obter no caleidoscépio a pavi-
mentagao com réplicas congruentes do triangulo
equilatero, visando a utilizagao de maior nume-
ro de cores. Sugere-se a utilizagéo de ativida-
des educacionais correspondentes. Para facili-
tar o entendimento, o autor oferece uma intro-
dugéo a caleidoscépios e pavimentagoes, situ-
ando o trabalho, cruzando com pesquisa maior,
em realizagéo.

(A) INTRODUCAO
A.1 Descri¢ao e Conceito de
Caleidoscopio

Um caleidoscépio €, em geral, um con-
junto de trés espelhos planos, perpendiculares
a um mesmo plano, formando um prisma trian-
gular e com as faces espelhadas para o interior.
Uma das bases é fechada com papel claro, ce-
lulbide ou vegetal, para entrada de luminosida-
de no interior, e a outra base possui um orificio
para observagéo.

No caleidoscépio sdo formadas imagens
multiplas, pois as obtidas num dos espelhos for-
mam novas imagens nos outros dois, e assim
sucessivamente.

O nome caleidoscopio foi dado por Sir
David Brewster, em 1819, em seu livro “A Treatise
on the Kaleidoscope”.
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Alguns autores, talvez baseados na pro-
pria etimologia da palavra (kalos=belo,
eidos=formas e skopein=ver), utilizam o vocéa-
bulo também para dois espelhos, como se ob-
serva, por exemplo, em Alpaught (1) ou em
Jacobs (8) p. 191-192, quando diz “our
Kaleidoscope is made with two mirrors hingind
together with tape”, empregando-o para produ-
zir poligonos regulares.

Caleidoscopios que fornecem repeti¢oes
idénticas por novas reflexdes (portanto coinci-
dindo perfeitamente as imagens) s&o apenas de
trés tipos, conforme as suas bases triangulares
sejam equilateras, retangulares isésceles e re-
tangulares escalenas; os dois Ultimos para an-
gulos especiais. Dai, as denominagdes: calei-
doscopio equilatero, isbsceles e escaleno.

As suas construgdes sdo de simples exe-
cugéo pelos professores ou pelos alunos, resul-
tando o seu facil emprego em varias atividades
educacionais.

A.2 Pavimentagao

Considerando num plano um poligono,
encostando (justapondo) outros poligonos su-
cessivamente, mas tomando cuidado para que
ndo haja superposigao e para que nao ocorram
vazios, dizemos que se tem uma pavimentagao
parcial do plano por poligonos. Acrescentando
poligonos indefinidamente (situagéo apenas ide-
al) diremos que se tem uma pavimentagdo do
plano.

Quando todos os poligonos séo congruen-
tes, diz-se que a pavimentagdo do plano é
monoedral. Para esta situagao, porém, utilizan-
do-se somente poligonos regulares, é bastante
conhecido que sé pavimentam o plano o qua-
drado, o hexagono regular e o triangulo
equilatero, o que pode ser descoberto rapida-
mente por alunos dos primeiros anos escolares
com trabalho experimental, e por alunos de ou-
tros niveis apenas com conhecimento de algu-
mas propriedades relativas a angulos.

Dizemos que essas trés pavimentagoes
sdo de configuragdes (4,4,4,4), (6,6,6) e
(3,3,3,3,3,3), respectivamente; as quais
correspondem a termos em cada vértice (ou no)
dos poligonos regulares, respectivamente, qua-
tro quadrados, trés hexagonos regulares e seis
triangulos equilateros.
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Os outros poligonos regulares néo pavi-
mentam o plano, pois quando tentamos coloca-
los ao redor de um ponto teremos ou
superposigéo ou vazios no plano. Assim, por
exemplo, para pentagonos regulares tém-se
para trés ao redor de um ponto 108 x 3 = 324
graus, ndo completando a volta que € de 360
graus, ocorrendo vazios; e com quatro obteria-
mos 108 x 4 = 432 graus, portanto, necessaria-
mente, haveria superposi¢ao.

No caso de poligonos regulares de tipos
diferentes, mas ainda congruentes entre si, os
estudos revelam outros padroes, por exemplo
aqueles de configuragdes (3,12,12), (4,8,8),
(3,6,3,6) etc., com interpretagdes analogas.

O leitor interessado podera encontrar es-
tudos relativos em Grunbaum and Shepard (7)
e provas completas em Barbosa (3).

Varias pavimentagbOes planas com
poligonos regulares podem ser obtidas nos ca-
leidoscopios. Para isso, devera ficar aberta a
base oposta aquela do orificio, a qual se ajusta-
rao bases substituiveis.

Essas bases substituiveis séo triangulos
correspondentes as bases dos caleidoscopios,
geralmente feitas de material transparente, com
construgées graficas de segmentos de reta ade-
quados para que, na reflexdo maltipla, fornegam
a pavimentagao desejada.

Construgao do Caleidoscopio Equilatero:
3 laminas retangulares de 6¢cm por 30 cm. Mon-
te o caleidoscoépio fixando as laminas com du-
rex ou fita crepe etc., mantendo os espelhos
voltados para o interior. Envolva-o externamen-
te com papel contact ou similar. Ver figuras abai-
XO.

caleidoscopio
equilatero
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Essa possibilidade distingue perfeitamen-
te o caleidoscépio educacional do caleidosco-
pio encontrado no comércio, que em geral € o
equilatero, envolto por uma superficie cilindrica,
tendo numa das bases um cilindro onde se co-
locam alguns pequenos objetos coloridos, ao
qual é possivel dar movimentos rotatorios. Efeti-
vamente, os fragmentos coloridos fornecem, da
mesma maneira, reflexdes multiplas coinciden-
tes, formando belas figuras, mas imprevisiveis
e, em geral, face a tendéncia da disposig¢éo dos
fragmentos essas figuras tém a forma de estre-
lados.

Ball and Coxeter (2) indicaram as pavi-
mentagoes com poligonos regulares passiveis
de serem obtidas nos caleidoscopios:

a) no equilatero (3,3,3,3,3,3) , (3,6,3,6) e (6,6,6)
b) no isésceles (4,4,4,4) e (4,8,8)

¢) no escaleno: (3,3,3,3,3,3) ; (6,6,6) ; (3,6,3,6) ;
(3,4,6,4) ; (4,6,12) e (8,12,12).

Portanto, temos oito configuragbes que
podem ser obtidas nos caleidoscépios. Note-
se, no entanto, que existem pavimentagdes do
plano com outras configuragdes e até mesmo
com combinagao de configuragoes.

Observe-se, contudo, que a ordem numé-
rica nas configuragdes é relevante. Assim, por
exemplo, a pavimentagao de configuragao
(3,6,3,6) deve ser entendida nessa ordem: tri-
angulo, hexagono, triangulo e hexagono e a con-
figuracao (3,3,6,6), na ordem: triangulo, triangu-
lo, hexdagono e hexagono, a qual ndo pavimenta
o plano.

Barbosa (op. cit.), no cap. 6, mostra como
se obter no caleidoscépio equilatero todas as
pavimentagdes obtidas no escaleno.

A.3 Coloragées Mdltiplas

Ao se construir uma base apropriada para
determinada pavimentagao, os segmentos em-
pregados na construgao grafica determinam
regides: Colorindo-as diferentemente, a pavi-
mentagéo obtida no caleidoscopio oferecera vi-
suais em que os poligonos-imagens dessas re-
gides terdo essas mesmas cores.

Em Barbosa (op. cit.) séo feitos alguns
comentarios ndo sistematizados sobre o uso de
cores em certas bases substituiveis para calei-
doscépios. Entretanto o proprio autor, por oca-
sido do Il EPEM (1993), realizado em Bauru,
volta ao assunto, dando destaque a este aspec-
to, ao apresentar uma nova base substituivel
para pavimentagdo de configuragéo (3, 4, 6, 4)
no equilatero, que permite o uso de até 7 cores,
quando a sua base anterior permitia apenas até
4 cores.

Dessa maneira, Barbosa introduz o pro-
blema de busca de coloragbes multiplas, sali-
entando a importancia e vantagens de tal estu-
do.

A.4 O Problema

Neste trabalho, em particular, temos nos
localizado no problema da descoberta de no-
vas bases substituiveis para pavimentagao do
plano com triangulos equilateros, portanto de
configuragéo (3,3,3,3,3,3), que permitam colo-
ragdes multiplas com outros numeros de cores.
Os resultados preliminares foram apresentados
no | EEMRNP (10).

Este trabalho faz parte de um projeto
maior em desenvolvimento sob a orientagao do
Prof.Dr. Ruy Madsen Barbosa sob o titulo geral
“Busca de Pavimentagbes do Plano em Calei-
doscopios com Coloragdes Mdltiplas”, do qual
consta a obtengéo de novas bases substituiveis
para caleidoscopios equilateros e isosceles que
permitam maior variedade numérica de colora-
¢Oes para diversas configuragdes em pavimen-
tagOes.

Pretende-se, com a pesquisa, fornecer
material ao professor para realizagao de ativi-
dades educacionais nos aspectos de simetria e
construgbes gométricas, angulos de poligonos
etc., bem como relativas a integragéo
multidisciplinar entre as disciplinas de Matema-
tica, Desenho Geométrico, Ciéncias (6tica geo-
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métrica) e Educacgao Artistica. A construgéo e
visualizagdo dos mosaicos obtidos com colora-
¢Oes multiplas permitem o desenvolvimento do
senso estético e estudo de contrastes e harmo-
nia de cores, fundamentalmente.

A escolha da configuragao (3,3,3,3,3,3)
baseou-se, principalmente, no fato de que, além
de ser de pavimentagao monoedral, as bases
existentes na literatura se resumem a apenas
duas: uma decorrente da propria forma do ca-
leidoscopio equilatero com a qual todos os tri-
angulos da pavimentagdo aparecem no visual
com uma sé cor, a outra apenas possibilita o
uso de duas cores.

(B) BASES PARA A
CONFIGURACAO
(3,3,3,3,3,3 NO
CALEIDOSCOPIO
EQUILATERO

B.1 Bascs Existentes

Pelo que observamos existem até o mo-
mento, bases que fornecem possibilidade de
uso de numero reduzido de cores:

a) uma cor ou lados com 3 cores

Descrigdo: basta construirmos os lados
da base com tragos continuos grossos, mas
usando 3 cores, respectivamente, para os la-
dos (fig.3).Obtém-se a pavimentagao conforme
a figura 4.

fig. 3

=T

fig. 4

Comentario: uma atividade imediata emer-
ge, que ¢ a de construgao gréafica da pavimen-
tagao, realizando as simetrias reflexionais, res-
peitando as cores dos lados.

b) duas cores

Descrigdo: basta construirmos uma das
mediatrizes do triangulo-base; a mediatriz for-
maré duas regides, de onde segue que pode-
mos colorir com 2 cores, aqui indicadas por Ae
B (fig. 5). Observe nessa figura que temos indi-
cado os lados do triangulo-base apenas com
linha interrompida, desde que eles sao apenas
auxiliares, nao devem aparecer. O visual no ca-
leidoscopio é da fig. 6, onde se observa a
alternancia das cores no mosaico obtido.
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B.2 Novas Bases

a) base para até 4 cores. Construgao: tra-
¢am-se os segmentos de retas dos trés pontos
médios e os segmentos dos trés lados do trian-
gulo base. Veja que agora os lados do triangu-
lo devem aparecer. Tal construgdo grafica de-
termina 4 regides, permitindo, portanto, o uso
de até 4 cores, aqui indicadas por A,B,Ce D
(fig. 7). A escolha dessas cores inicialmente sera
a critério do professor que preparara a base-
exemplo. O visual obtido no caleidoscépio € o
indicado na fig. 8, onde se observa:

Nos: 3 tipos com 3 cores ao redor, sendo
que duas delas aparecem contiguas e uma
oposta. Sdo das formas:

€ C.B Db
A ABCCB;
A A B DD,B

3 tipos com uma so6 cor. Sao das formas
AAAAAA,;

C.ClEC € CiC

DERYD; DD D

fig. 7

C B D B A
C C D D A
C C D D A

C B D B A

B A B C B
D A A G C
D A A C C

B A 8 C B

Observagao: Esta base tem o inconveni-
ente de obrigar que as cores A, C e D sejam
claras, pois poderdo, em contrario, aparentar
hexagonos regulares na visualizagéo do calei-
doscopio.

Atividade: Também aqui poderdo ser or-
ganizadas atividades anélogas de construgao
gréfica que consistirdo, a partir do desenho da
base, na obtengdo das cores correspondentes
por simetrias reflexionais. Algumas atividades
poderiam ser organizadas com o professor de
Educagao Artistica, no que concerne a escolha
de outras cores para A, B, C e D. Tais professo-
res analisariam com os alunos aspectos de con-
traste e harmonia

Transformacgéo: Esta base pode ser trans-
formada em bases que permitem o uso de mai-
or nimero de cores, como até 16 cores, 64 co-
res etc., cujas subdivisbes séo de facil desco-
berta pelos alunos em atividades a serem pro-
postas pelo professor.

E interessante observar que o professor
poderia realizar uma outra atividade com res-
peito & sucessdo de bases quanto ao numero
de cores, explorando a sequéncia de numeros
4, 16, 64, ..., em progressao geométrica, abrin-
do outras exploragdes educacionais.

b) Nova base para até 4 cores

Construgdo: Traga-se a bissetriz de um
angulo da base triangular.Baixa-se perpendicu-
lares aos lados pelo ponto médio. Ficam forma-
das 4 regides (fig. 9), as quais possibilitam, por-
tanto, o uso de 4 cores que indicamos com A,B,C
e D.

O visual no caleidoscépio é o mostrado
na fig. 10, onde se observa:

Nos: um tipo com 2 cores alternadas ao
redor: B, C, B, C, B, C . Um tipo com 4 cores,
onde os triangulos opostos possuem cores dis-
tintas, mas 2 cores aparecem repetidas A, B, C,
BDEC, B

fig. 9
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fig. 10

Transformacao: Esta base pode ser trans-
formada em bases que permitem até 10 cores
(fig. 11), até 30 cores (fig. 12), até 102 cores
etc., para cuja sucessao € interessante deter-
minar-se um processo ou uma férmula corres-
pondente para os nimeros sucessivos de co-
res.

c) Base para até 6 cores

Construgdo: tragam-se as 3 bissetrizes (no
caso também mediatrizes). Ficam formadas 6
regides que possibilitam o uso de até 6 cores,
que indicamos com A, B, C, D, E e F (fig. 13).

Observa-se no visual do caleidoscépio um
mosaico como o da fig. 14, onde se nota: Nés:
-Um tipo com 6 cores distintas. -Trés tipos com
2 cores alternadas aoredor: A, B, A, B, A, B, C,
B, C,DCD e EJEEETF

fig. 14

Transformagéao: Esta base também pode
ser transformada em bases que permitem a uti-
lizag&@o de até 18 cores, até 60 cores etc.

(C) ALGUMAS
ILUSTRACOES
DECORATIVAS

E claro que qualquer ilustragdo decora-
tiva, desenhada numa das regides da base, for-
necera no caleidoscopio equilatero interessan-
tes e belos padrées decorativos com suporte
referencial a configuragao de triangulos equila-
teros.

Daremos, no entanto, apenas 3 exem-
plos caracteristicos :

1. Utilizando a base da figura 9, por exem-
plo, construimos o padrdo que denominamos
“pescaria”, apresentado na figura 15, com o qual
se obtém no caleidoscépio o visual indicado na
figura 16. ‘
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2. Jacobs (9), p. 227, fornece o trabalho

de M.C. Escher, de 1959, intitulado “Flatfish’

tendo por suporte a pavimentagao de configu-
ragao (3,3,3,3,3,3), que reproduzimos na figura
17. Este trabalho também encontramos em
Giftwraps by Artists: M.C. Escher da Harry N.

Abrams, N.Y.

Usando a base dada em (B. 1. a), pode-
remos empregar 3 cores (figura 18). Entretanto,
usando a base dada em (B. 2. a), o “Flatfish”

podera apresentar 9 cores no visual do cale
doscopio (figuras 19 e 20).
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3. Em Barbosa (op. cit.), p. 63, é dado o
padrao que denomina “mandarins chineses”,
para o qual podemos usar, por exemplo, 3 co-
res para o chapéu e as mesmas 3 para a barba,
conforme a figura 21, obtendo-se o visual da fi-
gura 22.
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Da mesma forma, empregando a base
dada em (B. 2. a) obteremos uma base para
maior nimero de cores (figura 23).

Conclusao: o leitor verificara neste texto
que a aplicabilidade educacional dos caleidos-
copios é bastante grande como é, em particu-
lar, este estudo de configuragéo (3,3,3,3,3,3). O
seu uso nao esta limitado a uma especial série
do 1o. ou 20. grau, pois depende apenas do
conhecimento prévio que se pretende explorar
ou introduzir. E claro que trabalhos de simetria
com um s6 espelho ou dois sao recomendaveis
preliminarmente.
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