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PAPEL e LAPIS x CABRI-GEOMETRE II:
0 caso do teorema de superficies lunares

Introdugao

O presente artigo tem como ob-
jetivo, levar ao conhecimento do lei-
tor, os niveis de intervengio neces-
sarios, naturalmente, ao solucionar
um problema utilizando o Cabri-Gé-
ometre I, bem como as caracteristi-
cas pedagogicas que o distingue do
universo” papel-e-lipis”. E, assim, ex-
plorar uma metodologia para o ensi-
no e a aprendizagem da Geometria
em ambiente computacional com
auxilio desse software,

Para enfatizar tal metodologia,
apresenta-se com bases nas nogoes
de transposicao informdtica (Balla-
cheff, 1991) e de jogo de quadros
(Douady, 1985), um estudo prelimi-
nar de um experimento onde os
alunos podem intervir na solugio de
um problema geométrico usando
papel-e-lipis, para em seguida usar
os recursos do Cabri-Géometre Il ou
vice-versa. Isso ¢ possivel, uma vez
que a capacidade de deformagao
proporcionado pelo software, per-
mite 0 acesso imediato e continuo
a todos os casos da figura, consti-
tuindo-se assim num recurso infor-
matico que torna vidvel a validacio
experimental de objetos geométri-
cos. O estudo preliminar consiste
numa andlise matematica e didati-
ca relativa ao experimento. A ana-
lise matematica destaca a resolugao
possivel e os resultados esperados,
enquanto que a analise diddtica se
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preocupa com as variaveis didaticas,
pré-requisitos e competéncia.

Fundamentacao

E notavel, que as atividades re-
lativas as construgoes geométricas
no papel, exigem além do lapis e
borracha, o uso de régua e compas-
so. O micromundo utilizado neste
trabalho para auxiliar os alunos
nessas atividades propostas, vem
previamente preparado com essas
ferramentas.

Trata-se do micromundo Cabri-
Géometre Il proposto para o ensino-
aprendizagem da Geometria Euclidi-
ana Plana. £ um software didatico
desenvolvido por Jean-Marie Labor-
de e Franck Bellemain no laboratério
do Instituto de Informatica e Mate-
matica Aplicada da Universidade Jo-
seph Fourier de Grenoble, Franca, em
colaboragdo com o Centro Nacional
de Pesquisas Cientificas (CNRS) e
Texas Instrumentos.

O software, permite construir e
explorar de forma interativa os obje-
tos do universo da Geometria ele-
mentar em uma linguagem muito
préxima a do universo” papel-e-lipis” .
As figuras nele construidas podem
ser deformadas a partir do desloca-
mento de seus elementos de base,
conservando-se suas propriedades.
Com ele, ¢ possivel ainda visualizar
lugares geométricos; medir distinci-

as, ngulos e observar a evolugio em
tempo real durante a manipulagio
dinamica e rapida das figuras.

Além dos recursos inerentes a
construgao, outros estio também dis-
poniveis, dos quais destacam-se al-
guns mais importantes neste traba-
Iho: suprimir ou ocultar um objeto;
redefinir um objeto; obter macro-
construgao; verificar uma proprieda-
de; deformar ou explorar uma figura,
determinar medidas de comprimen-
tos, medidas de dreas de superficies
planas e transferéncia de medidas.

Estes entre outros recursos fa-
Zem-se necessarios no processo de
ensino e aprendizagem da geometria.
Pois, podem auxiliar o estudante na
aquisigao de conhecimento. Nesse
contexto, Bellemain (1992), sustenta
que uma das principais preocupagoes
quando da elaboracio do Cabri Gé-
ometre, foi a de permitir aos alunos
visualizarem na tela do computador,
diferentes desenhos correspondendo
amesma descrigao, isto ¢, pertencen-
tes a mesma configuragao ou classe.
O que possibilita aos estudantes ex-
plorarem propriedades duma confi-
guragao geométrica, utilizando este
software.,

Assim, nas atividades propostas
aos alunos no sentido de solucionar
um problema, utilizando o software
Cabri-Géometre Il, ocorrem sucessiva-
mente os niveis tais como esquema-
tizados abaixo, nos quais Cabri inter-
vém principalmente em dois deles.
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Mundo Atual

Ao estudarmos as equagoes po-
linomiais do 2° grau, a partir da 8’
série do Ensino Fundamental, utili-
zamos a representagdo dos europeus
e a solugdo fornecida pelos hindus. A
partir desse momento, tomamos ci-
éncia, que desde 1700 a. C., houve a
preocupagdo com o trato e o desen-
volvimento desse tipo de equagao,
culminando, nos dias atuais, em uma
andlise abrangente, em termos das
relagbes entre os seus coeficientes. Des-
sa maneira, podemos determinar, mais
facilmente, o sinal, 0s respectivos mo-
dulos e os valores de suas raizes, ob-
tendo, assim, um melhor estudo desse
contetido. Certamente, valorizaremos
ainda mais o trabalho dos intimeros
matematicos que participaram do de-
senvolvimento da dlgebra antiga, que
consistia, simplesmente, em solucionar
inimeros tipos de equagdes, dentre
elas, o tema desse artigo, ou seja, a
equagdo polinomial do 2° grau.

Hoje, solucionamos algébrica-
mente qualquer tipo de equagao po-
linomial do 2° grau da forma ax’ + bx
+¢=0,com a0, por meio da prati-
ca formula de Bhaskara, ou seja:

I_j
L -b++b* —4ac
E 2a

em que, o termo b’ - 4ac é deno-
minado discriminante, ou seja, € o ter-
mo que discrimina a quantidade de
raizes que uma equagao polinomial
do 2° grau possui. Essa denominagao
foi dada, pelo notavel matematico in-
glés James Joseph Sylvester, em 1851.

No século XX foi adotada'' aletra
grega A (delta maitisculo) para repre-
sentar o discriminante. De forma que
a referida expressao passou a ser es-
crita do seguinte modo:

-bt \4'{2".
X=———
2a

’

naqual, A=Y’ - dac

1 para malores detalhes, a respeito da histéria da equacao polinomial do 2¢ grau, consulte o livro “Equacao do 2° gral

Conclusdo

Acreditamos que as informa-
coes' expostas fornegam a professo-
res, estudantes e interessados um ins-
trumento didético eficaz para o ensi-
no e o aprendizado da equagao poli-
nomial do 2° grau. Com este artigo
muitos professores podem responder
as perguntas de seus alunos sobre a
equagdo polinomial do 2° grau, e en-
riquecer as suas aulas com as curio-
sidades apresentadas.
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Observamos que, o sinal negati-
vo s6 foi utilizado a partir do séc.
XVIII. Desse modo, a formula de
Bhaskara passou a ser escrita da se-
guinte maneira:

~b+b? —dac
y=—
2a

Do séc. XV ao XVII muitos foram
0s notaveis matematicos que desen-
volveram formas distintas de repre-
sentagdo da equagao polinomial do
2° grau, entre eles destacamos:

Em 1637, o francés René Descar-
tes, que além de possuir uma nota-
¢ao que diferia da atual somente pelo
simbolo de igualdade, desenvolveu
um método geométrico para obten-
¢ao da solugdo positiva.

Segundo BOYER (1996, p. 248),
no capitulo La Geometré da obra O
Discurso do Método, Descartes solu-
cionou geometricamente a equagao
do tipo x* —bx - ¢’ =0, com b e ¢ po-
sitivos, procedeu da seguinte forma:

Tragamos um segmento LM de
comprimento ¢ e em L levantamos
um segmento NL igual a b/2, perpen-
dicular a LM. Com centro N constru-
imos um circulo de raio b/2 e traca-
mos a reta por M e N que cortard o
circulo em O e P, Entdo, X, = OMéo
segmento desejado.

Desta forma as raizes sio:

x,=0Mex,=-PM ul

No séc. XVIII, o inglés Sir John
Leslie e 0 alemdo Karl Georg Chris-
tian von Staudt, com a utilizagdo de
eixos cartesianos e de uma circunfe-
réncia, obtiveram as solugoes positi-
vas e negativas da equagao polino-
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mial do 2° grau, distintamente. Des-
ta forma, por meio das formas de re-
solugdes geométricas, podemos ve-
rificar a preocupagao dos matemati-
Cos em encontrar outras resolugdes,
além da algébrica expressa na formu-
la de Bhaskara.

Para melhor ilustrar o desenvol-
vimento da notagdo da equagao po-
linomial do 2° grau, no quadro, a se-
guir, registramos as distintas formas
de representagdo feitas, entre os séc.
XV e XVII, por eminentes matemati-
COs eurapeus.

Notagao: x2 + 5x -6 =0

1494 Luca Pacioli Trouame. 5 . n°. chg gioto
(Italia) al suo qdrat® facia 6
1514 Var}ﬁ%fa{;lﬁSCke ISe.+5 Pri. dit is ghelijc 6
1521 F. %gﬁii)gai I[Je5 C°-6 numeri.
1505 Chﬁaigznﬁ;d°1ff Sit T aequatus — 5 ¥ + 6
1545 Girolamq lCardano Quadratus p 5
(Itdlia) rebus aequalis 6
Aoy NI 53 + 1. aequata. 6.
1559 Uelr 1P5p[P6
1572 Rafae(llgtci)ar)nbelli %p%.Equale a6
1585 Si?}?ﬁagfgﬁ 9 ?+%>egale a6
1591 Fraxgggingiéte Q p 5N m 6 aequatur 0
1619 Jobé’fﬁlggrgi 11] + é eguales a 6
L], e | i e
M e X2 +5x—6 0
UK X2+ 5x—6=0

10 Essa raiz nao foi considerada por Descartes, pois 0s nimeros negativos sé passaram a ser considerados

dentro contexto matematico a partir do séc. Xvill .

11 Segundo Monge (1962, p.13), tal simbologia fol adotada em analogia ao valor simétrico (dac - b2) de um
determinante encontrado na Teoria Geral sobre determinantes do notavel matematico francés Augustin-Louis
Chauchy (1789 - 1857), que utilizava a mesma letra para designa-lo.



Destruicio, por terem incendiado
em 641 d.C. o Museu de Alexandria,
quando a cidade foi invadida como
consegiiéncia do dominio islamico.

Preservacio, devido a atuagao de
trés historicos califas considerados os
grandes patronos da cultura abassi-
da, al-Mansur, Harum al-Rachid e al-
Mamum, que durante seus reinados
(periodo compreendido entre o sécu-
los VIIT e XIX, inclusive) foram res-
ponsaveis pela tradugao dos mais im-
portantes escritos cientificos conhe-
cidos, entre eles, O Almagesto de Pto-
lomeu e Os Elementos de Euclides
ambos de Alexandria.

No séc. IX, Al-Mamum fundou
em Bagda, um centro cientifico simi-
lar ao Museu de Alexandria denomi-
nado Casa da Sabedoria (Bait al-hik-
ma) para onde convergiram inume-
ros matematicos de grande potenci-
al, dos quais Mohamed ibu-Musa al-
Khowarizmi que entre outras obras,
escreveu em 825 d. C. Hisab al-jabr
wa’'l-mugabalah, obra de alto poten-
cial didético, traduzida como“Cién-
cia das Equagoes”.

Al-Khowarizmi apresentou a
equagio polinomial do 2" grau, bem
como sua resolugao de forma retorica,
além de uma comprovagao geometri-
ca denominada, atualmente, miétodo de
completar quadrados. Entretanto, tal
como seus predecessores apresentava
somente uma das raizes positivas.

9 A denominagio raiz foi feita pelos drabes para desig
nar a solugio de uma equagao.

Al-Khowarizmi apresentou e s0-
lucionou a equagao x* + 10x = 39, da
seguinte forma:

“Em primeiro lugar vocés devem
perceber que somando o quadrado
com dez raizes, vamos encontrar trin-
ta e nove. Portanto, devemos deter-
minar a metade das raizes nesta for-
ma e multiplicar esta metade por si
mesma, 0 que da vinte e cinco.Vinte
e cinco somado ao quadrado e as dez
raizes resullta sessenta e quatro.
Compreendam, entdo, que o nime-
ro multiplicado por si mesmo que da
sessenta e quatro é o oito. E, se do
oito diminuirmos cinco unidades,
vamos descobrir que uma raiz vale
trés unidades.

”

China

Em 1303, o ultimo e maior dos
matematicos chineses, Chu Shih-chi
eh, apresentou na obra Ssu-yiian yu-
chien (Precioso espelho dos quatro ele-
mentos) uma técnica especial para a
resolugao da equagao polinomial do
2° grau, baseada em aproximagoes
sucessivas, denominada método fan-
fan, ou fan-fa, que, também, foi apre-
sentado de forma retorica, com gran-
de precisao. Tal como 0s mesopota-
micos, gregos, hindus e arabes, evi
denciaram uma tnica raiz positiva.

Em 1819, o matematico inglés
Willian George Horner reivindicou a
descoberta do método fan-fan, reba-

tizando-o como método de Horner, o
que na realidade ¢ um grande equi-
voco, mas que € aceito por muitos
matematicos de nossos dias.

Veja um exemplo do precioso
método Fan-fa:

Ao solucionarem a equagao da
forma x° + 252 x — 5292 = 0, procedi-
am da seguinte maneira:

“solugdo aproximada”

(19 = x)* +252(19 + x) = 5292

“substituiam o valor de x na incog-
nita x da equagdo original”

361+ 38x + x* +4788 +252x = 5292
x2 +290x = 143

143
x!'=19,49

=19+

“repetiam o cdlculo até que apare-
cesse (fan-fan) um miniero cujo valor
nio se modificasse (convergéncia). Sen-
do esse niimero a solucdo desejada.”

X, =19,49+x

x* +252x = 5292

(19,49 + x)* +252(19,49 + x) = 5292
x% +290,98x =0, 66

0,66

X, =19,49+ ———
k 1+290,98

X, =19,49

(Valor convergente)
8

x, ¢ o valor, aproximado, de uma
das raizes’ da referida equagdo.

Europa

A partir do séc. XVII, a solu-
¢do de uma equagdo polinomial do
2° grau ¢ obtida por meio da formula
de Bhdskara, ou seja:

I
—b+b*-4dac
r=—
2a
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Mesopotamia

O primeiro registro da equagio
polinomial do 2° grau foi feito por um
escriba’, em 1700 a.C., aproximada-
mente, em uma tabula de argila, cuja
apresentacio e a forma de resolugao
era retorica, ou seja, através de pala-
vras, considerada como uma“receita
matematica”infalivel para solucionar
tal tipo de equagdo e que fornecia so-
mente uma raiz positiva®,

Segundo EVES (1995, p.78), os
mesopotamicos apresentaram a pri-
meira equacdo e sua respectiva solu-
¢ao (ou receita) da seguinte forma:

Qual é o lado de um quadrado, se a
drea menos o lado dd 8707

Atualmente: X’ — x = 870.

“Receita”: Tome a metade de um (co-
eficiente de x), que ¢ 0,5, e multiplique
0.5 por ele mesmo, o que dd 0,25. Some
o resultado a 870 (termo independente),
0 que da 870,25. Isto ¢, na verdade o
quadrado de 29,5 que, somado a meta-
de de um, vai dar o lado do quadrado,
que ¢ igual a 30,

Grécia

Acreditamos que a dificuldade
com o tratamento dos nimeros irra-
cionais e fraciondrios, a nao pratici-
dade do sistema de numeragio gre-
£0, que era literal, além da habilida-
de e gosto natural pela geometria,
levaram essa civilizacao a desenvol-
ver um tratamento geométrico de
iniimeros problemas matematicos.

No lioro Il - Algebra Geométrica
da obra de Euclides de Alexandria, Os
Elementos®, escrita em 300 a. C., po-
demos observar a forma geométrica
apresentada pelos pitagdricos para
resolugao da equagao polinomial do
2" grau, fornecendo, da mesma ma-
neira que os mesopotamicos, uma
unica raiz positiva.

Diophanto de Alexandria, pos-
teriormente, desenvolveu um tipo de
escrita denominado forma sincopa-
da, ou semi-simbolica para represen-
tar as equagoes tratadas em sua épo-
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ca, séc. Ill a IV a. C,, isto ¢, a utiliza-
¢ao de abreviatura de algumas pala-
vras. Entretanto, nao sabemos o mo-
tivo pelo qual nao houve aceitagio
por parte da sociedade matematica
vigente.

Os gregos forneciam a solugao de
equagoes polinomiais do 2° grau por
meio de construgbes geométricas,
existindo diferentes tipos de constru-
¢Oes para distintas equacdes, de
modo que para nas equagoes da for-
ma x’” - ax + b” = 0 a resolugdo obe-
decia ao seguinte procedimento:

Tragamos o segmento AB = a, por P
ponto médio de AB, levantamos o seg-
mento perpendicular PE = b (raiz qua-
drada de U°) e, com centro em E ¢ raio
PB, tracamos um arco de circunferéncia
que intercepte AB no ponto Q. A raiz
desejada serd dada pelo valor do seg-
mento AQ. (EVES, 1995, p.111)

B = Pl i
b,

A [+] o B
: - _E!_ ___‘_u_.,'I’ :Q I
2 : i

e o :
1 X > :

A raiz positiva encontrada pelos
gregos por meio desse processo seria
X, = AQ.

Atualmente, sabemos que, o seg-
mento QB fornece o valor da outra
raiz, ou seja, X, = QB.

India

A matematica hindu produziu
grandes personagens, entre eles des-
tacamos Bhaskara de Akaria e Sridha-
ra, O primeiro desenvolveu no séc. XII,

retoricamente a solugao que mais se
assemelha a utilizada atualmente. O
outro, no mesmo século, segundo
GARBI (1997, p.36), foi o responsavel
pela determinagdo (descoberta), da
férmula’ por nés batizada como for-
mula de Bhdskara *.

Bhaskara apresentou a solugio
de uma equagido polinomial do 2°
grau por meio de inimeros proble-
mas de ordem comercial/financeira.
Entre eles citamos:

“Um capital de 100 foi empres-
tado a uma certa taxa de juro ao ano.
O juro obtido apds um ano foi apli-
cado durante mais um ano. Se o juro
total ¢ de 75, qual é a taxa de juro? ”

Atualmente : x* + 100x - 7500 = 0.

“A Receita”, ou seja, a solugio foi
fornecida da seguinte maneira:

Caleule @ metade do capital (coefi-
ciente de x) ao quadrado,

100

= 2500

acrescente-a ao produto do juro to-
tal (termo independente) pelo capital .

2500 + 7500 = 10000

Extraia a raiz quadrada
v10.000 = 100

Logo, diminua a metade do capital
(encontrando-se a raiz positiva desejada.

100 -50 = 50
Mundo Arabe

Os arabes foram ao mesmo tem-
po responsaveis pela destrui¢ao do
conhecimento ocidental, e por sua
preservagao.

4 Classe que detinha o conhecimenta, trabalhava com o ensino, edleulo contibeis ¢ registros em geral,
5 As raizes negativas s6 entraram no contexto matematico a partir do século XVIIT,

6 Constituide de 13 volumes ( Liveos), em que o notavel

epoca.

Euelides reuniu todo o conhecimento matemdtico até a sua

7 Para dirimir algumas davidas, frisamos que, em qualquer bom diciondrio, fdrmula, regra e receita sio palavras sindni-
mas. Logo, uma frmula pode ser registradapor meio de palavras, isto €, retoricamente, sem comprometer o seu significa
du, e ser adaptada, adequadamente, aos simbolos convencionados, a posteriori,

8 Essa denominagdo ¢, particularmente, nacional, pois na literatura internacional ¢ tratada por firmuda geral para resolugao

da equagdo polinontial do 2° grau.



