REFLEXOES SOBRE
A APRENDIZAGEM DA ALGEBRA

Resumo

O presente texto apresenta
reflexdes sobre o ensino/apren-
dizado da élgebra. Sao analisa-
das as possiveis razdes para 0s
erros comuns observados no de-
sempenho alunos. Discute-se,
também, a necessidade de uma
metodologia de ensino que fa-
vorega a produgao de significa-
dos para a algebra. Sao apresen-
tadas, ainda, sugestoes de ques-
toes de algebra com abordagens
geométricas.

Palavras-chave: algebra,
equagdes, significados, variavel,
generalizagao.

Afinal, o que é dlgebra?

Antes de refletirmos sobre as
dificuldades do aprendizado da
algebra, é importante destacar o
nao-consenso sobre o significa-
do de algebra entre os estudio-
sos do assunto. Das diferentes
formas de conceituar esse ramo
da Matematica, encontramos fre-
quientemente “dlgebra” entendi-
da como “calculo literal”, ou
como”“uma generalizagao da arit-
mética”.

Podemos dizer até que essas
conceituagoes se referem a ha-
bilidades e competéncias de fato
exigidas pela algebra, mas estao
longe de sugerir a abrangéncia
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de situagdes e de processos cog-
nitivos envolvidos em seu
aprendizado. Além disso, indu-
zem a interpretagoes equivoca-
das como a de que em aritméti-
ca nao lidamos, também, com
generalizagoes.

Como conseqliéncia desta
variedade de concepgdes sobre
o que ¢é algebra, e das lacunas
que cada uma apresenta, talvez
os educadores matematicos fi-
quem diante de duvidas quanto
aimportancia a ser atribuida aos
diversos topicos do ensino de al-
gebra. Talvez até ocorram duvi-
das quanto a alguns t6picos de
ensino serem ou nao pertinen-
tes a essa area da matematica,
como: grdficos sao ou ndo parte
da dlgebra?(Lins, 1997, p. 89).

O ensino de élgebra se con-
centra em contetidos mais tradi-
cionais como equagdes, calculo
com letras, expressoes algébricas,
etc, e pouco se avanga em discus-
sdes que pretendam tratar das
questdes principais para orientar-
mos o ensino da algebra. O que
é algebra? O que ¢ atividade al-
gébrica? Quais sao os objetivos
do ensino da dlgebra nos diferen-
tes niveis de escolaridade?

E necessério que a algebra
seja compreendida de forma
ampla, pois fornece recursos

para analisar e descrever rela-
¢Oes em varios contextos, mate-
maticos e nao — matematicos,
como sugere a conceituagao
Lins(1997, p. 137), que julgamos
satisfatoria:

A dlgebra consiste em um
conjunto de afirmagdes para as
quais € possivel produzir signifi-
cado em termos de nimeros e
operagoes aritméticas, possivel-
mente envolvendo igualdade ou
desigualdade.

Mas, na verdade, os alunos li-
dam com pouca variedade de apli-
cagoes. E desta forma, o ensino da
dlgebra tem sido limitador, na me-
dida em que ndo favorece o pro-
cesso de produgdo de significados
para o que estd sendo estudado.
Esse processo ao qual nos referi-
mos é fundamental e caracteriza o
que entendemos por atividade al-
gébrica.

Nao é nosso objetivo neste
texto, esgotar a discussao sobre
concepgoes para dlgebra e ativi-

| dade algébrica, nem tratar das

diferenciagoes e possiveis con-
seqliéncias para o seu ensino.
Pretendemos discutir alguns er-
ros mais comuns cometidos pe-
los alunos e considerar proce-
dimentos metodolégicos que
| acreditamos contribuir para o
' aprendizado da algebra.

1 Professora de metodologia de matematica do curso normal superior do Instituto Superior de Educacao do Rio de Janeiro. Professora de matﬁzmé—
tica do curso de formacao de professores do departamento de Educacdo da Universidade Veiga de Aimeida - RJ. Professora do curso de especializa-
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A algebra é dificil!

Essa drea da matematica tem
um lugar de importancia nos cur-
riculos. Tal relevancia pode ser
observada pela énfase expressi-
va colocada nos contetidos algé-
bricos nos programas escolares.

O momento em que a alge-
bra ¢ apresentada aos alunos se
torna um marco por duas razoes
principais: a culminancia de va-
rios anos de estudo de aritmética
¢ o inicio de muitos outros anos
de estudo abrangendo varios ra-
mos da matematica.

Os. alunos, quando falam de
algebra, dizem que sua compre-
ensao é dificil. E, seja em que ni-
vel for, apesar de idades variadas
e experiéncias diversas neste
campo matematico, revelam, em
diferentes nuances, erros basicos
comuns que se repetem ao lon-
go de sua formagao.

Os procedimentos que fa-
zem parte do cendrio algébrico
sdao complexos para muitos.
Para resolver uma equagao, fa-
torar uma expressao algébrica
ou fazer simplifica¢des para re-
duzi-la a uma expressdo mais
simples, os alunos precisam uti-
lizar conhecimentos, técnicas e
realizar manipulagdes algébri-
cas as vezes sofisticadas, que s
estdo ao alcance de poucos. O
uso de convengoes algébricas, o
conceito de variavel, o conceito
de incognita, o recurso a deter-
minado produto notdvel... sdo
responsdveis por dificuldades
em lidar com as situagdes pro-
postas.

Tentar conhecer todas as pos-
siveis razoes das falhas conceitu-
ais e técnicas que constatamos
quando ensinamos algebra, nos
remete a uma discussdao muito
ampla.Vamos abordar alguns as-
pectos dessa questao.

Possiveis razoes
Observando as dificuldades

mostradas pelos alunos, temos
indicagdes de um processo de en-
sino e de aprendizagem que in-
veste numa atuag¢d@o mecanica,
caracterizada por uma manipu-
lagao automatica e cega de varia-
veis e operagoes.

Quando se deparam com le-
tras ndo usuais para representar
incégnitas, isto lhes causa estra-
nhamento, como se as relagoes
entre as quantidades estivessem
comprometidas. Ha uma escravi-
zagdo as letras x, y e z como as
Unicas possiveis de estarem pre-
sentes enquanto incoégnitas de
uma equagao. Provavelmente,
isto se deve, em parte, 2 pouca
exploragao de problemas em ou-
tros contextos, que exigem a so-
lugdo de equagdes. Certamente,
a variedade de aplicag¢Oes contri-
bui para evitar essa tendéncia,
tornando o aluno flexivel e con-
tribuindo para a compreensao de
que as relagoes entre raizes e os
valores destas raizes estao preser-
vados dentro de uma mesma
equacgao, seja emx, 1, etc.

Por falar no uso de letras em
algebra, a diversidade de situa-
¢Oes que se referem a varidvel e
incégnita indiferentemente com-
prometem, muitas vezes, a com-
preensao dos alunos. O conceito
de varidvel ¢ multifacetado.

Segundo Usiskin (1988, p.8),
¢ importante estarmos atentos
para as interpretagdes equivoca-
das a que o conceito de variavel
estd sujeito. A partir destes equi-
vocos, inclusive, conceitua-se fre-
qlientemente algebra como o es-
tudo de varidveis, o que é inade-
quado, tanto pelo fato de nao
contemplar o que de fato enten-
demos como élgebra, como tam-
bém pelo fato de nem sempre

elementos representados por le-
tras estarem associados a idéia de
variagao.

Se considerarmos algumas
expressoes usuais no estudo de
matematica, podemos observar
diferentes sentidos para o que,
em geral, tratamos por varidvel..

¢ Consideramos uma sen-
tenca do tipo x2 +3x +5 =10
como uma equagado, sendo x uma
quantidade que pode ser conhe-
cida com a resolugao da equagao.

* Em trigonometria, temos
uma famosa identidade, que re-
laciona o seno e o coseno de um
MesSmo arco expressa por sen 2 x
+ cos? x =1, sendo x 0 o argu-
mento de uma fungao.

¢ Podemos, também, destacar
uma relagao entre duas quantida-
des (uma fungdo), que ndo é para
ser resolvida, do tipo y = kx. So-
mente neste Gltimo caso, temos o
sentido de variagdo realmente
presente, pois conhecido o valor
do parametro k, temos que y va-
ria em fungao do valor de x.

Cabe lembrar que lidamos
ainda com letras no contexto geo-
métrico, em situagoes bastante
diferentes das que acabamos de
analisar. Representamos vértices
de angulos por letras maitsculas,
medidas de lados por letras mi-
nusculas, etc. Ainda no contexto
geométrico, quando em um trian-
gulo ABC queremos caracterizar
a condicao de o tridngulo ser isds-
celes, escrevemos que AB'= BC,
sem que AB e BC sejam variaveis
ou incognitas.

Algumas outras barreiras se
configuram na algebra pelo fato
de os alunos trazerem para o con-
texto algébrico dificuldades re-
manescentes do trabalho no con-
texto aritmético, ou por estende-
rem a algebra procedimentos
aritméticos que nao procedem.
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Encontramos no trabalho de
Booth elementos interessantes
para esta discussdo. Ele analisa
algumas situagdes que relacio-
nam algebra e aritmética, tratan-
do de algumas dificuldades co-
muns.

A dlgebra ndo estd separada da
aritmética; na verdade, ela é, em
muitos aspectos, ‘aritmética gene-
ralizada’. E af se encontra a fonte
de outras dificuldades. Compreen-
der a generalizagdo de relagoes e
procedimentos aritméticos exige
que estas relagoes e procedimentos
tenham sido apreendidos dentro do
contexto aritmético. Se eles ndo sdo
identificados, ou se os alunos tém
falsas concepgoes a respeito deles,
isto pode afetar muito a performan-
ce deles no estudo da dlgebra( Boo-
th, 1988, p. 29).

Vamos fazer algumas compa-
ragoes entre o que ocorre no con-
texto aritmético e no contexto al-
gébrico, em situagdes simples
tanto no ensino da aritmética
quanto da algebra.

Nao podemos observar as
mesmas convencoes nas duas
areas, o que impede de transpor-
mos os procedimentos de um
contexto para o outro.

No contexto aritmético, por
exemplo, na operagao 2 x 7 nao
se pode omitir o sinal indicativo
da operacao de multiplicacao a
ser realizada, e escrever 27 como
uma representagao possivel para
ela, ao passo que em dlgebra, m
Xnindica uma operagao de mul-
tiplicagdo que também pode ser
representada por mn.

Uma outra situacao, de natu-
reza convencional em algebra, é
a apresentagao de expressoes
como 3x, 4x,...com o coeficiente
a esquerda e com a letra ou as
letras, a direita. Em aritmética, tal
convengao nao ocorre.

Estes procedimentos aritmé-
ticos que nao se aplicam ao con-
texto algébrico, sao, sem duavida,
procedimentos adotados por ex-
tensao, por grande parte dos alu-
nos introduzidos recentemente a
algebra ou que mostram dificul-
dades expressivas, ao lidarem
com esta area do conhecimento
matematico. Provavelmente, isto
leva a dificuldades ligadas ao re-
conhecimento do que é um coe-
ficiente numérico em um mono-
mio.

Alguns encaminhamentos da
pratica podem, talvez, contribuir
para reduzir as dificuldades dos
alunos.

Repensando a prdtica

No tratamento de uma ques-
tao, muitas vezes encontram-se ao
alcance dos alunos diferentes pon-
tos de vista, que podem e devem
ser apresentados juntos. A solu-
¢ao de um sistema determinado
por duas equagoes do 1° grau e
duas incognitas, por exemplo, cor-
responde geometricamente a um
ponto comum as duas retas. No
contexto algébrico, cada equagao
representa uma reta e o par orde-
nado de niimeros reais(solugao do
sistema) € a forma de se represen-
tar algebricamente o ponto de in-
tersecao das duas linhas. Este ¢ um
exemplo de situagao de aprendi-
zagem onde os dois contextos —
algébrico e geométrico — podem
ser explorados simultaneamente
pelos alunos, pois se compatibili-
zam num mesmo momento da es-
colaridade.

Em contrapartida, ha deter-
minadas situagdes em que a re-
lagdo nao parece simples - por
razoes de escolaridade, da natu-
reza do assunto ou do conceito
tratado. O significado da distan-
cia de um ponto P a linha r, com

P ¢ r, por exemplo, estd ao alcan-
ce de um aluno bem antes de ele
ter condi¢des de aprender o uso
de uma férmula algébrica para
este conceito. Ulrich(1973, p.5)
ilumina nossa discussao quando
diz que”um dado conceito matemd-
tico pode ser tratado algebricamen-
te ou geometricamente; para alguns
conceitos, dlgebra precede a geome-
tria, e para outros, a ordem é inver-
sa”. As vezes nos deparamos com
o oposto. Muito cedo, uma crian-
¢a se mostra capaz de entender
que existem muitos de nameros
que tém sua soma igual a 30, mas
ainda precisa de bastante tempo
para reconhecer que, estamos fa-
lando de um lugar geométrico: a
reta definida por x + y =30 e de
sua infinitude.

Os exemplos a seguir explo-
ram abordagens geométricas de
questoes algébricas que podem
ser realizadas num mesmo mo-
mento do aprendizado.

Sugestoes
1) Representar geometrica-. |
mente a igualdade de expressoes
algébricas por meio da equiva-
léncia de éreas. |
Por outro lado, pode-se en-

3x 3

A drea hachurada corresponde
a expressao:

5(7-x)+3x
tender a mesma situacao desta

forma:7 - 2x2 ‘
Do retangulo maior (5x7=35)
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“retira-se” o retangulo menor (- 2x), obtendo a expressao: 35 — 2x.

Das duas representagdes, chega-se a igualdade:
5 (7 - x) + 3x =35 —2x

2) A partir do quadrado, transformar a regiao hachurada em um
retangulo de area equivalente. Indicar a drea da nova regiao com uma
expressdo representada pelas medidas de seus lados.

A regido hachurada no quadrado tem érea igual a x*— 1. Trans-

A A

x+1

pondo-se o retangulo de lados medindo x -1 e 1 para o lado direito
da figura restante, chega-se a um retangulo de drea (x—1) (x + 1). Por
meio desse artificio geométrico, verifica-se o produto notével x’ -1 =
(x+1) (x-1).

3) Considerando o retangulo de area 6k, realizar a sua decompo-
si¢do em dois outros retangulos de areas iguais.
No estudo da élgebra, esta construgao facilita expressivamente en-

3 3k
—>
3 3k
k k

tender a soma de mondmios, pois
permite a compreender que ¢ igual
a 6k. Construgao analoga pode ser
proposta apresentando—se o retan-
gulo com lados medindo x e 4x,
pois nesta situacao os alunos lida-
rao com soma e produto de mo-
ndmios. E possivel, também, con-
siderar a parti¢dio em dois outros
retangulos de lados 3 e K/2.

4) Resolver inequagoes como
| x=2|>|x-6]|, usando o concei-
to de distancia, favorecendo a andlise
e a discussao do que o grdfico revela.

4.1 Uma das interpretagoes
possiveis para | x — a | é a distdn-
cia de x a reta real; abordagem
abandonada pelas praticas esco-
lares. Resolver inequagoes usan-
do este significado amplia as re-
flexdes dos alunos, gerando in-
terpretagdes para as etapas que
compoem o caminho normal-
mente utilizado, geralmente fei-
to mecanicamente pela grande
maioria dos alunos. Vejamos:

E de facil percepgdo para os
alunos, que temos trés intervalos
reais que podem conter o valor
de x. Este valor pode estar:

e antes de 2, que significa
estar em (= oo, 2);

e de2a6,isto é em [2, 6];

e e depois de 6, ou seja, em
(6, + o0).

Queremos conhecer em que
situagao (ou situagoes), a distan-
cia de x a 2 é maior que a distan-
cia de x a 6. Considerando-se a
primeira possibilidade a qual nos
referimos, que é a de termos x an-
tes de 2, ou seja, x < 2, nunca sera
possivel satisfazermos a desi-
gualdade, pois nao teremos, nes-
te caso, a distancia de x a 2 maior
do que a distancia de xa 6. Isto é,
nao se verifica a desigualdade ex-
pressa por [x — 2| > [x —6|.

Deslocando-se x para a direi-
ta na reta real e analisando o que
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| se passa com seus valores no intervalo [2, 6], observamos que se x

assumir valores até 4, a distancia deste valor a 2 sera sempre menor

que a distancia deste valor a 6. Em x = 4, as distancias a 2 e 6 serdo |

rigorosamente iguais, e para valores de x maiores que 4(o que inclui
os valores maiores que 6), teremos sempre a distancia de x a 2 maior
que a distancia de x a 6. Logo, x € (4, + o) ¢ a solugao da inequagao

| proposta.
2 4 6
O >

Um exemplo de valor de x nesse“intervalo solu¢ao”:
Sex=5,temos |x-2|=15-2=3,que é um resultado maior que
x-6|=5-6]=1.

4.2 Pode-se explorar a representagdo geométrica das fungdesy
=|x-2|e y'=|x-6| ambas compostas por um“par de semi-
retas”. Resolver a inequagao proposta significa buscar as situacoes
em que y >y’. Analisando-se o grafico que apresenta essas fung¢des,
observa-se que ha um ponto comum, interse¢do dey =x—2ey'= -
x + 6, a partir do qual teremos sempre y > y’. Este ponto de interse-
¢ao € x = 4. Podemos assim afirmar que { xe R|x >4} é asolugao da
inequagao proposta, ou seja, x € (4, + oo).

nao tem uma regional SBEM,
entre em contato conosco |
para orientacdo.

e-mail: sbem@exatas.pucsp.br

Professor, se seu Estado ainda

artigo

Conclusoes

Por intermédio das idéias re-
lacionadas ao ensino e ao apren-
dizado da élgebra e das suges-
toes de abordagens para algu-
mas questOes algébricas apre-
sentadas nesse texto, pretende—
mos enfatizar a importancia de
uma metodologia de ensino que
permita aos alunos construirem
significados para a algebra, lidan-
do com diferentes contextualiza-
¢oes para coeficientes, monomi-
0s, expressoes, equagoes, etc.

Escolhemos a abordagem no
contexto geométrico para as
questoes algébricas propostas,
nao por desconsiderarmos a im-
portancia de outras significagdes,
inclusive nao-matematicas. Mas,
por entendermos que a geome-
tria possibilita expressivamente
que se estabelegam conexdes em
varios topicos da matematica. F
possivel lermos e interpretarmos
argumentos matematicos nos va-
lendo do raciocinio geométrico.
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