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Resumo
Este trabalho apesenta o Problema da Agulha de Buffon, um classico problema de
probabilidade geométrica. Além de explorar o formalismo matematico por tras desse
problema, aparentemente sem utilidade pratica, a ideia do trabalho ¢ mostrar como ele veio a
ser aplicado na tomografia computadorizada, ilustrando a interdisciplinaridade entre a
Matematica e a Medicina.
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Abstract
This work addresses the Problem of the Needle of Buffon, a classic problem of geometric
probability. In addition to exploring the mathematical formalism behind this seemingly
useless practical problem, the idea of the work is to show how it came to be applied in
computed tomography, illustrating the interdisciplinarity between Mathematics and Medicine.

Keywords: Buffon's Needle. Geometric probability. Computed tomography.
Interdisciplinarity. Mathematics and Medicine.

Introducao

A interdisciplinaridade tem sido um tema, cada vez mais, recorrente quando se fala
sobre questdes de metodologia, ensino e aprendizagem de Matematica. Por exemplo, em
Brasil (2006), ressalta-se a importancia da busca pela integracdo dos conhecimentos,

especialmente pelo trabalho interdisciplinar, no qual o professor de Matematica ¢ incentivado
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a relacionar contetidos escolares com assuntos do quotidiano dos estudantes. No entanto, de
acordo com Carlos (2007), a pratica interdisciplinar nas escolas ¢ algo desafiador, pois
envolve enfrentar as barreiras sedimentadas pela secular tradi¢ao disciplinar.

No que se refere ao estudo de probabilidade geométrica, o presente trabalho ilustra
como pode ser feita a interdisciplinaridade entre a Matematica e a Medicina. O Problema da
Agulha de Buffon, naturalmente, tem aplicagdes na Matematica. Uma dessas aplicagdes ¢ a
apresentacdo de um método empirico para se estimar o valor do niimero m. Por outro lado, o
Problema da Agulha de Buffon também se aplica em outras areas. Em Medicina, por

exemplo, obtém-se uma importante aplicagdo na tomografia computadorizada.

O Problema da Agulha de Buffon

Georges-Louis Leclerc, o Conde de Buffon (1707-1788), foi um naturalista,
matematico e escritor francés cujas teorias influenciaram naturalistas como Jean-Baptiste de
Lamarck e Charles Darwin. Em 1777, no seu trabalho Essai d’Arithmétique Morale (Ensaio
da Aritmética Moral), apresentou o problema que ficou conhecido como “Problema da
Agulha de Buffon”. Nesse trabalho, Leclerc analisa a moral existente em situacdes de jogos e
a utilizacdo de conhecimentos matematicos para a tomada da melhor decisdo. O referido
problema ¢ considerado um marco inicial para o estudo da Probabilidade Geométrica, um
ramo da teoria das probabilidades envolvendo conceitos geométricos. Um aprofundamento
historico sobre o tema pode ser visto em Eves (2004) e Boyer (1996). Uma tratativa moderna,

do ponto de vista do Célculo Diferencial e Integral, pode ser encontrada em Stewart (2013).

Problema 1 (Problema da Agulha de Buffon): Uma agulha de comprimento h é
derrubada em uma superficie plana (por exemplo, uma mesa), na qual retas

paralelas separadas por L unidades, com h < L, foram desenhadas. Entdo, a

probabilidade de a agulha interceptar uma das retas ¢ dada por 7 Em
.7[ .

particular, quando h = L, a probabilidade de a agulha interceptar uma das retas ¢é

2

JT

Solucao: Considere os parametros y e 0 (Figura 1) definidos a seguir:
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(a) y ¢ a distancia da extremidade inferior da agulha até a reta mais proéxima ao norte.
Se a extremidade inferior da agulha estiver sobre uma das retas, considere y = 0. (Figura 2)

(b) Seja 6 o angulo que a agulha faz com um raio se estendendo na direcio leste da

extremidade inferior.

Figura 1 — Pardmetros y ¢ 0 Figura2 -y = 0.
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Fonte: elaborada pelos autores.

Fonte: elaborada pelos autores.

Observe que o conjunto de todas as possibilidades para a agulha (espaco amostral)

pode ser identificado com regido retangular Q = {(0,y) E R* ;0<8<me0<y <L}

(Figura 3)

Figura 3 — Espago amostral Q = {(0, y) ER*; 0 <0 <me0 <y < L}
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Fonte: elaborada pelos autores.

Em funcdo dos parametros y e 0, tem-se as seguintes situagdes (Figura 4):
(1) Se a agulha ndo interceptar nenhuma das retas, entdo y > h - senf.
(i1) Se a agulha interceptar uma das retas, entdo y < h - senf.

Observagdo: y = h - senf se a extremidade superior da agulha estiver sobre uma reta da

superficie plana.
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Figura 4 — Situagdes (i) e (ii)

y > h-senf y < h-senf \
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' +| }'1 Ih - senf
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Fonte: elaborada pelos autores.

Assim, o conjunto das possibilidades de a agulha interceptar uma reta (evento) pode
ser identificado como a regido plana A = {(6,y) E R* ;:0<0<me0<y<h-senf}.

(Figura 5).

Figura 5 — Regido plana A
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Fonte: elaborada pelos autores.

Desse modo, a probabilidade de a agulha interceptar uma reta da superficie plana ¢

A’readeA= ! -fh-senﬁd(9=i'[—cosﬁ]g=>P(A)=ﬂ.
Areade Q L JO 7T L a-L

dada por: P(A) =

Em particular, no caso em que h = L, a probabilidade de a agulha interceptar uma reta

da superficie plana é dada por: P(A) = 2 i
b4

Problema 2: Suponha que a agulha do problema anterior tem comprimento
h > L.

a) Qual a probabilidade de a agulha interceptar pelo menos uma
reta?

b) Qual a probabilidade de a agulha interceptar duas retas?
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Solucao: Sendo h > L, temos trés situacdes possiveis em relagdo a intersecdo da agulha com
as retas da superficie (Figura 6):

(i) Se a agulha ndo interceptar nenhuma das retas, entdo y > h - senf.

(i1) Se a agulha interceptar apenas uma das retas, entdoy < h-senf <y + L.

(ii1) Se a agulha interceptar duas retas, entdo y + L < h - senf.
Observagdo: As igualdades nos itens (ii) e (iii) ocorrem somente quando a extremidade

superior da agulha estiver sobre uma reta da superficie plana.

Figura 6 — Trés situagdes possiveis

y > h-senf y<h-senf <y+1L y+L <h-senf
/A
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Fonte: elaborada pelos autores.

Assim como no Problema 1, o conjunto de todas as possibilidades para a agulha
(espago amostral) ¢ a regido retangular Q = {(0,y) ER*;0< 60 <me0 <y < L}. (Figura
5) Agora, as duas questdes serdo respondidas separadamente.

a) Para a agulha interceptar pelo menos uma reta, deve-se ter y < h - senfl. Entdo, o
conjunto das possibilidades de a agulha interceptar pelo menos uma reta (evento) € a regido

sombreada A = {(0,y) ER*;0< 0 <m,0<y < h-senf ey < L}. (Figura 7).

Figura 7 — Resposta A

y = h-senf

v
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Fonte: elaborada pelos autores.
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. L
O angulo 0, da Figura 7 ¢ tal que h-sen; = L. Desse modo, tem-se sen6; = e cosf; =

Vh? -1.2 L
h

e 0 =sen” e Indicando por P(A) a probabilidade de a agulha interceptar pelo

menos uma reta, tem-se que:

Area sombreada _ 1 _
Area de Q L

= (&) = {201+ 20[- cos]} ) -

91
P(A) = ((n—e1 -0,)L+2f h-sened(%))

E-((TE—ZGI)L—Zh[cosG1 ~cos0))
‘(J‘E'L—ZL'GI +2h—2h-cos61)

Jh? _L2 ]
|

1
=PA)= —
(A) —~

= P(A) = %-[n-L—ZL-sen'1%+2h—2h-
J'I:-

Portanto, a probabilidade de a agulha interceptar pelo menos uma reta da superficie
plana, no caso em que h = L, é:

P(A)=L. a-L+2h-2vh? —L? —2L-sen” &),
L h

No caso particular em que h = L, tem-se:

P(A)=L-(n-L+2L—2L'sen_ll)=L' w-L+2L-2L- % =2—L=g,deacordocom
n-L n-L 2 L m

o que foi observado no Problema 1.

b) Para a agulha interceptar duas retas, deve-se ter que y + L < h-senf, o que
equivale ay < h-senf — L. Com relacdo aos casos favordveis para que o evento ocorra,

temos dois casos a considerar:

1°caso: Se L<h<2L,entioh—-L <L.
Nesse caso, o conjunto das possibilidades de a agulha interceptar duas retas (evento) ¢
a regido sombreada B= {(6,y) ER*;0 <80 <m, 0 <y < h-senf-L}. (Figura 8). Como no

vh? 1.2

h

1

. . 4L
item anterior, 0; = sen Ke cosf; =
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Figura 8 — Resposta B

/ v = h-senf

Fonte: elaborada pelos autores.

Indicando por P(B) a probabilidade de a agulha interceptar duas retas, tem-se que:

P(B) = h-senf — L de

Area sombreada f‘
w-L

Area de Q

— P(B) = ﬁ-[—h-cose ~Lof ™

= P(B) = [ h-cos(n—el)—L(n—61)+h-cos81+L61]

\"‘\
—_— | -
-

= P(B) = ——-(2h-cos0, +2LO, —n-L).

4
=

Portanto, a probabilidade de a agulha interceptar duas retas da superficie plana, no

casoem que L <h<2L, ¢

P(B) = [ 2vh? —L2+2L-sen’1%—n-L :

R
L
2°caso: Seh>2L,entioh—-L > L.

2 12
Como no caso anterior, 6; = sen™ Ee cosf; = —h L . Além disso, considerando
h h
2 2
sen0; = ZTL, tem-se que cost, = vh”-4L” e 0,=sen 2_L

Nesse caso, o conjunto das possibilidades de a agulha interceptar duas retas (evento) ¢

a regido sombreada da Figura 9, denotada por:

B={0,y)ER*;0, <0<m—0,,0<y<h-senb—Ley<L}.
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Figura 9 — Conjunto de possibilidades
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Fonte: elaborada pelos autores.

Indicando por P(B) a probabilidade de a agulha interceptar duas retas, tem-se que:

Area sombreada 1 GJS
P(B) = h = |(t-6,-06,)L+2 h-senf-L1)do
®) Area de Q n-L (( 2= 0) J;l( ) )

— P(B) = %-((n—262)L+2[—hcos6—LBEZ)

L
:P(B)—LL ((n 20,)L - 2(hcos@ +L10, —hcos0, —-LO ))
T
:P(B)—LL (0L - 216, - 2h cos 6, — 210, + 2h cosb, + 2L, )
T
= P(B) —ﬁ (2hcos, —2hcos®, + 218, —4L0, +m-L).

Portanto, a probabilidade de a agulha interceptar duas retas da superficie plana, no

caso em que h > 2L, é:

P(B)= L 2\/h2 -L? —2\/h2 —4L7 +2L-sen_1£—4L-sen_12—L+n-L .
L h h
Em particular, quando h = 2L, seja no primeiro ou no segundo caso, tem-se que

2
P(B) = —- (33 - xt).
®)= (3 -x)
A seguir, sera feita uma generalizagdo do problema anterior.
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Problema 3: Encontre uma férmula geral para a probabilidade de a agulha

interceptar n retas, sendo n > 1 natural.

Solucao: Para que a agulha intercepte n retas, deve-se ter y + (n— 1)L <h-sen, ou ainda, y <
h-senf — (n — 1)L. A funcdo y = h-senf — (n — 1)L, restrita ao intervalo [0, ], atinge seu valor
maximo no ponto 0 = g e seu valor maximo € ymsx =h—(n—1)L.

O evento serd indicado por A e sua probabilidade sera denotada por P(A). Como nos

problemas anteriores, 2 representa o espaco amostral.

Desse modo, temos trés casos a considerar:

1°caso: Seh<(n—-1)L,entdtoh— (n— 1)L <0.
Nesse caso, ndo existem resultados possiveis em €2 para a agulha interceptar n retas do

plano (Figura 10), ou seja, P(A) = 0.

Figura 10 — Primeiro caso
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Fonte: elaborada pelos autores.

2%caso: Se (n— 1)L <h<nL,entdo 0 <h—(n— 1)L <L (Figura 11).
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Figura 11- Segundo caso
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Fonte: elaborada pelos autores.

Dessa maneira, a probabilidade ¢ dada por:

P(A) =

Area sombreada fl‘
w-L

h senB-(n-1)L)d
Area de Q ( ) )

onde senb; = %, paratodoi=0, 1,2, ..., n— 1. Segue-se que:

_ 1 . _en—l . _ _
P(A) = EJ;ZI (h senf — (n l)L)dO

= P(A)= L . [— h-cosB-(n- l)LE)E_e“‘1
T n-1

= P(A)= —[-h-cos(m-6,_)-L(n-1)(m-0,_,)+h-cosb,_, +(n-1)L8, , |

= P(A)= (h cos0,_;+h-cosO,_, +L(n-1)(0,_, n+6n_1)

‘_:“_:“_
anll B ol R

= P(A) = ——(2h-cos6,_, +L(n-1)(20,_, - ).

4
=

-’
h

Como senfy.; = , tem-se que cosOy,.; =

m-DL
h

.1 = sen” (n _I)L.

Portanto, a probabilidade de a agulha interceptar n retas da superficie plana, no caso

emque (n— 1)L <h<nL, é:
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P(A) =

No caso particular, em que paran=1, tem-se h<L e P(A) =

s
w-L

L

-(2\/112 -(n-1)*L? +L(n—1)-(2sen_1(n_——n ,onden > 1.

ﬂ (Problema 1).
L

3% caso: Se h>nL, entdo h— (n— 1)L > L (Figura 12).

Figura 12 — Caso particular

/
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Fonte: elaborada pelos autores.

Nesse caso, a probabilidade ¢ dada por:

Area sombreada

P(A) =

1

Area

i-L
onde senf;= ——, para

P(A) =
=>P(A)—L
L
1
= PA)= —-
(A) —y
= P(A) =
L~(nL-2Len-2h-
n-L
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todoi=0, 1, 2, ..., n. Segue-se que:

LL.((W_ 20,)-L+ zﬁf“_ (h-send - (n - l)L)dG)

((1=20,) L+ 2= h-cosb - (n - HLOJ )

)

((t-20,)-L-2(h-cosO, —h-cosB,_, +(n-1)L(B, -6,

nt)

cos0, +2h-cosO,_, —2nL0, +2nL0O, , +2LO, —-2L0O
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= P(A) = LL (nL 2h-cos0, +2h-cos0,_, —2nL0O, +2nL0o, _, —2L6n_1)
T
= P(A) = LL (rcL 2h-cos0, +2h-cos0,_, +2L(n6,_, -0, _, —n6n))
T
— P(A) = % (L - 2h-cos0, +2h-cosB,_, +2L((n-1)8,_, —n6b,)).
Como senf;= %, paratodoi=0, 1, 2, ..., n, tem-se que senf, | = (n-DL e senf, =
—. Desse modo:
2 2 2 212
cosB,.| = \/h (Illq DL , cosO, = %, Op1 = sen —2— (n-DL e 0, = sen”! %

Portanto, a probabilidade de a agulha interceptar n retas da superficie plana, no caso

em que h >nL, ¢é:

P(A) =

LL' 2\/h2 ~(n-1)>%L? - 2\/h2 -n’L? + 2L((n ~1)sen™ % —n-sen” %) + J'EL),
n

para todon> 1. O

Aplicacido em Matematica: estimativa do valor de

Por meio do resultado obtido no problema da agulha de Buffon, ¢ possivel estimar de
forma empirica o valor de w. Para tanto, basta realizar o experimento proposto por Buffon,
utilizando-se, por conveniéncia, uma agulha com comprimento igual a distancia entre as retas
paralelas. Apos langar diversas vezes a agulha sobre a superficie plana contendo as retas
paralelas equidistantes, registra-se a quantidade de lancamentos realizados, bem como o
nimero de casos em que a agulha corta uma das retas e, em seguida, utiliza-se a defini¢ao

usual de probabilidade em um espago amostral equiprovavel e o resultado obtido no problema

de Buffon,comh=L (P = 2 ), para calcular o valor aproximado de .
4

nimero de casos favoraveis 2

numero de casos possiveis
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Alguns matematicos se empenharam em tal tarefa, como foi o caso do italiano M.
Lazzerini, em 1901 que, ap6s 3408 lancamentos da agulha, obteve 1808 cruzamentos com as

retas, estimando assim o valor de t em 3,1415929, com seis casas decimais corretas.

Aplica¢do em Medicina: Tomografia Computadorizada

Em 1972, o engenheiro inglés Sir Godfrey Newbold Hounsfield apresentou a
comunidade cientifica o primeiro aparelho de tomografia computadorizada. Esse aparelho
permitia realizar um exame complementar de diagndstico por imagem, que consistia numa
imagem representando uma secao ou "fatia" do corpo.

Segundo Machado (2011), o principio consiste em jogar feixes planos de radiagdo
paralela disparados sucessivamente em um grande niimero de diferentes diregdes sobre uma
regido do corpo humano, de forma a medir e converter em imagens tridimensionais partes ou
objetos inacessiveis. A fragdo de raios que interceptam o objeto em relacdo ao total do feixe ¢
medida pela comparagdo da intensidade de radiacdo que incide sobre o corpo e a intensidade
registrada na recep¢ao por um dispositivo de captagdo computadorizado.

Olhando o corpo a ser analisado como uma agulha, a probabilidade de ele ser
interceptado por determinada quantidade de raios ¢ conhecida, dessa maneira, ¢ possivel
medir com bastante precisdo as dimensdes do objeto. Em suma, ¢ 0 mesmo experimento
pensado por Buffon, com a pequena variagdo de langar o feixe de paralelas sobre o objeto, em
vez de langar o objeto sobre o feixe de paralelas.

A tomografia computadorizada ¢ considerada uma das mais importantes invengdes
para a Medicina, desde o surgimento dos raios-X. Essa tecnologia permitiu aos médicos
observar pela primeira vez tecidos do cérebro e, posteriormente, de outras partes do corpo
humano, sem necessidade de cirurgia. Em 1979, Hounsfield e o fisico Allan M. Cormack, da
Tufts University, em Massachusetts, que também desenvolveu uma tecnologia similar,
receberam o Prémio Nobel de Fisiologia/Medicina.

O tomografo de primeira geracdo trabalhava com um feixe de radiagdo bastante
estreito - de aproximadamente 3 mm por 13 mm - que fazia uma varredura retilinea sobre o
objeto, coletando informagdes de 160 feixes de radiag@o distintos. Apds a primeira varredura,
o tubo sofria uma rotagdo de 1 grau e iniciava uma nova varredura, coletando novas

informagdes de outros 160 feixes. Esse processo se repetia por 180 vezes e, assim, obtinha-se
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informagdes do objeto em 180 projecdes diferentes, com variagdes de 1 grau em cada

projecdo e coleta de dados de 160 feixes por projecao (Figura 13).

Figura 13 — Feixe de raios paralelos com giro de um grau a cada varredura

Fonte: elaborada pelos autores.

O tempo para a obtencdo de um corte (secdo transversal) tomografico era de
aproximadamente cinco minutos € um estudo completo podia durar mais de uma hora. Apods o
passo inicial dado por Hounsfield, os aparelhos de tomografia evoluiram até a quarta geracao,
sempre inovando os métodos e os principios de obten¢do de imagens. Estes ultimos aparelhos
foram sucedidos pelo Tomoégrafo Helicoidal que permite a obtengdo de se¢des em forma de
hélices. O avanco dessa tecnologia permitiu reduzir bastante o tempo de realizacdo dos
exames, com a obten¢do de multiplas imagens por segundo e o manuseio em tempo real das
imagens de tomografia.

Naturalmente, a interdisciplinaridade entre a Matematica e a Medicina nao se restringe
a tomografia computadorizada, ilustrada aqui pelo Problema da Agulha de Buffon. Dentre as
muitas aplicacdes da Matematica na Medicina, podemos ver em Larson e Edwards (2005),
por exemplo, algumas aplicagdes do Calculo Diferencial e Integral: 4rea do corpo humano,
concentragdo de um medicamento, contaminacdo com um carcindgeno, Obitos infantis e

velocidade do ar na traqueia.
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