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Resumo

Este artigo visa apresentar a lingua-
gem das estruturas algébricas de uma for-
ma mais acessível aos estudantes dos cur-
sos de formação de professores de
Matemática que irão atuar no ensino fun-
damental e médio, os quais, muitas vezes,
não percebem por que estudam determi-
nadas relações de equivalência e onde po-
dem aplicá-Ias, negando muitas vezes a
necessidade de estudar tais estruturas em
sua formação acadêmica. Apresento rela-
ções de equivalência que são trabalhadas
no ensino médio e que servem para defi-
nir as estruturas dos grupos de base 2 e
base 3, caracterizando os pares, ímpares e
os múltiplos de 3. Com base nesta funda-
mentação teórica, apresento dispositivos
práticos que podem ser utilizados, mais
especificamente, um, para justificar amul-
tiplicação em Z.

Introdução

Uma das questões principais no en-
sino fundamental e médio é a dos conjun-

tos numéricos. A princípio surgem ques-
tões que deixam em dúvida o professor
que inicia sua carreira profissional. Zero
é número natural ou não? O que se deve
dizer ao estudante desses níveis? Como
tantas outras questões que foram surgin-
do, não devemos ter maiores preocupa-
ções com esse fato. Devemos, sim, chamar
a atenção para as divergências e apelar
para a história do surgimento dos núme-
ros, onde o zero aparece muito após o
homem ter definido seu sistema de nu-
meração decimal.

Uma outra questão que deve chamar
a atenção é a que diz respeito à quantida-
de de elementos dos principais conjuntos
numéricos. A representação dos conjuntos
por diagramas conduz a uma interpreta-
ção errônea de que os conjuntos apresen-
tam cardinais diferentes, dizendo que o
conjunto dos números reais R tem mais
elementos do que o conjunto dos números
racionais Q, que este tem mais do que o
conjunto dos números inteiros Z e este
mais elementos do que o conjunto dos nú-
meros naturais N.
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NcZcQcR

A relação A c B Ç::} 'í/x E A ~ x E B,
porém, o contrário não necessita
acontecer. Quando ocorrer que exista um
elemento XE A e X~ B. então BC;Z:Aou AtB. Isto
conduz a um erro freqüente de dizer que
o conjunto B é maior do que o conjunto A
no diagrama do tipo acima, considerando
B=Z e A = N. A questão em foco é bastante
ampla e remete às idéias de conjuntos enu-
meráveis e não enumeráveis, que não é
objeto de estudo neste momento. Apenas
para deixar a questão menos confusa, de-
finamos a bijeção

f:Z~N

{
2n, n ~ 0,

da seguinte forma: f(n)= _ 2n -1, n < O.

Desenvolvimento Teórico

Partição de um Conjunto

DEFINIÇÃO: Considerando E um
conjunto não vazio, uma partição de E, é
uma coleção de subconjuntos não vazios
de E, disjuntos dois a dois e de modo que
a união de todos seja E.

EXEMPLO 1: Sendo E={1,2,3}tem-se
{ {I}, {2,3}}, como uma partição de E, ou
então {{I},{2},{3}}.

Relação Binária

DEFINIÇÃO: Seja E um conjunto e
ExE o produto cartesiano de E por E. Uma
relação binária em E é qualquer subconjun-
to de ExE. Usa-se a notação: x R y onde x,y
E E e R é a lei que relaciona x com y em E.

Relação de Equivalência

DEFINIÇÃO: Uma relação binária R
em E é dita relação de equivalência em E se
tiver as seguintes propriedades:
# Reflexiva 'í/x E E, xRx.

#Simétrica 'í/x,yE E, xRy ~ yRx.

# Transitiva
'í/x,y,ZE E, xRy e yRz ~ xRz.

Usamos a notação x == y.

EXEMPLO 2:
Igualdade num conjunto de números
# 'í/x E E, x = x.

# 'í/x, y E E, x = y ~ y = x.

# 'í/x,y,z E E, x = y e y = Z ~ x = Z.

EXEMPLO 3:
Congruência módulo m, onde m E Z
x == y (mod m) sse x - y = km onde k E Z.
Exemplificando: x == y (mod 2) sse x - y =
k.2, onde k E Z.
Veja que os pares ( 1,3), (3,9), (3,1), (9,3),
(1,9), (9,1), (1,1), (3,3), (9,9) estão nessa re-
lação.
Observe que
# (x,x) está na relação para todo x, pois x-
x= 0.2.
# (x,y) está na relação, o que significa que
x - y = k.2 para algum inteiro k, logo y - x
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= -k.2 O que implica (y,x) estar na relação.
# O fato de os pares (x,y), (y,z) estarem na
relação implica que x - y = kI2 e y - z = k22,
onde k. e k, são inteiros. Mas isso acarreta
em x - y + y - z = k.Z + k22 = (kl+k2)2 e
como k. + k, é inteiro vem que (x,z) tam-
bém está na relação para todo x, y, z.

Isso nos conduz ao fato de que a rela-
ção de congruência define uma relação de
equivalência.

Partição definida pela Relação de Equi-
valência

Toda relação de equivalência em um
conjunto E determina uma partição em E.
Os elementos equivalentes entre si formam
um conjunto chamado classe de equivalên-
cia. Duas classes de equivalência são
disjuntas e a reunião de todas as classes
de equivalência dá o conjunto E. Assim, a
relação R classifica e separa ExE em clas-
ses de equivalência, que são elementos do
conjunto quociente

C = ExE/R = {{a},{b},{c},...},
onde cada classe tem a forma {a} =
{(al,bl),(a2,b2),··· }

EXEMPLO 4: Considere o exemplo 3 aci-
ma e observe que x = y + k2. Fazendo

y=O, temos que x e O,± 2, ± 4, ± 6, .
Y = 1, temos que x = ± 1, ± 3, ± 5, .
Atribuindo o valor 2 a y voltamos a

obter os mesmos valores do que os obti-
dos para O,assim como atribuindo 4,6, ...
e atribuindo os valores 3, 5,... voltamos a
obter os mesmos obtidos para y = 1,ou seja,
na primeira classe temos os pares (0,0),
(±2,O), (±4,O), ... enquanto que na segun-
da temos os pares (± 1,1), (±3,1), (±5,1) ...

Note que Z fica separado em duas
classes, a dos pares Co' determinada pelo
valor Opara y e CI a dos ímpares, determi-
nada pelo valor 1 para y.

C, = {..., -4,-2,O,2,4,6,..}e CI = {...,5,-3,-
1,1,3,5....}.

c,nC1 = </> e c,U C1 = Z
C, e CI são classes de equivalência e

{Co' CI} forma uma partição de Z, a qual
caracteriza os pares e ímpares e dá a Z uma
estrutura de base 2. O conjunto quociente
é Z 2=Z X Z */ === {CO,CI}.

EXEMPLO 5: x ==y (mod 3) sse x - y = k.3,
onde k E Z.
y=O => x = 0;±3, ±6, ±9, ...=> Co={...,-
6,-3,O,3,6,9,...}= {...,(O,O),(3,O),(9,3),...};
y=l => x = 1 ±3m => CI= {...,-5,-2,1,4,7,...}
= {...,(l,l),(l,4),( 4,7),(-2,1),(1,10),...};
y=2 => x = 2 ±3m => C2={ ...,-4,-l,2,5,B, ...}
= {...,(2,2),(2,5),(5,11),...}.

De modo similar ao feito com o
exemplo 4, atribuindo outros valores para
y voltamos a encontrar os mesmos valores
acima.

Temos, pois, três classes Co' CI, C2
de modo que Co I CI = Co I C2= Co I C2e
Co Y CI Y C2= Z, definindo uma partição
de Z. O conjunto quociente é Z3 = {CO,CI,

C2}e nessa partição a classe Co determina
os múltiplos de 3, dando a Z uma estrutu-
ra de base 3.

Adição e Multiplicação de Classes

Considere na congruência módulo m
os seguintes pares:
Xl ==x2(mod m) => Xl - x2= k.m onde k, E

Z => Xl = x2+k.m ou (XI,X2) pertencente a
uma mesma classe e
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YI==Y2(mod m) :=:} YI- Y2= k.m onde k,
E Z :=:} YI= Y2+ k.m ou (YI'Y2)na mesma
classe.

Efetuando a adição e a multiplicação
membro a membro obtemos:
Xl- x2+ YI- Y2= (k, + k2)m :=:} (x. + YI)- (x2
+ Y2)= (k, + k)m :=:} (x, + YI)==(X2+ Y2)ou
na forma
(XI,X)+(YI'Y2)=(XI+X2'YI+Y2):=:} XI+X2==
YI+Y2;
XtYI= X2Y2+x2k2m+Y2klm+ klk2m2

:=:} XtYI
- X2Y2= (x.k, +Y2kl+ k.k.mjm onde o ter-
mo entre parênteses é um número inteiro.
Assim, (XI,X2)·(Yl'Y2) = (XIYI' X2Y2)ou
XtYI==X2Y2·

Logo, para adicionar duas classes, bas-
ta adicionar dois representantes quaisquer
de qualquer classe e tomar para soma des-
sas classes qualquer elemento da classe que
contém essa soma. O mesmo ocorre com a
multiplicação.

EXEMPLO 6. Considere o exemplo 5.

CI + C2:

4 X CI e 2 E C2:=:} 4+2 = 6 ==3 ECo.
Assim, CI + C2= CO•

CIC2:

4 E CI e 2 E C2:=:} 4.2 = 8 ==2 E C2•

Assim, CIC2= C2.

o Conjunto N

O tema número natural na base da
aritmética, desde as mais remotas horas do
homem inteligente, é; sem sombra de dú-
vidas uma parte extremamente difícil da
Matemática.

A numerabilidade e o transfinito, o
contínuo e os ordinais-limites assim como

tantas outras questões abertas à investiga-
ção, apresentam uma dificuldade do essen-
cialmente simples.

Trata-se, pois, de um tema difícil, cujo
desenvolvimento em nível de iniciação é
tarefa de êxito duvidoso. Por isto mesmo,
nos níveis referidos, é notável a confusão,
podendo com freqüência, a bem de uma
exposição didática elementar, provocar o
entendimento de que os naturais são car-
dinais ou ordinais, segundo o angulo de
observação. Entendemos ser um erro que
a nada conduz ao que se pode aplicar a
frase de Ampére: "Os erros têm vida te-
naz, quando o tempo não os destrói, os
embalsama. "

Suponhamos conhecida a construção
dos números naturais por Peano.

o Conjunto Z

[{N,O},+]tem estrutura de semi-grupo
aditivo (isso significa que a operação é as-
sociativa). Consideremos nesse conjunto a
equação a + X= b. Esta equação tem sem-
pre solução em { N,O} ? Obviamente, se
b-ca, então não existe x E N que satisfaça
tal relação. Afim de obtermos solução para
tal equação sem condicionantes para a e b,
há necessidade de ampliar o conjunto N.
O processo consiste em simetrizar o semi-
grupo [{N,O},+],criando o grupo abeliano
[Z,+].

Para simetrizarmos um semi-grupo é
necessário que:

• semi-grupo a simetrizar seja comu-
tativo ou abeliano;

• semi-grupo a simetrizar tem de pos-
suir a lei do cancelamento.

Encaminhamento para a simetrização
de [{N,O},+]:
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1) [N,+] tem estrutura de semi-grupo
abeliano com lei de cancelamento. ( + é a
operação definida em N).

2) Efetuamos o produto cartesiano
NxN.

3) Criamos uma relação de equivalên-
cia R sobre NxN.

3.1) Estabelecemos a relação R (com a
notação ==): (a,b) == (c,d) ~ a+d=b+c

3.2) Analisamos R no sentido de veri-
ficar se é uma relação de equivalência.

4) Ação de R sobre NxN, isto é, R clas-
sifica e separa NxN em classes de equiva-
lência, que são os elementos do conjunto
quociente

Z = NxN/R = {{a},{b},{c},...}
onde cada classe tem a forma
{a}={(a1,b1),(a2,b2), ••• } sendo chamada um
número inteiro.

5) Representantes canônicos. São os
números inteiros positivos, negativos e
nulos. Consideremos os números inteiros
dados pelas classes seguintes:
{a} = { (10,8) == (8,6) == (7,5) == (2,0) == };
{f3} = { (4,7) == (6,9) == (1,4) == (0,3) == };
{r} = {(5,5) == (4,4) == (2,2) == (0,0) == };

Para trabalharmos com números intei-
ros, é conveniente estamos de acordo, para
tomar como representantes deles o par
mais característico da classe. Convém cha-
mar representante canônico de um inteiro ao
par de classe que tenha uma ou as duas
componentes nulas. Dessa forma,

{a} = {(2,O)};
{ f3} = { (0,3) };
{r} = { (O,O)}.

No entanto, essa notação não é nada
prática, sendo conveniente usar a seguin-
te notação abreviada.

{a} = {(2,0) }= (2,0) = (+2) = 2;
{f3} = {(0,3) }= (0,3) = (-3) = -3;
{r} = {(0,0) }= (0,0) = (O)= O.

Cabe salientarmos que os sinais + e -
aqui utilizados, de modo algum podem ser
confundidos com os das operações de adi-
ção e subtração. Eles são, simplesmente,
atributos que indicam qual das componen-
tes do elemento canônico é nula, a da di-
reita(+) ou a da esquerda (-).

6) Interpretação geométrica do conjun-
toZ.

(0,3) =: - 3 +-------,l~----.,/~___+_--.L-

(0,2) = - 2 *--:!<L--*----,lL---_/_

I (0,1,=-1

~ (0,0) = ° (1,0) = 1 (2,0) = 2 (3,0) = 3

- 3 -2 -1 o 1 2 3

A adição de classes é feita da seguinte
forma:
(a,b) E {a} e (c,d) E {f3} => (a+c, b+d) será
um elemento de uma certa classe {r}, en-
quanto que para a multiplicação temos:
(a,b).(c,d) = (ac+bd, ad+bc) e resultará tam-
bém em um elemento de uma certa classe
{r }a determinar.
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o Conjunto Q

[Z,+,.] tem estrutura de anel sem divi-
sores de zero, isto é, é um anel de integri-
dade. Além do mais, existe o elemento
unidade, o que o caracteriza como um do-
mínio de integridade. Consideremos nes-
se conjunto a equação ax = b. Essa equa-
ção tem sempre solução em [Z,+,.]?
Obviamente, se b não é múltiplo de a, en-
tão não existe x E Z que satisfaça tal rela-
ção. Com o fim de obter solução para esta
equação sem condicionantes para a e b, há
necessidade de ampliarmos o conjunto Z.
O processo, análogo ao que foi feito no item
anterior, consiste em simetrizar o domínio
de integridade [Z,+,.], criando o corpo co-
mutativo [Q,+,.].

Note que o semi-grupo a simetrizar
[Z,.] é abeliano e tem elemento unidade l.
Denotemos por Z* o conjunto dos inteiros
sem o zero. No conjunto ZxZ* definamos
a relação de equivalência R da seguinte
forma.

(a,b) = (c,d) <=> a.d=b.c <=> ~ = ~,

cuja ação sobre ZxZ* é classificar e sepa-
rar esse conjunto em classes de equivalên-
cia, formando o conjunto quociente
Q Z Z*/R {{.::L - ~ - }= x = h-h-""

c c 1 2
{I - 2 - }}d . d .-d - d - ... ,... enomma .oconJun-

1 2

to dos números racionais. Cada classe de
equivalência será denominada de número
racional.

Consideremos os números racionais
dados pelas classes abaixo.
{a} = {(S,IO) = (3,6) = (2,4) = (1,2) = ...} =

L5
0 = ~ = 1 = t = ...}= {1}= t·

{f3} = {(O,l) = (0,2) = (0,3) = (0,4) = ...} =
{ Q = Q = Q = Q = } = {O} = °1-2-3-4-'" .

{y} = {(2,1) = (4,2) = (6,3) = (8,4) = ...} =
{2 = ~= Q = ~= } = {2} = 21-2-3-4-'" .

{8} = {(-S,IO) = (-3,6) = (-2,4) = ... } =

{- 1
5
0 =-~ =-1 =-t = ...}= {-~} = -~.

Em virtude de que (-a,b) = (a, -b) <=>
(-a)(-b) = b.a segue que podemos conside-
rar como representante canônico de cada
classe a única fração irredutível de deno-
minador positivo.

Desenvolvimento Prático

Classe de Base 2

-
O

q
-
1

• Aparelho ===> O aluno deve cons-
truir o círculo

===> sentido horário ===> partindo
do zero com apenas duas classes e movi-
mentar o ponteiro. Quando cair em O de-
verá colocar nessa classe o número corres-
pondente e assim com a próxima classe.

- como não há nenhum deslocamento, sa-
indo da classe do O , chegamos à classe do
O, logo, ° E O.
-fazendo um deslocamento, chegamos em
1,logo, 1E 1.

24 OUTUBRO· 2001 • SBEM-RS



I:.UIUL-'~L-"'"V MATEMÁTICA EM REVISTA - RS

-fazendo 2 deslocamentos, chegamos em
- -
O , logo, 2 E O.
-fazendo 3 deslocamentos, chegamos em
i, logo, 3 E i, e assim sucessivamente, até
chegarmos à
Õ = {O,2,4,6,8,10, ... } e i = {1,3,5,7,9,11, ... }.

_ Os elementos que pertencem à classe
O são chamados números pares.
_ Os elementos que pertencem à classe
1 são chamados números ímpares.

• No conjunto Z2 = { O, 1 }podemos
definir as operações de adição e multipli-
cação de classes, o que caracteriza o con-
junto como grupo, isto é, (Z2'+ ) e (Z2").

• Elaboração de tabela para (Z 2'+) e
(Z 2' .)

- -+ O 1
- - -
O O 1
- - -

1 1 O

- -. O 1
- - -
O O O
- - -
1 O 1

Classe de Base 3

-
2

• Aparelho ===> construir o círculo
===> sentido horário ===> partida do

zero: apenas três classes. Movimente o
ponteiro. Quando cair em O , coloque nes-
sa classe o número correspondente e as-
sim com as próximas classes.

- como não há nenhum deslocamento
saindo da classe do O , chegamos à classe

- -
do O , logo, O E O ,

- fazendo um deslocamento chegamos- -
a 1, logo, 1E 1,

- fazendo 2 deslocamentos chegamos
- -

a 2, logo, 2 E 2,
- fazendo 3 deslocamentos chegamos

- -
a O, logo, 3 E O,

- fazendo 4 deslocamentos chegamos
- -

a 1, logo, 4 E 1,
- fazendo 5 deslocamentos chegamos

- -
a 2, logo, 5 E 2, e assim sucessivamente,
chegamos a
O = {O,3,6,9,12, ... }, 1= { 1,4, 7, 10, ... } e
2 = {2,5,8,11, ... }.

Os elementos que pertencem à classe
O são chamados números múltiplos de 3.

Os elementos os quais pertencem à
classe 1 são chamados números cõngruos a
1 módulo 3.

Os elementos pertencentes pertencem
à classe 2 são chamados números côngruos
a 2 módulo 3.

• No conjunto Z 3 = { O, 1, 2 }pode-
mos definir as operações de adição e multi-
plicação de classes, o que caracteriza o con-
junto como grupo, isto é, (Z 3'+ ) e (Z 3' . ).
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Aplicação:
- - -

+ O 1 2
- - - -
O O 1 2
- - - -

1 1 2 O
- - - -
2 2 O 1

- - -. O 1 2
- - - -

O O O O
- - - -

1 O 1 2
- - - -
2 O 2 1

Seguindo esse caminho podemos che-
gar ao sistema decimal, usual e ao sistema
de base 12 ou o relógio.

Construção Dos Números Inteiros

Regras: Considere no aparelho abai-
xo um círculo dividido em 10 partes iguais
e escreva os números de 1 a 9 na cor azul,
no sentido horário. Escreva no sentido con-
trário os mesmos números, porém, na cor
vermelha. Ao zero faça corresponder a cor
verde, considerado o ponto de partida do
ponteiro a se deslocar.

o
91 91

82

~3
•

64 64
55

26

Definição do número zero ou classe do
zero.

• Não efetuando, com o ponteiro, ne-
nhum deslocamento no sentido horá-
rio, escrevemos (O,. ..). Para chegarmos
ao zero, não precisamos efetuar des-
locamentos no sentido anti-horário,
por isso escrevemos (0,0).
O primeiro elemento do par ordena-

do indica o movimento no sentido horário
e o segundo elemento o movimento no sen-
tido anti-horário,
• Efetuando, com o ponteiro 1 desloca-

mento no sentido horário temos (1,. ..).
Para chegarmos ao zero, devemos re-
alizar 1 deslocamento no sentido anti-
horário, escrevendo (1,1).

• Efetuando, com o ponteiro 2 desloca-
mentos no sentido horário temos (2,. ..).
Para chegarmos ao zero, devemos re-
alizar 2 deslocamentos no sentido anti-
horário, escrevendo (2,2).

Temos assim, 0={(O,O),(1,l),(2,2),. ..}

Definição do número 1 (azul) ou classe
do 1 positivo (+1).

• Efetuando, com o ponteiro, 1 desloca-
mento no sentido horário, escrevemos
(I,...). Para chegarmos ao 1 na cor azul,
não precisamos efetuar deslocamentos
no sentido anti-horário, por isso escre-
vemos (1,0).
Efetuando, com o ponteiro, 2 desloca-
mentos no sentido horário, escreve-
mos (2,. ..). Para chegarmos ao 1 na cor
azul, precisamos efetuar 1deslocamen-
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to no sentido anti-horário, por isso es-
crevemos (2,1).

• Efetuando, com o ponteiro, 3 desloca-
mentos no sentido horário, temos
(3,...). Para chegarmos ao 1 na cor azul,
precisamos efetuar 2 deslocamentos
no sentido anti-horário, por isso escre-
vemos (3,2).

Temos, assim, 1={(I,O),(2,1),(3,2),. ..}

Definição do número 1 (vermelho) ou
classe do 1 negativo (-1).

• Efetuando, com o ponteiro, 1 desloca-
mento no sentido anti-horário, escre-
vemos (...,1). Para chegarmos ao 1 na
cor vermelha, não precisamos efetuar
deslocamentos no sentido horário, por
isso escrevemos (0,1).
Efetuando, com o ponteiro, 2 desloca-
mentos no sentido anti-horário, temos
(...,2). Para chegarmos ao 1 na cor ver-
melha, precisamos efetuar 1 desloca-
mento no sentido horário, por isso es-
crevemos (1,2).
Efetuando, com o ponteiro, 3 desloca-
mentos no sentido anti-horário, temos
(...,3). Para chegarmos ao 1 na cor ver-
melha, precisamos efetuar 2 desloca-
mentos no sentido horário, logo, es-
crevemos (2,3).

•

•

Temos, assim, -1={ (O,I),(I,2),(2,3),. ..}

Definição de outras classes como exercí-
cio de fixação.

Operações com classes

1) Adição: Lembremos que (a,b) + (c,d) =
(a+c) + (b+d).
(+2)+( +3)=(2,0)+(3,0)=(2+3,0+0)=(5,0)=( +5).
(+2)+(-3)=(2,0)+(0,3)=(2+0,0+3)=(2,3)=( -1).
(-2)+( +3)=(0,2)+(3,0)=(0+3)+(2,0)=(2,1)=+ l.
(-2)+(-3)=(0,2)+(0,3)=(0,5)=( -5).

2) Multiplicação: Lembremos que
(a,b).(c,d) = (ac+bd.ad+bc).

(+2).(+3)=(2,0).(3,0)=(2.3+0.0,2.0+0.3)=(6,0)=(+6).
(+2).(-3)=(2,0).(0,3)=(2.0+0.3,2.3+0.0)=(0,6)=(-6).
(-2).(+3)=(0,2).(3,0)=(0.3+2.0,0.0+2.3)=(0,6)=(-6).
(-2).(-3)=W,2).(0,3)=(0.0+2.3,0.3+2.0)=(6,0)=(+6).
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