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Resumo: Este trabalho é um recorte de uma tese de doutorado em desenvolvimento e tem como tematica os
processos de ensino e de aprendizagem da Integral Definida, em cursos de Matemética e/ou Engenharias, na
perspectiva do Pensamento Matematico Avancado. O objetivo apresentado na pesquisa é desenvolver uma
alternativa pedagdgica que contemple as aplicagdes, o aprimoramento do conhecimento e do significado da
Integral Definida, em contextos intramatematicos e extramatematicos. Nesse texto, de concepgao tedrica, sdo
abordados aspectos relacionados as dificuldades na aprendizagem do Célculo Integral, em particular, da
Integral Definida. A exploragdo de aplicagdes desse conteido, em distintas areas, é considerada como uma
possibilidade para o seu ensino e para sua aprendizagem. Aspectos tedricos, metodoldgicos e tecnolégicos sao
apresentados como orientadores da estratégia pedagdgica. Como resultado parcial, é apresentada uma proposta
de articulacdo entre a teoria e a pratica na perspectiva de melhorias na qualidade do ensino e aprendizagem da
Integral Definida.

Palavras-chave: Integral Definida. Tecnologias Digitais no Ensino do Célculo. Educacdo Matemaética no
Ensino Superior.

INTRODUCAO

Destacamos, neste trabalho, antecedentes de nossa trajetoria profissional e
ressaltamos a problematica relacionada aos processos de ensino e de aprendizagem do
Célculo Integral, mais precisamente da Integral Definida, no ambito da Educacdo
Matematica. Sintetizamos pesquisas utilizadas em nossa revisao bibliografica, centradas em
nosso objeto de estudo, o que possibilitou enunciarmos a questdo de pesquisa e 0s objetivos.
Abordamos aspectos da teoria cognitivista do Pensamento Matematico Avancado, utilizada
em nossa pesquisa como um referencial teérico que poderad trazer contribuicdes nos
processos de ensino e de aprendizagem das Integrais, com enfoque para as aplicagcdes em
contextos intramatematicos e extramatematicos.

Atuando como docente em cursos da area de Ciéncias Exatas, em instituicGes
publicas e privadas, percebemos, ja nos primeiros semestres, uma grande disparidade entre

o curriculo vivenciado no ensino medio e a base preparatoria para cursos dessa area. A
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grande maioria dos estudantes recém-formados no ensino médio que ingressa na graduagéo
em um curso de ciéncias exatas se depara com extrema dificuldade de aprendizagem,
especialmente nas disciplinas de Calculo Diferencial e Integral. Essa disciplina é constituida
por um amplo dominio de conhecimentos relevantes para a sociedade cientifica,
principalmente, pela potencialidade de sua utilizacdo na resolucéo de problemas de distintas
areas. Sua capacidade de reduzir problemas complexos em procedimentos simples, nas mais
diversas areas, faz desse contetido matematico uma descoberta importante da humanidade.

As dificuldades encontradas pelos estudantes para a compreensao dos conceitos do
Caélculo, que na maioria das vezes estdo relacionadas a conceitos da Matematica Basica,
levam a um elevado indice de evasao e reprovacdo nos primeiros periodos dos cursos.

Distintos pesquisadores, como Tall (2002), Rezende (2003), Reis (2009), Alves
(2011), evidenciaram que tais dificuldades ndo fazem parte de um cenério apenas brasileiro,
mas constatadas em ambito internacional, como destaca Rezende (2003). Esse autor ressalta
um movimento internacional, organizado na década de 80, intitulado Calculus’s Reform, que
procurou reorganizar o ensino de Calculo utilizando, como inovacao, recursos tecnologicos.

Essa problematica € composta por varios fatores, como: i) causas de natureza
cognitiva (falta de compreensdo de significados), como exposto por Tall (2002); ii) as de
natureza didatica, que se referem a dificuldade em encontrar a metodologia mais adequada
ao ensino; ii1) dificuldades de natureza epistemoldgica, na qual “as raizes do problema estao
além dos métodos e das técnicas, sendo inclusive anteriores ao proprio espaco-tempo local
do ensino de Célculo” (REZENDE, 2003, p. 4); iv) falta de conhecimentos prévios e
dificuldades relacionadas ao raciocinio légico, uma vez que a matematica do ensino superior
exige dos estudantes a capacidade de utilizar argumentos Idgicos para provar afirmativas,
conforme destaca Nasser (2009).

Artigue (1991) abordou as dificuldades que surgem para os estudantes no curso
introdutorio de Calculo, destacando que, no ensino tradicional dessa disciplina, tais
dificuldades geralmente sdo resolvidas por meio de uma excessiva algebrizagéo,
especialmente, quanto ao predominio da manipulacdo de formulas, em detrimento do estudo
das funcgdes; ao célculo de derivadas, em detrimento das aproximaces lineares; ao célculo
de primitivas, em detrimento da busca de significados para a integral; aos algoritmos para
calcular equacges diferenciais, em detrimento de soluciona-las por meio de aproximacdes

numéricas e graficas.
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As pesquisas acima elencadas e a nossa pratica como docente da disciplina Calculo
nos fazem perceber que os estudantes tém dificuldades de aprendizagem por néo
desenvolverem habilidades especificas, necessarias ao aprendizado do Célculo, tais como:
criar hipoteses, mobilizar o raciocinio dedutivo, manipular ideias, fazer generalizacdes e
utilizar os conhecimentos adquiridos na resolucdo de situacdes reais que lhes sao
apresentadas; além de utilizar diferentes tipos de registros de representacdo como, por
exemplo, escrita em lingua natural ou materna, escrita algébrica, por tabelas, graficos
cartesianos e figuras. Ainda, Artigue (1991) cita as dificuldades de aprendizagem da Integral,
que € um topico de estudo do Célculo que se concebe como uma ferramenta transdisciplinar
util na resolugdo de varios problemas que descrevem aspectos da realidade.

A Integral pode ser aplicada em diversas areas de estudos, como, por exemplo, em
Geometria, Fisica, Computacao, Economia, dentre outras, colocando-se como ferramenta de
diversas aplicacdes; por esse motivo, esta presente nos conteudos programaticos de varios
cursos superiores como: Matematica, Engenharias, Biologia, Economia, dentre outros.

No entanto, destacamos que o estudante, por ndo conseguir estabelecer conexdes
entre teoria e préatica, tem dificuldades em entender os conceitos relacionados a Integral,
restringindo-se aos resultados numeéricos, encontrados por meio de aplicacbes de técnicas,
ndo percebendo os significados daquelas medidas nas mais distintas areas das ciéncias.
Ressalta-se, pelas pesquisas e por nossa experiéncia docente, que os professores tendem a
trabalhar pouco as potencialidades que a Integral pode trazer para a construgcdo do
conhecimento e que “apesar de sua grande importancia, o ensino de Integrais limita-se,
muitas vezes, a memorizagdo de técnicas de integragdo”. (REZENDE, 2003, p. 189).

Diante desse cenario, esta pesquisa se desenvolve no sentido de propor uma
alternativa pedagdgica para os processos de ensino e de aprendizagem da Integral Definida,
promovendo situacBes em que o estudante podera ampliar seu conhecimento sobre o
significado da Integral, tendo contato com aplicacfes desse topico em diversas areas do
conhecimento.

Tais aplicacBes poderdo ser apresentadas em contextos intramatematicos e
extramatematicos, de forma a possibilitar o estabelecimento de conexdes entre os conteidos
matematicos e da Matematica com situagdes presentes em contextos da vida real.

Businskas (2008) concebe conexdes matematicas em dois sentidos: primeiro, como

aquelas relagdes com base nas quais a matematica é estruturada e é independente do aluno
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e, posteriormente, como as relacbes por meio das quais, através dos processos do
pensamento, a matemética & construida. Assim como em Flores e Garcia (2017),
consideramos as conexdes intramatematicas estabelecidas entre conceitos, procedimentos,
teoremas, argumentos e representacdes matematicas; e as conexdes extramatematicas, que
estabelecem uma relacdo de um conceito ou modelo matematico com um problema em

contexto (ndo matematico) ou de forma reciproca.

OBJETO DE INVESTIGACAO: A INTEGRAL DEFINIDA

Uma das aplicagdes da Integral Definida se destina a delimitar a &rea localizada sob
uma curva em um plano cartesiano. Matematicos e ndo matematicos, ao longo do tempo,
debrucaram-se em estabelecer processos para calculo de areas de forma a ampliar os
conhecimentos matematicos e de outros ramos cientificos do mundo contemporaneo. Assim,
esse objeto de estudo € abordado em niveis de profundidade diferentes, dependendo de cada
curso.

No entanto, faz-se necessaria uma abordagem voltada ndo sé para as técnicas e
métodos para o calculo algébrico das integrais definidas das varias fungdes matematicas,
mas também para a representacdo das diversas aplicacdes. Entretanto, com um cronograma
limitado, o docente ndo tem oportunidade de, apenas no ambiente de sala de aula, explorar
as varias aplicacbes que fazem parte desse contexto. Em geral, as aplicagdes mais usuais
estdo relacionadas ao calculo de area de uma regido, comprimento de uma curva e volume
de um solido de revolucdo, trabalhadas, na maioria das vezes, com exemplos matematicos
desconectados do mundo real. Porém, sdo possiveis varias outras aplicacdes que sdo
interessantes e importantes.

A partir desse contexto, indagamos: Em que medida os estudantes se apropriam do
significado dos resultados encontrados nas integrais definidas? Que estratégias devem ser
apresentadas ao estudante para que possa estabelecer conexdes entre a teoria estudada sobre
integrais definidas e situacdes em que essa teoria possa ser utilizada na préatica? Quais 0s
conceitos intramatematicos e extramatematicos (em outras disciplinas: fisica, quimica,
biologia) podem ser explorados por meio de situacfes problemas que envolvem integrais
definidas? Que significados tem a integral, considerando as interpretacdes geometricas e,

mais precisamente, a medida de area e volume de superficie? Que praticas podem ser
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realizadas para que possam emergir os significados da integral definida em diferentes areas?
Como a integral definida podera ser trabalhada, considerando a transdisciplinaridade?

A escolha da Integral como objeto matematico de nossa investigacéo justifica-se por
sua relevancia na area de Matematica; por suas aplicacfes em outras areas do conhecimento
e pelo fato que de, em nossa experiéncia profissional, percebemos que as praticas
pedago6gicas comumente usadas ddo conta apenas do trabalho com a integral definida de
forma mecénica e os estudantes ndo conseguem estabelecer conexdes dos resultados
encontrados com outros significados que aqueles possam ter.

Corroboramos com Kouropatov e Dreyfus (2009) em que:

certamente ndo é possivel imaginar a cultura cientifica moderna sem as integrais.
Juntamente com a derivada, a integral forma o ntcleo de um dominio matematico
que é uma linguagem, um dispositivo e uma ferramenta Gtil para outros campos
como a fisica, a engenharia, a economia e a estatistica. Além disso, o conceito de
integral representa uma ideia filosofica para a compreensdo do mundo: a
contemplagdo da totalidade das partes pequenas de um todo aporta conclusées
sobre o todo em sua globalidade, assim como sobre sua estrutura interna e
propriedades (KOUROPATOV; DREYFUS, 2009, p. 417).

Diante das indaga¢des acima, direcionamos nosso trabalho no sentido de responder
a uma questdo principal para nossa pesquisa: como multiplas aplica¢bes podem contribuir
para uma aprendizagem da integral definida com compreensao?
Nesse contexto, explicitamos 0s seguintes objetivos tracados para esta pesquisa:
e realizar estudo sobre estado do conhecimento sobre a pesquisa em ensino de
calculo integral;
e discutir aspectos epistemoldgicos, cognitivos, didaticos e tecnoldgicos
referentes aos processos de ensino e de aprendizagem de Integrais Definidas;
e analisar as contribuicGes do Pensamento Matematico Avancado para melhoria
dos processos de ensino e de aprendizagem das Integrais, destacando suas
aplicacBes em contextos intramatematicos e extramatematicos;
e propor situacdes com multiplas aplicacdes da integral definida que possam
contribuir para o aprendizado desse conceito.
Para tanto, realizamos um estudo sobre o ensino de célculo integral no sentido de
possibilitar a discussdo dos aspectos epistemologicos, cognitivos, didaticos e tecnoldgicos,

referentes aos processos de ensino e de aprendizagem de aplicagOes das Integrais.
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Nesta pesquisa, procuramos também referenciais tedricos acerca das contribuigdes
do Pensamento Matematico Avancado para melhoria dos processos de ensino e de
aprendizagem das Integrais, com enfoque para as aplicagcbes em contextos intramatematicos
e extramatematicos.

Selecionamos e analisamos, no Banco de Teses da Coordenacéo de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), a producdo cientifica que tem por tematica 0s
processos de ensino e de aprendizagem da Integral Definida. A leitura desses trabalhos foi
essencial para ajudar-nos a delimitar caminhos na conduc¢éo da nossa pesquisa. Inicialmente,
selecionamos pesquisas, em nivel de doutorado, no periodo de 2014 até o primeiro semestre
de 2018, usando a expressdo “ensino de calculo integral”. O filtro foi realizado pela grande
area de conhecimento “Multidisciplinar”, seguido da area de conhecimento “Ensino de
Ciéncias e Matematica”. Apo0s a leitura dos titulos desses trabalhos, selecionamos 09 (nove)
teses com direcionamento, de acordo com seu titulo, para o ensino e aprendizagem do calculo
integral. Em seguida, ampliamos a busca incluindo também dissertacfes de mestrados que
tratam do mesmo tema. Assim, foram selecionados 23 registros. Pretendemos, dessa forma,
subsidiar-nos teoricamente para propor situacbes com multiplas aplicacbes da integral

definida que possam contribuir para o aprendizado desse conceito.

REFERENCIAL TEORICO- METODOLOGICO

No desenvolvimento de nossa tese, estdo sendo considerados aspectos tedricos e
metodoldgicos referentes ao Pensamento Matematico Avancado e da Engenharia Didéatica
articulados com o Enfoque Ontossemi6tico. Sequéncias didaticas estdo sendo desenvolvidas
com enfoque em aplicacBes da Integral Definida, que poderdo ser aplicadas a estudantes de

Caélculo dos cursos de Matematica e/ou Engenharias.

Pensamento Matematico Avancado

Essa teoria surgiu a partir de estudos relacionados aos processos de ensino e de
aprendizagem da Matematica, com enfoque na preocupacdo da maneira pela qual estudantes

e professores refletem a respeito de objetos matematicos e suas inter-relacbes com o0s
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processos de ensino e de aprendizagem da Matematica Avancada. Essa teoria pode-se
comportar como um suporte ao professor, uma vez que, entendendo como se d& o
desenvolvimento do pensamento matematico, esse pode estabelecer estratégias de ensino
que estimule a ativagdo dos processos mentais dos estudantes, a fim de que esses possam ter
uma aprendizagem mais plena sobre conceitos matematicos.

O campo de pesquisa relacionado ao Pensamento Matemético Avancado (PMA) foi
originado na década de 1980, no decorrer do evento The International Group for the PME
(Psychology of Mathematics Education), que teve como objetivo produzir uma obra com
foco no Pensamento Matematico Avancado e como consequéncia a criacdo do Advanced
Mathematical Thinking Group (IGLIORI; ALMEIDA, 2013). David Tall e Tommy Dreyfus
foram os precursores/impulsionadores no desenvolvimento dessa teoria, que foi difundida e
tomada como area de pesquisa por pesquisadores que realizavam trabalhos nos quais
estudavam fenbmenos acontecidos nos processos de ensino e de aprendizagem da
Matematica do ensino superior, em especial os conceitos do Céalculo Diferencial e Integral —
0 que nos motivou a tomar essa base tedrica como corpus de nossa pesquisa.

Os autores Dreyfus (1991) e Tall (1991) afirmam que o Pensamento Matematico
Avancado (PMA) permeia a aprendizagem de muitas definicbes matematicas complexas que
podem aparecer nos mais variados niveis escolares, manifestando-se com maior intensidade
nos anos finais do ensino médio e ao longo do ensino superior.

As pesquisas relacionadas ao “Pensamento Matematico Avancado”, com enfoque no
Calculo, sdo consideraveis; alguns aspectos do Pensamento Matematico Avancado estdo
sendo utilizados em nossa pesquisa. Tall (1991), ao abordar a transicdo do pensamento

matematico elementar para 0 pensamento matematico avancado, ressaltou que:

A transi¢do do pensamento matematico elementar para o0 avancado envolve um
convencimento a demonstracdo de maneira ldgica baseada nas definigdes. Essa
transicdo requer uma reconstrugdo cognitiva, que se manifesta durante os conflitos
iniciais dos estudantes universitarios com as abstragdes formais enfrentadas por
eles no primeiro ano da universidade (TALL, 1991, p. 20).

Nossa experiéncia profissional no ensino de Calculo, tanto na universidade publica
guanto em faculdades privadas, tem evidenciado as dificuldades que os estudantes,

geralmente, apresentam durante o desenvolvimento do Célculo 1.
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Para Dreyfus e Eisenberg (1990), isso se deve ao fato de o Calculo constituir-se em
um ramo da matematica superior que exige maior tempo aos estudos sobre problemas nao
triviais que, geralmente, estdo presentes em seu processo de aprendizagem. Artigue (1998)
ressalta que a formalizacdo dos contetdos de Matematica, requerida dos estudantes

universitarios, obriga-os a romper com o trabalho algébrico.

E possivel que uma das causas da pouca compreensdo nos conceitos relativos a
Integral Definida, que € objeto de estudo de nossa pesquisa, seja a dificuldade dos alunos na
transicdo do Pensamento Matematico Elementar para o Pensamento Matematico Avangado.
Em nossa pesquisa, abordamos aspectos do Pensamento Matematico Avancado no
desenvolvimento de sequéncias de atividades em que séo destacadas situagdes que partem
do elementar da Integral Definida para caracteristicas e/ou propriedades em um nivel de

maior analise ou complexidade.

Engenharia Didéatica baseada no Enfoque Ontossemidtico do Conhecimento e da

Instrucdo Matematica

As sequéncias didaticas possibilitam ao estudante construir um conhecimento
significativo, a0 mesmo tempo em que desencadeiam indagacoes, refutacdes e comparagdes,
integrando as informacdes obtidas e descobertas. Torres et al. (2019, p. 524) retratam que
Engenharia Didatica “propde um esquema experimental baseado nas realizagdes didaticas
em sala de aula esbogadas a partir de um trabalho de concepcdo, realizacdo, observacéao e
analise de sequéncias de ensino”

Uma Engenharia Didatica, segundo Artigue (1996), inclui quatro fases: 1) analises
prévias; 2) concepcdo e analise a priori de experiéncias didatico-pedagogicas a serem
desenvolvidas na sala de aula de Matematica; 3) implementacéo da experiéncia; 4) analise a
posteriori e validacdo da experiéncia. Essas fases, interpretadas de acordo com o Enfoque
Ontossemidtico, aportam ferramentas tedricas e metodoldgicas que possibilitam uma anélise
mais detalhada do objeto de estudo. Por essa razdo, em nossa pesquisa, utilizaremos as quatro
fases distintas da Engenharia Didética, baseadas no Enfoque Ontossemiotico, considerando
as dimensdes de analise (GODINO et. al, 2014): 1) estudo preliminar das dimensdes

epistémica-ecoldgica, cognitiva-afetiva e instrucional; 2) desenho da trajet6ria didatica,
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selecdo dos problemas, sequenciacgéo e analise a priori, com indicacdo dos comportamentos
esperados dos estudantes e do planejamento das intervengdes controladas do docente; 3)
implementacdo da trajetoria didatica; observacdo das interaces entre pessoas e recursos e
avaliacdo da aprendizagem atingida; 4) avaliacdo ou analise retrospectiva, baseada em um
contraste entre o previsto no desenho da atividade e o observado em sua implementacéo.
Também se realiza uma reflex&o sobre as normas que condicionam o processo instrucional
e sobre a idoneidade didética.

Em cada uma dessas fases, serdo utilizadas, em nossa pesquisa, as seguintes
dimensbes de analise: epistémica-ecoldgica: na qual sdo determinados os significados
institucionais que estdo presentes em cada fase, observando-se as relacOes e restricdes
institucionais que condicionam o processo de ensino e aprendizagem dos temas matematicos
— nesse caso, pesquisamos qual significado institucional da integral definida sera destacado
em cada fase; cognitiva-afetiva: que consiste na descricdo dos significados pessoais dos
estudantes em distintos momentos do processo de estudo. Contempla também a andlise da
sensibilidade do processo aos estados afetivos (atitudes, emocdes, crengas, valores) dos
estudantes com relacdo aos objetos matematicos e ao processo de estudo — nessa fase é
verificado qual significado pessoal o estudante apresenta para a Integral Definida,
destacando o que esse contelido representa em cada uma das areas ou subareas em que esta
sendo aplicado; instrucional: baseada na analise dos padrdes de interacdo entre docente,
discente e a sequéncia didatica, focada na fixacao e na negociacdo de significados — fase que
ainda sera realizada e ira refletir sobre a atuacdo do estudante e professor na execucdo das

atividades propostas.

Sintese Metodoldgica

Trabalhamos, em nossa pesquisa, com uma abordagem qualitativa, focada na
aprendizagem dos estudantes de cursos de Licenciatura em Matematica e Engenharias, sobre
as aplicacOes da integral definida em contextos intramatematicos e extramatematicos, que
envolvem a obtencdo de dados descritivos, obtidos no contato direto do pesquisador com a
situacdo estudada.

Nossa proposta metodoldgica é desenvolver aplicagdes da Integral Definida, por

meio de sequéncias de atividades que desafiem a curiosidade, possibilitando ao estudante
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refletir sobre propriedades e conceitos que possam emergir da pratica realizada. De acordo
com Dreyfus (2002), para que um estudante atinja a compreensao de um objeto matematico
ndo é suficiente apenas definir e exemplificar um conceito abstrato, mas construir as
propriedades de um determinado conceito por meio de deduces a partir da definicdo. Essa
reflexdo sobre as experiéncias realizadas é uma caracteristica do Pensamento Matematico
Avancado a qual pretendemos que nosso estudante desenvolva.

Algumas aplicacdes a serem utilizadas na pesquisa terdo suporte das tecnologias
digitais, mais precisamente do software GeoGebra para implementacdo dessas. Por meio da
tecnologia, pretendemos que o estudante possa criar uma relacdo entre o real (objetos
tridimensionais do mundo real) e suas possiveis representacbes matematicas, de forma a
explorar as capacidades de abstracdo e formalizagdo de ideias. E, assim como retrata

Trevisan e Mendes (2017, p. 365), nesse tipo de proposta metodologica:

0 papel do professor é o de organizador da reconstrucdo das ideias e
conceitos matematicos dos estudantes, de tal forma que o conhecimento
matematico se faz dindmico e construido a partir das relacGes,
justificativas, andlises e validagcdes estabelecidas pelos envolvidos.

(TREVISAN; MENDES, 2017, p. 365)

CONSIDERACOES FINAIS

O ensino de integrais na formacao do professor € importante, pois ela representa a
ferramenta para diversas aplicagdes, como, por exemplo: calculo de areas, perimetros,
volumes, trabalho realizado por uma forga, centro de massa, montante, dentre outras.

Defendemos a ideia de que o ensino da técnica é fundamental, porém, a técnica
isolada ndo possibilita uma aprendizagem significativa. Por isso, nossa pesquisa engloba a
utilizacdo de aspectos das aplicacBes na conducdo do processo de ensino das Integrais
Definidas, pois um processo de ensino e aprendizagem baseado na relacdo teoria e préatica
pode-se revelar um ambiente rico para essas conexdes. A articulacdo coerente entre a teoria
e a prética, por meio da investigacdo, consiste em um objetivo a ser alcan¢ado na educacéo.

Em muitos casos, ha uma restricdo da didatica com problemas usuais e, muito
frequentemente, problemas relacionados a Fisica. Esse tipo de procedimento leva a formagéo
deficitaria do académico que, quando se depara com situacGes diferentes, ndo sabe resolver
0 problema proposto, ou mesmo néo tem ideia de se os resultados obtidos expressam o que

realmente eles pretendiam determinar.
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Durante o desenvolvimento das atividades, espera-se que 0s estudantes possam fazer
observagdes, levantar conjecturas, buscando valida-las. Como se trata de uma pesquisa em
andamento, ainda ndo temos resultados para analise, que ocorrerd de forma qualitativa a
partir da observacdo e dos registros das atividades desenvolvidas pelos académicos em

consonancia com os resultados das pesquisas realizadas em didatica do Calculo.
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