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CONCEPÇÕES DE FUTUROS PROFESSORES SOBRE A MULTIPLICAÇÃO DE NÚMEROS INTEIROS
Claudia Laus Angelo, UFPel/UNIPAMPA, claudial.unipampa@ufpel.edu.br

Introdução:


A primeira turma do Curso de Licenciatura em Matemática da Universidade Federal de Pelotas – UFPel/UNIPAMPA, campus de Bagé, iniciou suas atividades em setembro de 2006. Dentre as disciplinas do primeiro semestre está a disciplina Laboratório de Ensino de Matemática I (LEMA I), cujo objetivo é elaborar, analisar e avaliar materiais didáticos e metodologias utilizados para o ensino-aprendizagem de conteúdos de matemática do 3º ciclo do Ensino-Fundamental; estimular a criatividade e o espírito investigativo na resolução de problemas e estudar alternativas para o desenvolvimento de conteúdos matemáticos do 3º ciclo, de forma inter-relacionada com o contexto sócio-cultural.

A disciplina LEMA I compõe um grupo de disciplinas que atendem ao mínimo de 400 horas de prática como componente curricular, vivenciadas ao longo do curso.  No entanto, o oferecimento de uma disciplina de caráter prático no primeiro semestre de um Curso de Licenciatura em Matemática, trouxe alguns desafios e reflexões que também se pretende expor neste relato.


O desenvolvimento das aulas aconteceu em encontros semanais de quatro horas-aulas, todas as segundas feiras, para um público inicial de 48 alunos. 
Os três primeiros encontros foram destinados à apresentação da disciplina, à aplicação de uma avaliação diagnóstica e à discussão das diretrizes nacionais para o ensino-aprendizagem da matemática no 3º ciclo do Ensino Fundamental a partir dos Parâmetros Curriculares Nacionais (PCNs). Nos encontros que sucederam foram discutidos materiais didáticos e metodologias para o ensino-aprendizagem de números naturais, números racionais, números inteiros, equações do 1º grau e grandezas e medidas. Tais encontros constituíram a 1ª etapa da disciplina que foi concluída com uma avaliação individual escrita. A resolução de problemas e a apresentação de divertimentos matemáticos e jogos permearam os encontros desta etapa.
A 2ª etapa foi destinada à elaboração, por parte dos alunos, de uma seqüência didática de um conteúdo do 3º ciclo. Foram constituídos 11 grupos de, no máximo, quatro alunos. Os conteúdos selecionados foram prioritariamente aqueles não discutidos ou pouco discutidos na primeira etapa da disciplina como, por exemplo, noções de probabilidade, porcentagem, noções de estatística, tópicos de geometria, entre outros. Três encontros foram destinados à elaboração da seqüência didática e em três encontros os grupos as apresentaram aos demais colegas.
Embora esta 2ª etapa da disciplina tenha gerado diversas questões interessantes e passíveis de reflexão, a exploração da concepção dos alunos calouros sobre a multiplicação de números inteiros, foco deste relato, aconteceu na primeira etapa e será descrita a seguir.
A investigação:

De acordo com as Diretrizes Curriculares Nacionais para os Cursos de Matemática (Parecer CNE/CES 1.302/2001), ao chegar à Universidade o aluno já passou por um longo processo de aprendizagem escolar e construiu para si uma imagem dos conceitos matemáticos a que foi exposto, durante o ensino básico. Portanto, o planejamento das disciplinas deve “partir das representações que os alunos possuem dos conceitos matemáticos e dos processos escolares para organizar o desenvolvimento das abordagens durante o curso.” Além disso os conteúdos curriculares devem propiciar a construção de uma visão global dos conteúdos de maneira teoricamente significativa para o aluno.

Com o intuito de verificar como os alunos calouros explicariam alguns conhecimentos matemáticos referentes ao terceiro ciclo do Ensino Fundamental, qual a habilidade dos mesmos na resolução de problemas e quais as expectativas em relação ao Curso e à Disciplina, foi preparada uma avaliação diagnóstica, sem a exigência de identificação, com as seguintes questões: 1) Como você faria para explicar para uma criança de 11 anos a resolução da divisão (832 : 4)? 2) Você saberia contextualizar ou explicar o significado de uma multiplicação de frações, por exemplo, (1/2)X(1/3)? 3) Por que (-1) X (-1) = +1? 4) Como é possível retirar de um rio exatamente 6 litros de água tendo apenas dois recipientes, um de 4 e outro de 9 litros? 5) Por que você optou pelo Curso de Licenciatura em Matemática? 6) Quais são suas expectativas em relação ao Curso de Licenciatura em Matemática? 7) Você já teve ou tem alguma experiência como professor? Se a resposta for positiva, informe a(s) disciplina(s) ministrada(s) e para qual (is) nível (is) de ensino. 8) Como você acha que a disciplina Laboratório de Ensino de Matemática I poderá contribuir para a sua formação?


Um outro objetivo da avaliação diagnóstica foi o de chamar a atenção dos alunos para questões que seriam discutidas no decorrer da disciplina.


Durante o primeiro encontro, após uma conversa inicial sobre o Curso de Licenciatura em Matemática e sobre os objetivos da disciplina LEMA I, a avaliação diagnóstica foi aplicada a 48 alunos.

As respostas dadas à terceira questão (Por que (-1) X (-1) = +1?), fizeram com que a professora dedicasse especial atenção ao tema e o tomasse como ponto de investigação. 
De acordo com os tipos de respostas, destacaram-se cinco categorias:
1. Admitiram não saber a resposta: 2 alunos.

“O cálculo é automático, mas não sei explicar o porquê [sic].”

2. Deram respostas inconsistentes e/ou incorretas: 3 alunos.
“Porque o ponto de x e y nas coordenadas cartesianas fica no 1º quadrante que é positivo.”

3. Não responderam: 5 alunos.

4. Justificaram através de uma situação do cotidiano: 1 aluno.

“Suponhamos que uma caixa d’água cheia perca 1l d’água por minuto. Ou seja 1’(+)X(-1). A 1’ atrás (-1) ela possuía 1 litro a mais ou seja (-1)X(-1) = 1.”
5. Justificaram pela regra de sinais da multiplicação de números inteiros: 37 alunos.
“Porque na multiplicação de dois números negativos o resultado será sempre positivo.”


O propósito de se colocar esta questão na avaliação diagnóstica foi de verificar quais tipos de justificativas os alunos haviam trazido do ensino básico e, no caso de não lembrarem ou de não terem tido ainda a oportunidade de discutir nenhum tipo de justificativa, provocá-los para uma reflexão sobre a importância de se dar mais ênfase nos conceitos e nas justificativas do que nas técnicas e algoritmos.

Pelas respostas obtidas verificou-se que a maioria dos alunos justificou através das regras dos sinais, ou seja, reproduziram a regra correta com a qual solucionaram tantas operações e problemas durante todo o ensino básico. No entanto, muitos admitiram que nunca haviam discutido o por quê desta regra e a provocação desejada pela professora estava posta.

Convém salientar que o único aluno que apresentou uma justificativa baseada numa situação do cotidiano tem experiência como professor de matemática no ensino básico. A justificativa dada por ele pode ser vista em alguns livros didáticos e é semelhante a que aparece no livro de Morris Kline “O fracasso da Matemática Moderna” apud Lima (2004):
“...um ganho será representado por um número positivo e a perda por um número negativo. Igualmente, o tempo no futuro será representado por um número positivo e no passado por um número negativo. ... Se perde 5 dólares por dia, então daqui a 3 dias terá perdido 15 dólares...(-5)(+3) = -15 ...se perde  5  dólares por dia, então há  3 dias atrás estava  15  dólares mais rico...
(-5)(-3) = +15”. (Kline apud Lima, 2004, p.153)

Tais justificativas são maneiras de relacionar a convenção estabelecida para a multiplicação de dois números negativos a situações do cotidiano, já que muitas vezes os autores de livros didáticos e professores utilizam esta correlação para introduzir a adição e subtração de números inteiros, geralmente associando estas operações com situações de ganho e perda.

Para discutir todas estas questões com os alunos calouros a professora decidiu partir de uma abordagem histórica dos números inteiros baseada no artigo “Números negativos: uma história de incertezas” de Medeiros e Medeiros (1992). Algumas considerações do artigo foram colocadas em transparências e reproduzidas para os alunos.

Neste artigo os autores utilizam a história dos números negativos para questionar a difundida visão do progresso linear da matemática. Eles colocam a difícil aceitação destes números por grandes matemáticos como Pascal (1623-1662) e D’Alembert (1717-1783). Destaca-se a citação de William Frend (1757-1841) retirada de seu livro “Princípios de Álgebra”:
“um número se presta a ser subtraído de um número maior que ele mesmo, mas tentar subtraí-lo de um número menor do que ele mesmo é ridículo. Mas isto é tentado por algebristas que falam de um número menor do que nada: de multiplicar um número negativo por outro negativo e assim produzir um número positivo”. (Frend apud Medeiros e Medeiros, 1992, p. 55)
Estas passagens do artigo foram utilizadas pela professora, durante as discussões em aula, para fazer analogia com as dificuldades que muitos alunos encontram no Ensino Fundamental para compreender as “regras de sinais” que regem as operações com números inteiros.
Dando continuidade às considerações do artigo, os autores colocam que a aceitação dos negativos veio com a estruturação dos mesmos enquanto um sistema numérico tendo como ponto de partida os trabalhos de George Peacock (1791-1858), o qual estabeleceu que as leis fundamentais dos velhos números da aritmética eram preservadas para os novos números.
Uma citação de Courant e Robbins (1987) apud Medeiros e Medeiros (1992), esclarece melhor esta afirmação:

Para incluir os novos símbolos –1, -2, -3,...em uma aritmética ampliada a qual englobe tanto os inteiros positivos como os negativos nós devemos, certamente, definir operações com eles de um modo tal que as regras originais das operações aritméticas sejam preservadas. Por exemplo, a regra (-1)(-1)=1 a qual estabelecemos para governar a multiplicação de inteiros negativos, é uma conseqüência de nosso desejo de preservar a lei distributiva a(b + c) = ab + ac. Pois se nós tivéssemos estabelecido que (-1)(-1)=-1, então, fazendo a = -1, b = 1, c = -1, nós deveríamos ter tido –1(1-1)=-1 –1 = -2, enquanto por outro lado nós realmente temos –1(1 -1)=-1x0=0. Levou muito tempo para que os matemáticos percebessem que a ‘regra dos sinais’ junto com todas as outras definições governando os inteiros negativos e frações não podem ser ‘provadas’. Elas são criadas por nós com o objetivo de obter liberdade de operação ao mesmo tempo que preservando as leis fundamentais da aritmética. O que pode - e deve – ser provado é apenas que com base nestas definições as leis comutativa, associativa e distributiva da aritmética são preservadas.” (Courant e Robbins, 1987 apud Medeiros e Medeiros, 1992, p.56)
Para reforçar ainda mais a idéia de que a multiplicação de dois números negativos foi definida como sendo positiva para preservar a propriedade distributiva para o conjunto dos números inteiros, a professora sugeriu a leitura do artigo “-1x-1=+1?” de Moretti (2006) o qual traz considerações a cerca dos estudos de Hermann Hankel (1839-1873):
As regras na multiplicação de números relativos (por exemplo, a situação -1x-1=1) foram durante muitos séculos incompreendidas. É somente em 1867 que H. Hankel dá a resposta definitiva para a questão com o seguinte resultado: a única multiplicação nos reais que prolonga a multiplicação usual sobre R+, respeitando as distributividades à esquerda e à direita, é aquela que obedece as regras usuais dos sinais.
(...)

A explicação do porquê das regras de sinais está no teorema de Hankel. Cabe ao professor fazer com que os alunos possam compreendê-la sem recorrer a artifícios estranhos à matemática que podem se tornar problemáticos mais adiante. (Moretti, 2006, p.20-21)

A seguinte demonstração de Hankel mostrada em Silva (2000) também foi apresentada e discutida em aula com os alunos:
0=ax0=ax(b+op.b) = ab+ax(op.b)  [1]
0=0x(op.b)=(a+op.a)x(op.b) = (op.a)x(op.b)+ax(op.b)  [2]
0=0xb=(a+op.a)x(b)=ab+(op.a)xb  [3]
Comparando as equações [1] e [2] termo a termo, conclui-se (op.a)x(op.b)=ab
Logo, (-).(-) = (+)

Comparando as equações [1] e [3] termo a termo, conclui-se ax(op.b)=(op.a)xb
Logo, (-).(+) =(+).(-)   (Silva, 2000, p.04)

Depois de colocadas todas estas considerações históricas a cerca dos números inteiros a professora discutiu com os alunos algumas das orientações didáticas mostradas nos PCNs, apresentou um jogo para a multiplicação de números negativos baseado no artigo de Rabelo e Lorenzato (1994) e a metodologia para construção de números relativos e de suas operações apresentada por Hoffmann (1999). Esta última não foi completamente explorada em aula, pois todas as atividades desenvolvidas anteriormente tomaram mais tempo do que o planejado.
Mesmo assim, após todas as discussões em aula e o relativo envolvimento dos alunos nas mesmas, semanas depois, quando foi aplicada uma avaliação escrita na qual uma das questões era “Por que (-)X(-) = (+)?”, foram obtidas as seguintes categorias de respostas:
1. Responderam corretamente “por definição”: 2 alunos.

“Foi definido assim que (-)X(-) = (+).”

2. Deram respostas inconsistentes e/ou incorretas: 5 alunos.

“Porque a multiplicação é a adição de parcelas iguais, e na adição, com sinais iguais, o resultado é positivo.”

3. Não responderam: 8 alunos.

4. Deram respostas corretas baseadas na história dos números inteiros: 8 alunos.

“Na verdade não há uma demonstração lógica de que um número negativo multiplicado por um número negativo dê positivo, e é por essa controvérsia que os números negativos passaram muitos anos para serem aceitos dentro da matemática. A única maneira que acharam de que os números negativos pudessem obedecer regras matemáticas como a distributiva, era mantendo uma regra onde (-)X(-) = + , porque se (-)X(-) = - , esta regra (distributiva) não funcionaria como podemos ver no exemplo a seguir:

-2.(-3+2)= -2 . -1= +2                        (1)

-2.(-3+2)= (-2.-3)+(-2.2)= 6-4= +2   (2)

Isto no caso 1 aplicando a regra de(-)X(-) = (+), tirando os parênteses da 2, e no caso (2) aplicando a distributiva também da 2.

Vamos ver se isto funcionaria no caso que a regra fosse (-)X(-) = (-)

-2.(-3+2) = -2.-1= -2

-2.(-3+2)= (-2.-3)+(-2.+2)= -6 -4= -10.

Os resultados não são os mesmos e como sabemos isto não pode acontecer.”

5. Justificaram pela regra de sinais da multiplicação de números inteiros: 23 alunos.

“Menos com menos dá mais. Se multiplicarmos dois nos positivos, o resultado é positivo. Se multiplicarmos dois nos negativos, o resultado também é positivo. “Regra de sinais”.”


Como se pode ver, apenas 10 alunos (categorias 1 e 4), dos 46 que compareceram na avaliação, utilizou os novos conhecimentos discutidos em aula para responder a questão proposta. Os demais ou não responderam (8 alunos), ou responderam incorretamente (5 alunos) ou mantiveram a concepção trazida do ensino básico, justificando através das regras de sinais (23 alunos).

Dois fatos merecem ainda destaque para uma melhor interpretação dos fatos:

-Os dez alunos que responderam à questão utilizando os conhecimentos discutidos em aula são alunos participativos, com ótima freqüência, questionadores e que admitiram ter relido os textos propostos em aula antes da avaliação.
- Dos cinco alunos que faltaram o encontro destinado às discussões sobre números inteiros, dois deles não responderam a questão e 3 responderam utilizando a justificativa da regra de sinais.
Restaram, então, 31 alunos que estavam presentes nas discussões, dos quais 6 não responderam, 5 responderam incorretamente e 20 mantiveram a concepção trazida do ensino básico, justificando através das regras de sinais.
Tal resultado fez com que a professora questionasse as metodologias utilizadas para a apresentação do assunto em aula e a própria formulação da questão. Isto motivou uma conversa posterior à avaliação, na qual foram revistas todas as questões, o que parece ter esclarecido alguns tópicos que ainda estavam obscuros para a maioria dos alunos.
Considerações Finais:

Ao planejar o desenvolvimento da disciplina LEMA I, a professora pretendia, entre outros objetivos, que alguns pontos controvertidos, implícitos em conhecimentos matemáticos referentes ao terceiro ciclo do Ensino Fundamental, fossem completamente esclarecidos. No entanto, o processo de avaliação e as metodologias de trabalho utilizadas, permitiram verificar que o processo de aquisição de conhecimentos, para alguns alunos, ou para a maioria deles, não acontece em momento específico e muitos deles continuaram com as mesmas concepções advindas do ensino básico, referentes a alguns conceitos e procedimentos.

No que se refere aos números inteiros, tópico ao qual foi dada maior ênfase neste relato, os alunos ainda terão diversas oportunidades de rever este conteúdo sob outros enfoques, como, por exemplo, a construção do conjunto Z na disciplina de Aritmética e a análise de livros didáticos na disciplina de Instrumentação para o Ensino de Matemática I. O importante é que a proposta curricular do Curso e a execução da mesma propiciem aos alunos uma visão global dos conteúdos de maneira teoricamente significativa, conforme proposto no Parecer CNE/CES 1.302/2001. Assim eles terão mais subsídios para compreenderem e atuarem adequadamente no processo de transposição didática dos conteúdos de matemática durante o exercício da profissão.
Com relação à 2ª etapa da disciplina, ou seja, a preparação de uma seqüência didática e apresentação da mesma para os demais colegas, tal exigência para uma turma de primeiro semestre, que não cursou disciplinas da área de Educação e que está ainda incorporando as competências e habilidades que lhe serão exigidas durante o Curso, foi um pouco prematura. Mesmo assim destacam-se como pontos positivos a qualidade de alguns trabalhos apresentados, a familiarização dos alunos com atividades que fazem parte da prática docente desde o primeiro semestre e a oportunidade de estudarem tópicos que não foram discutidos na primeira etapa.

Num questionário de avaliação da disciplina entregue aos alunos no final do semestre a professora, entre outras questões, perguntou qual foi a importância da disciplina LEMA I para a formação deles. Infelizmente foi obtido retorno de apenas 15 alunos e todos consideraram a disciplina muito importante: “Acredito ser muito importante, porque é uma disciplina que já nos faz pensar desde agora como professores”; “É importante no sentido de possibilitar o conhecimento de técnicas didáticas de grande importância para a formação de um profissional da área da Educação.” Respostas como estas acrescentaram mais pontos de reflexão sobre o papel da professora como formadora de professores e a fizeram repensar ainda mais a condução da disciplina nos próximos semestres.
Referências Bibliográficas:
BRASIL. Parecer n° CNE/CES 1.302/2001, de 06 de novembro de 2001. Dispõe sobre as Diretrizes Curriculares Nacionais para os Cursos de Matemática, Bacharelado e Licenciatura. Diário Oficial da União, Brasília, DF, 05 dez. 2001. Seção 1e, p.13.

BRASIL. Secretaria de Educação Fundamental. Parâmetros curriculares nacionais: Matemática. Brasília: MEC/SEF, 2001.

HOFFMANN, V. K. Construção dos números relativos e de suas operações. Educação Matemática em Revista – RS, p. 31-36, maio, 1999.

LIMA, E. L. Meu professor de matemática: e outras histórias. 4. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2004.

MEDEIROS, A.; MEDEIROS, C. Números negativos: uma história de incertezas.BOLEMA – Boletim de Educação Matemática, Rio Claro, ano 7, n.8, p. 49-59, 1992.

MORETTI, M. T. -1x-1 = +1?. REPPEMAT – Revista Eletrônica de Pequenas Publicações em Educação Matemática, Florianópolis, 2005. Disponível em <http://www.redemat.mtm.ufsc.br/reppemat/2005_pdf/boletim_2006_01.PDF>
Acesso em 05 ago. 2006.

RABELO, E. H. ; LORENZATO, S. A.Ensino da matemática: reflexões para uma aprendizagem significativa. Zetetiké, Campinas, ano 2, n.2, p.37-46, 1994.

SILVA, D. P. Epistemologia dos números relativos., 2000. Disponível em: <http://orbita.starmedia.com/~historia_da_matematica/store/epistemologia.htm>. Acesso em: 04 abr. 2001.
