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1- Introdução

A modelagem matemática pode ser utilizada como um eficiente recurso para introduzir e fixar conceitos e ferramentas matemáticas que muitas vezes os alunos aprendem sem ter consciência de seu poder aplicativo e também sem se dar conta de sua generalidade e abstração.  A construção ou compreensão do modelo permitem que os estudantes transitem de um problema real para uma formulação matemática e vice-versa.
Embora a modelagem matemática no ensino superior também possa ser usada para estudar uma situação específica, é aconselhável expandir as idéias centrais do modelo para compreender problemas semelhantes a fim de trabalhar com situações mais complexas. Isso evita a excessiva concretização no ensino, que tem prejudicado a necessária abstração do aluno para lidar com conceitos matemáticos.

O questionamento a respeito da generalidade do modelo matemático é um importante incentivo para que o aluno pense de uma forma mais abstrata, não na situação que ele estudou inicialmente, mas se o modelo que ele utilizou resiste, por exemplo, ao aumento da complexidade do problema.  Com isto, a modelagem educacional [1] pode suscitar perguntas, interpretações e aprofundamento na investigação de conteúdos matemáticos que não tenham sido explorados na formulação inicial da situação.

A seguir, será apresentado um problema em que essa possibilidade de abstração permitiu trabalhar com modelagem no ensino superior em três diferentes níveis (frentes).  O primeiro nível de abordagem da situação abrangeu a construção do modelo com propósitos de ensino-aprendizagem, ou seja, a modelagem foi do tipo educacional e, o estudo foi feito de uma forma simplificada, com um número pequeno de variáveis envolvidas.  A partir construção do modelo, se passou a um segundo nível de investigação em que parte da equipe do projeto
 que trabalhava com o problema se aprofundou no estudo do conceito de distância e suas aplicações. O terceiro nível de abordagem teve como objetivos: verificar se o método de resolução servia para resolver uma situação mais geral e implementar computacionalmente o algoritmo utilizado para resolver o problema..
Nesta presente comunicação, será apresentado apenas o trabalho que foi feito no primeiro nível de abordagem, ou seja, a construção do modelo educacional. Os objetivos centrais do estudo foram: entender e aplicar alguns conceitos matemáticos na elaboração de um modelo para resolver uma situação de distribuição de escolas em um bairro.

2- Descrição da situação e do problema

O bairro Jardim Catarina, situado na cidade de São Gonçalo na região metropolitana da Grande Rio de Janeiro, é populoso, tem grande extensão e é carente.  Sua infra-estrutura nos âmbitos de saúde, educação, transporte, lazer, segurança e pavimentação é deficitária.  Dentre os problemas encontrados no bairro, foi detectado um que se relacionava à área de educação.  A prefeitura informou que havia três escolas municipais (a maior com 3300 alunos e as duas escolas menores com cerca de 1100 cada); não existiam dados sobre escolas estaduais.  Uma simples inspeção no mapa da região (figura 1) indicava que, além de o número de escolas municipais ser ineficiente, também a localização era ruim, pois os estudantes necessitavam deslocar grandes distâncias para assistir às aulas.
Essa má localização das escolas era um obstáculo em virtude da precariedade de meios de transporte na região.  A Secretaria de Educação do município também não disponibilizou o número de escolas particulares no bairro e não havia registro sobre a população em idade escolar.  Os únicos dados disponíveis eram: a localização aproximada das escolas (ver mapa 1, marcas com     ), o número de alunos matriculados em cada uma delas e o loteamento da região.
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mapa 1

Foi proposto então um estudo sobre uma solução para o problema de distribuição de escolas municipais na área, de tal forma que uma criança em idade escolar não precisasse se deslocar mais do que uma determinada quantidade de quilômetros (ou quadras) para chegar à escola e que a quantidade de escolas fosse a menor possível.
A seguir se encontra a modelagem sugerida, que foi feita por dois alunos da licenciatura em Matemática com a supervisão e orientação de dois professores.  Conforme já comentado, o objetivo foi educativo.  Os estudantes deveriam construir um modelo para resolver a situação apresentada. Eles seriam observados no manejo de conceitos e ferramentas matemáticas e, na utilização de técnicas de modelagem, assim como na busca de solução para o problema.  Também esteve implícito o compromisso social da equipe envolvida, pois o estudo da situação foi encarado como uma contribuição da universidade para a melhoria de condições de vida da população da cidade na qual ela está inserida.

2.1- Construção do modelo

2.1.1- Introdução 

A região do Jardim Catarina que foi estudada se divide em 466 quadras retangulares cujas dimensões são de 115 metros de largura e 385 metros de comprimento. Devido à dificuldade de obtenção de dados a respeito da distribuição de crianças em idade escolar, partiu-se do princípio de que elas estavam igualmente distribuídas em cada um dos quarteirões.  Também se levou em consideração que o deslocamento do aluno até uma escola seria feito a pé e no máximo ele deveria percorrer dois quilômetros.

A fim de simplificar o problema, as ruas entre as quadras foram desconsideradas. A cada quarteirão se associou um ponto do plano e suas respectivas coordenadas cartesianas.  Observou-se que alunos que moravam na mesma quadra poderiam estar distantes entre si até 500 metros (115+385), o que poderia acarretar diferentes escolas para estudantes residentes em um mesmo quarteirão.  Como, por hipótese, as crianças estavam igualmente distribuídas dentro das quadras, o número de estudantes que moravam nas quinas foi considerado desprezível.  A figura 1 abaixo ilustra o que foi feito.
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Figura 1 A                                                             Figura 1 B
A distância que seria percorrida por cada aluno não era a euclidiana, pois seria impossível atravessar por dentro da(s) quadra(s), conforme a figura 1B.  Esse aspecto do conceito de distância foi amplamente trabalhado pela equipe.  A princípio, houve uma reação contrária dos alunos a trabalhar com outra distância que não a euclidiana, por ela ser a “menor” e por ser vista com mais freqüência nos cursos da graduação.  Foi constatado que os estudantes não estavam familiarizados com outros tipos de distância, o que motivou um novo nível de investigação do problema (omitido nesse texto) relacionado à pesquisa de distâncias não usuais (do máximo, do taxista, em códigos, de palavras, em grafos, etc..).

Optou-se então pela distância da soma [3], também denominada, do taxista, que é intuitiva e adaptável à realidade do problema.  Ela é dada por:

                  d(u,v)= 
[image: image2.wmf]2

1

x

x

-

+ 
[image: image3.wmf]2

1

y

y

-

,    sendo u = (x1, y1) e v = (x2, y2)             (1)

As dimensões horizontal e vertical das quadras eram diferentes.  Logo, a distância percorrida entre as quadras u e v, designada por D( u,v) é:

                 D(u,v)= 385 
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A situação de distribuição de escolas no bairro foi associada a um Problema de Coloração de Vértices dentro da Teoria dos Grafos, que é uma das áreas da Matemática Discreta que vem apresentando grande desenvolvimento e possui muitas aplicações.  Parte dos alunos envolvidos na modelagem havia estudado essa teoria recentemente.  A seguir, serão dadas algumas definições a respeito de grafos e será apresentado o modelo.

2.1.2- Algumas definições de Teoria dos Grafos
As definições abaixo, assim como maiores detalhes sobre Teoria dos Grafos podem ser vistos em [2], [4], [5], [6] 
Um grafo G (V,E) é uma estrutura matemática formada por um conjunto finito não-vazio V e um conjunto E de subconjuntos de dois elementos de V. Sempre que não houver confusão, um grafo G(V, E) será designado apenas pela letra G.  Os elementos de V são denominados vértices de G (ou nós) e os elementos de E são as arestas              ( ligações) de G.   Numa aresta e = {u,v}, os vértices u e v são adjacentes, pois estão unidos pela aresta “e” os vértices  u e v são incidentes  à aresta “e”.

Pode-se representar um grafo G de várias maneiras; uma delas é por meio de uma representação gráfica em que seus vértices são associados a pontos distintos em posições arbitrárias e cada aresta e = {u,v} é representada por uma linha que une os pontos (vértices) correspondentes a u e v, conforme está ilustrado na figura 3 abaixo.
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Figura 3
O grau de um vértice u é dado pelo número de arestas incidentes nele.  Por exemplo, no grafo acima, o grau do vértice 2 é um e o grau do vértice 1 é três.  A vizinhança de um vértice u, denotada por N(u) é o subconjunto de vértices que são adjacentes a ele.  No caso do grafo da figura, a vizinhança do vértice 1 é N(1)= {2, 3, 4} enquanto que  a do vértice 4 é N(4) = {1, 3}.
Um Problema de Coloração de Vértices consiste em colorir todos os vértices do grafo G com o menor número de cores, de tal forma que dois vértices adjacentes tenham cores diferentes.   Geralmente este tipo de problema é computacionalmente difícil de resolver, ou seja, para um grafo qualquer, até o presente momento, não se conhece um algoritmo que forneça uma melhor solução em tempo hábil, o que leva a trabalhar com métodos ou heurísticas que produzam uma boa solução para o problema.   A seguir (figura 4) são vistas duas maneiras de colorir os vértices do grafo do exemplo anterior.
Observa-se na figura 4A que a cor cinza foi utilizada três vezes enquanto que as cores branca e preta foram empregadas apenas uma única vez cada uma.  Essa coloração não é equilibrada.  Diz-se que uma coloração de vértices é equilibrada se:  ‌‌
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 1 , sendo ci e cj respectivamente o número de vezes em que as cores i e j foram usadas para colorir o grafo.   A figura 4B ilustra uma coloração equilibrada.



Figura 4 A                                              Figura 4 B
2.1.3- O Modelo

Na situação específica de distribuição de escolas no Jardim Catarina, foi construído um grafo G cujos vértices eram as quadras.  Existia uma aresta entre dois vértices (quadras) u e v se a distância definida em (2) fosse maior do que dois quilômetros, o que implicava que as crianças que morassem na quadra u não deveriam freqüentar a mesma escola que as residentes na quadra v.
Conforme já escrito, a cada quarteirão foi associado um vértice (ponto preto) e a presença de uma aresta (linha) indicava que as quadras estavam distantes mais de dois quilômetros. A figura 5 abaixo mostra uma pequena parte dos quarteirões e uma representação gráfica para a parcela do grafo correspondente.  Observou-se que existia, exceto nos quarteirões próximos das fronteiras do bairro, uma simetria no grafo.

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	


Figura 5
Cabe observar, que na representação gráfica da figura 5, alguns vértices não possuem aresta, o que não implica que eles e também os demais vértices possam estar ligados a outros vértices do grafo, pois existem 466 quadras no bairro.  É desnecessário e até impossível representar todas as quadras e suas ligações.  A idéia é entender como foi modelado o problema e como pôde ser resolvido por meio de coloração de vértices.   Por que a situação apresentada se enquadrava em um Problema de Coloração de Vértices?
A atribuição de uma mesma cor para diferentes quadras indicava que uma escola serviria para atender todas as crianças desses quarteirões.  Duas cores distintas, atribuídas a diferentes quadras, retratavam a situação de quarteirões que se distanciavam mais de dois quilômetros, portanto não poderiam ser associados à mesma escola.  Com isso, se justificava a idéia de colorir vértices, além do mais, desejava-se ter o menor número de escolas distribuídas dentro do Jardim Catarina.  Logo, a situação apresentada se adequava a um Problema de Coloração de Vértices. 

Na modelagem em Teoria dos Grafos é usual o trabalho com algoritmos, ou seja, a escolha do método de resolução é uma parte importante da modelagem, principalmente no caso de problemas computacionalmente difíceis como o de coloração de vértices.  A equipe não teve a pretensão de desenvolver um algoritmo sofisticado e elaborado para a distribuição das escolas no Jardim Catarina.  No entanto, as idéias apresentadas pelos alunos do grupo foram muito ricas, tanto sob o ponto de vista de ensino-aprendizagem quanto sob o aspecto computacional.  Neste texto, será apresentado, em linhas gerais, o método utilizado para a coloração.  
È importante ressaltar que os alunos da equipe, responsáveis pela construção do modelo, não tinham experiência em computação e isso não foi um empecilho para que pensassem em como resolver a situação da distribuição de escolas, pois eles sabiam que o método que garantia uma melhor solução é inviável computacionalmente, daí a necessidade de investir em outras formas de resolver o problema.  Abaixo o algoritmo que foi desenvolvido pelos estudantes e adaptado pelos professores.  O método está colocado de forma genérica.
2.1.4 - O Algoritmo
1º passo: Definir cada vértice do grafo G(V,E) como o centro de uma quadra e um conjunto de cores C= {1, 2, . . n} , sendo que n  corresponde ao número de quadras.
2º passo:  Definir a adjacência de cada vértice pela distância dada em ( 2) de tal forma que dois vértices u e v são adjacentes se e somente se 
                 D(u,v )= 385 
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                Atribuir o valor 1 à variável (cor)  i :     i← 1

3º passo:  Ordenar os vértices em ordem decrescente em relação ao grau.

4º passo:  Colorir todo o grafo com a cor 1 e retirar esta cor do conjunto de cores C  
( C← C – {1} )
5º passo: Escolher um vértice u de maior grau.  Se existir em N(u) (vizinhança de u: conjunto dos vértices adjacentes a u) um vértice v tal que a cor de u seja igual a cor de v então colorir v com a cor (i+1).  Retirar o vértice u e suas arestas do grafo G, obtendo um novo grafo G tal que esse novo grafo (G) será considerado G – {u} ( G ← G – {u}).
6º passo:  Repetir o passo 5 até eliminar todos os vértices.
As figuras 6 abaixo ilustram o método, quando aplicado ao grafo do exemplo. Para melhor visualização, as cores 1 e 2 são respectivamente branca e preta. A primeira figura (A) representa a coloração inicial; o grafo foi colorido com a cor 1. A segunda (B) mostra a seqüência dos passos feita uma única vez e a C indica o resultado final.  
Observa-se que o método partiu do “erro“ para o “acerto”.  Os vértices foram coloridos de forma errônea e só então é que a coloração foi sendo feita corretamente na medida em que algoritmo foi executado.  Essa maneira de proceder é contrária ao que se costuma ver nos algoritmos de coloração e, inclusive na maneira de tratar os problemas; geralmente se deseja, desde o início, ter acesso a soluções viáveis ou “próximas” delas.  

Outro aspecto importante é que o método, com pequenas modificações, é perfeitamente adaptável a outras situações de coloração de vértices mais complexas, o que motivou que um outro grupo de alunos da equipe estudasse a sua convergência, fizesse modificações e o implementasse. Serão omitidos neste texto os resultados da adaptação e da implementação do algoritmo por formarem o terceiro nível do trabalho desenvolvido a respeito do Jardim Catarina.


Figura 6 A                                                  Figura 6 B

Figura 6 C

Em relação à interpretação dos resultados, a coloração do grafo indica o número de escolas necessárias.  Na pequena amostra com 16 quarteirões, haveria necessidade de duas escolas (cores branca e preta).  A resposta estava correta, mas seria interessante que a distribuição de escolas respeitasse também a hipótese de que as crianças estavam igualmente distribuídas em todas as quadras.  No caso da solução que foi apresentada, haveria uma única escola para atender a 13 quadras e uma outra escola para atender apenas três quarteirões.  Como resolver essa má distribuição?
Foi observado que a solução mostrava um desequilíbrio e isso poderia causar sérios problemas administrativos, sociais e outros à prefeitura.  Optou-se por redistribuir as cores no grafo e associar a cor das quadras com a escola.  Em suma, havia necessidade de equilibrar a solução, o que colocou os alunos da equipe em contato com um conceito de coloração equilibrada (ver item 2.1.2), que é útil em situações que exigem uma distribuição eqüitativa (de trabalho, de tempo, de materiais, etc..).  A figura 7 ilustra uma solução equilibrada.  

Figura 7

3- Conclusões 
A construção de um modelo matemático pode ser motivadora no aspecto de ensino-aprendizagem, porque uma mesma situação permite diferentes abordagens e níveis de aprofundamento.  O estudo do problema de distribuição de escola no Jardim Catarina permitiu desdobramentos que não foram pensados no início.  A situação possibilitou aprofundamentos de conteúdos matemáticos, computacionais e sociais desejáveis na formação de futuros professores.

O modelo educativo, por ser simples, é acessível ao nível de conhecimentos dos alunos, mas durante a construção do modelo do exemplo explorado neste texto, os estudantes se depararam com dificuldades conceituais dentro da Matemática ao lidar com um contexto que exigia um outro tipo de distância que não fosse a euclidiana, a qual estavam mais familiarizados.  A modelagem serviu neste caso para que a equipe de licenciandos fosse alertada sobre a importância da abstração e da generalidade de um conceito matemático.
Para chegar ao modelo, houve necessidade de estudar e de abstrair, isso se contrapôs a tendência de resolver somente “aquela” situação proposta, sem se preocupar com a generalização do modelo.  Embora ele tenha sido construído para resolver o problema de distribuição de escolas, ele é adaptável a outras situações semelhantes em que se utilize uma coloração de vértices.

Também cabe ressaltar que no processo de construção do modelo (educativo), às vezes, se observa uma predisposição de se partir de uma possível resposta sem antes estudar o problema e suas limitações, sem saber que variáveis e aspectos serão levados em consideração ou desprezados.    No modelo construído, houve o cuidado de se justificar as simplificações feitas, pois uma das finalidades do trabalho era observar como os alunos desenvolviam a modelagem.
Sob o ponto de vista da modelagem, pode-se afirmar que o modelo construído, assim como o método de resolução são interessantes por serem de fácil compreensão e por permitirem algum tipo de contribuição da equipe na escolha do método de resolução, que não se prendeu a uma abordagem clássica do problema.  A análise dos resultados também possibilitou que se verificasse que uma resposta mais realista seria obtida, caso se utilizasse uma coloração equilibrada.
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� O projeto da UERJ/FFP intitulado “Modelagem matemática na formação de licenciandos e professores”.  A equipe é constituída por dois professores e seis alunos da licenciatura em Matemática.
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