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MATEMÁTICA DO SOL, GNÔMON E SOMBRA

José Antonio Salvador. Departamento de Matemática  – UFSCar. salvador@dm.ufscar.br

Introdução

O lugar onde vivemos é um laboratório natural para nossos questionamentos. Tópicos como a projeção e a medida de ângulos, distâncias de objetos inacessíveis, etc. podem ser abordados com simples experiências da projeção da sombra um gnômon. A determinação do meridiano local, construção da rosa dos ventos, medida da circunferência da terra e a construção de relógios de sol etc. contribuem para a fixação de conceitos e a aprendizagem de conceitos matemáticos de forma agradável.

Apresentamos uma motivação para o ensino e aprendizado das Ciências e Matemática de problemas relacionados com a projeção da sombra solar de um gnômon. Propomos a exploração do sol como um tema interdisciplinar, abordamos tópicos como projeção, medida de ângulos, distâncias de objetos inacessíveis, cálculo da bissetriz de um ângulo, perpendicularidade, circunferência, elipse, regra de três, trigonometria, etc. com experiências e kits para a determinação do meridiano local, rosa dos ventos, circunferência da terra e a construção de relógios de sol.

Questionamentos

É muito comum a gente dizer que o sol nasce no leste e se põe no oeste. Onde você mora o sol nasce todo dia à mesma hora? Será que o sol nasce sempre no mesmo local?  Será que no início da primavera, do outono, do verão ou do inverno o sol nasce no mesmo local? 

· É o movimento do sol ou o da terra que produz o dia e a noite?  

· Porque será que nós temos o dia claro e a noite escura?  

· O sol fica a pino na sua região?

· O sol sempre fica a pino ao meio dia?

· Onde você mora em que dia(s) do ano o sol fica a pino ao meio dia?

· Em que regiões da superfície terrestre é possível ver o sol a pino ao meio dia?

· A sombra de um objeto muda de direção e de tamanho durante o dia? 

· Durante os vários dias do ano a sombra mínima da ponta de uma haste vertical varia de tamanho? 

· Como podemos nos orientar (procurar o oriente) e nos localizarmos na nossa rua, cidade, estado, país e na superfície da Terra?

· Em que direção fica a frente de nossa casa? E da nossa escola?

· Como orientar a construção de uma casa ou de uma escola de modo que ela receba a máxima iluminação natural? 

· E como deve ser a inclinação do telhado de uma construção para que a energia recebida pelas placas solares sobre ele seja otimizada nos meses de inverno de nossa região? 

Registros e estudos de sítios arqueológicos mostram a enorme ligação das primeiras civilizações, com os astros, principalmente com o Sol, responsável pela da vida na superfície da terra. 
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Raios solares e semicircunferência de sombra

Algumas tribos indígenas usam o gnômon como relógio e constrói suas aldeias seguindo uma orientação precisa baseada na direção do nascimento do sol. 

A importância do Sol no cotidiano, e o reconhecimento deste fato pelas civilizações antigas e indígenas levaram ao seu endeusamento por muitas delas.

O Movimento Aparente do Sol

Os mourões da cerca fixos nas margens de uma estrada ou rodovia vão ficando para trás, quando passeamos ou viajamos de carro. O movimento aparente deles é no sentido contrário ao movimento real do carro. Sabemos que a terra também gira ao redor de seu eixo de oeste para leste, no entanto, observamos o movimento circular aparente de toda esfera celeste de leste para oeste, da mesma forma que nossos antepassados. 

Em particular o Sol, que nasce de um lado no horizonte, alegrando as manhãs, trazendo luz e calor, alcançando o seu ponto mais alto no céu e completa um arco de circunferência até se por do outro lado, quando a noite chega, então as estrelas, aparentemente, começam a percorrer o céu na mesma direção. Como os povos antigos, os índios e os sertanejos, que vivem distantes das cidades, olhamos para o céu e também questionamos:

Será que o Sol nasce sempre no mesmo lugar?  

É com a simples observação diária do nascimento do Sol através de uma porta ou janela de nossa casa, e durante um intervalo de dias, semanas, meses ou nas várias estações do ano, podemos responder corretamente esta pergunta.  

E afinal, onde fica o Leste (o oriente?).
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Sombra mínima de um gnômon vertical nos dias de solstícios SV e SI e nos Equinócios E 

numa latidude entre os trópicos.
Qual é o tamanho mínimo da sombra de um gnômon num dia do ano?

A apresentação destes problemas para os alunos e outros relacionados, como o ato de fazer experiências com sombras, como a da determinação dos pontos cardeais e do meridiano astronômico do lugar no próprio pátio da escola, na casa ou numa praça, certamente contribuirá muito para o aprendizado significativo de vários conceitos de um modo interessante para toda classe.

Medidas de Objetos Inacessíveis
Lembramos que do grande cientista grego Tales de Mileto (http://turnbull.mcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Thales.html) herdamos as experiências para medir alturas de objetos inacessíveis usando a sombra de um gnômon. Quando ele visitou o Egito no século VI a.C. mediu a altura da grande pirâmide e nos deixou uma ferramenta matemática importante, como o princípio de semelhança de triângulos, provavelmente, o mesmo princípio usado pelos construtores das pirâmides muito séculos antes.
A circunferência da Terra medida por Eratóstenes (http://turnbull.mcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Eratosthenes.html) no século III a.C. foi uma grande proeza para sua época. Considerou os raios solares chegando paralelos a superfície esférica da Terra e as cidades de Alexandria e Siena (atual Assuã) localizadas num mesmo meridiano. Assim, com uma regra de 3 simples, as propriedades dos ângulos alternos internos e propriedades da circunferência, juntamente com o fato de que o ângulo das sombras dos raios solares quando projetados simultaneamente nos dois locais está para a distância das cidades assim como o ângulo da circunferência completa está para todo o seu comprimento, permitiram a medida do comprimento e conseqüentemente do raio da Terra com grande precisão. 
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Orientação

A necessidade de marcação do tempo e de foi cada vez maior a partir do surgimento das grandes navegações. Destacamos alguns processos de orientação que podem ser trabalhados interdisciplinarmente. 

Bússola

 Com a bússola e um mapa na mão podemos seguir na direção desejada. A bússola é um instrumento que sempre aponta para a direção do pólo norte magnético. É um método comum de orientação.  Embora seja uma boa aproximação para o pólo norte geográfico, geralmente o pólo norte magnético não coincide com o pólo norte geográfico e esta diferença é a declinação magnética do lugar. Pense num kit simples para construir uma bússola utilizando uma agulha e rolha.

Estrela Polar

A estrela Polar, situada na cauda da constelação da ursa menor, está praticamente fixa na direção do Pólo Norte Celeste. Ao redor dela toda a esfera celeste aparentemente gira de modo que as estrelas circunvizinhas descrevem uma circunferência completa ao seu redor. A projeção dela no horizonte indica a direção Norte.

Cruzeiro do Sul

Não podemos observar a estrela polar no hemisfério sul, mas os primeiros navegantes que se aventuraram para o sul já usavam a constelação do Cruzeiro do Sul como uma boa referência para determinar o Pólo Sul Celeste. O braço maior da constelação do Cruzeiro do Sul é formado pelo segmento de reta que une a estrela  a mais brilhante que se encontra no pé do cruzeiro, conhecida como a estrela de Magalhães e a estrela conhecida como Rubídea, que fica na cabeça do cruzeiro.  
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Orientação pelo Cruzeiro do Sul (http://www.cdcc.sc.usp.br/cda/ensino-fundamental-astronomia/parte1a.html)

O prolongando do braço maior do Cruzeiro do Sul por aproximadamente 4 vezes e meia, nos dá um ponto imaginário na esfera celeste, o Pólo Sul Celeste. Ele fica nas vizinhanças da Sigma do Oitante, uma estrela pálida e quase invisível a olho nu. A projeção dele no horizonte nos indica a direção Sul. Os pólos celestes norte (N) e sul (S) permanecem fixos enquanto a abóboda celeste gira em seu movimento diurno aparente.

Meridiano LocalXE "O Meridiano Local"
O meridiano astronômico do local é o plano vertical contendo o zênite e os pólos. Ele contém a linha meridiana do local, a linha Norte – Sul (N – S). É nele que está localizado o eixo da esfera celeste, que é prolongamento do eixo de rotação da Terra, ao redor do qual toda a abobada celeste aparentemente gira. 
O meridiano é de suma importância para nossa orientação e para a astronomia. De fato, observamos que telescópios são instalados de modo a girar num plano perpendicular a direção N - S e podem se mover no sentido contrário ao da rotação da terra para acompanhar o movimento dos astros, e as lunetas meridianas só se movem ao longo do meridiano local.
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O eixo do mundo

No caso de determinação das horas, o meridiano do lugar contém o eixo da esfera celeste, que funciona como um grande ponteiro fixo, paralelo ao eixo de rotação da terra.

A posição do sol pela manhã ou tarde é muito importante, não só pela energia que ele envia para a superfície terrestre, mas também para a vida e contribui para a determinação da orientação geográfica. Como usa-lo para nos orientar? 

Gnômon: Um Relógio de Sol Vertical

A trajetória aparente do sol na esfera celeste durante um dia ensolarado é um arco de circunferência em torno do eixo terrestre, fazendo com que a direção da sombra de um gnômon, uma haste fincada verticalmente, varie de posição e de tamanho durante o dia.

Num simples experimento podemos explorar a projeção horizontal da sombra de um gnômon fincado verticalmente no solo. Medir o tamanho e a direção da sombra do gnômon em vários intervalos de tempo do dia. 

A localização do Pólo Sul Celeste pelo Cruzeiro do Sul também é imprecisa. Podemos determinar a direção N – S com melhor precisão usando a projeção da sombra solar de um gnômon: Um relógio de sol vertical, muito usado pelas primeiras civilizações. Incrivelmente este tipo de relógio de sol ainda é usado por tribos indígenas brasileiras, como afirma Afonso (2006).
Tribos de índios brasileiros também orientam as construções de suas aldeias e muitas civilizações deixaram sítios arqueológicos como o de Stonehenge na Inglaterra, Carnac na França, etc. com orientações das suas vilas bem definidas a partir da observação de fenômenos celestes. 
A direção da sombra de um gnômon ao longo dia, varia e vai diminuindo até o meio dia solar verdadeiro quando o sol atinge o ponto mais alto no céu e depois vai aumentando à medida que vai entardecendo. 

Linha Meridiana, Divisão de Ângulos e a Rosa-dos-Ventos

O questionamento de como são os tamanhos das sombras de um gnômon vertical com o passar das horas do dia, de manhã cedo, à medida que o sol vai se elevando, até atingir o ponto mais alto do céu, exatamente ao meio dia solar verdadeiro, e à medida que o sol vai descendo até à tardinha, enfim a observação da trajetória circular aparente do sol na esfera celeste durante um dia ensolarado faz com que a direção da sombra de um gnômon varie de posição e de tamanho durante o dia e o ano, nos leva a conhecer melhor o mundo em que vivemos. 

A direção da sobra mínima do gnomôn durante o dia indica a linha meridiana, que nos dá a direção Norte – Sul. 
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Sombra, ângulo, Bissetriz, Meridiano Local, Perpendicular, Pontos Cardeais

O perpendicularismo entre retas pode ser motivado pela obtenção dos pontos cardeais N – S – L – O. Traçando a perpendicular à linha meridiana que liga os 2 pontos N - S, obtemos a linha Leste - Oeste (L – O). Continuando o processo da divisão de ângulos, com as bissetrizes dos 4 quadrantes, obtemos os 4 pontos colaterais, localizados entre os pontos cardeais, Nordeste (NE), Noroeste (NO), Sudeste (SE) e Sudoeste (SO); os 8 pontos subcolaterais, localizados entre um ponto cardeal e um ponto colateral, Norte-nordeste (NNE), Norte-noroeste (NNO), Leste-nordeste (ENE), Leste-sudeste (ESSE), Sul-sudeste (SSE), Sul-sudoeste (SSO). Oeste-sudoeste (OSO) e Oeste-noroeste (ONO). Com a exploração dessa progressão de divisões sucessivas, obtemos os 16 pontos intermediários localizados entre dois pontos (cardeal e colateral ou subcolateral), chamados de intermediário entre S e SSE; intermediário entre NE e NNE, etc.

Se a sombra mínima do gnômon for nula num local no dia do experimento, isto é, se o sol passa pelo zênite do observador naquele dia, podemos determinar a linha meridiana local observando as sombras de mesmo tamanho da manhã e da tarde. 

Fincamos uma haste reta (de madeira, metal, cabo de vassoura,...) perpendicular a uma superfície plana lisa e horizontal num local C onde se tenha sol de manhã e de tarde, principalmente próximo do meio dia solar verdadeiro.
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 Usamos fio de prumo ou esquadro para certificar-se de que a haste está realmente na posição vertical, conseqüentemente apontando para o centro da terra. 

Traçamos no chão vários arcos de circunferências concêntricas das extremidades da sombra do gnômon com um pedaço de barbante, corda fina ou arame amarrado no pé da haste C e marque neles os raios, ligando os pontos extremos das sombras com o centro C do gnômon.

Durante à tarde marque também os raios da sombra projetados pela haste que atingem a extremidade de cada um dos arcos de circunferências feitos no período da manhã.

Obtemos vários ângulos com vértices no pé da haste C, cujos lados são os pares de raios de um arco de uma mesma circunferência de sombra. 

Traçamos a bissetriz de cada par desses ângulos de raios de mesmo tamanho de sombra. Será que elas coincidem? Evidentemente que sim! 

É a bissetriz comum destes ângulos de sombra de mesmo tamanho que nos dá a linha meridiana do local, indicando a direção Norte-Sul (N - S) do lugar.

 Traçamos a reta perpendicular à linha N-S para obter a direção Leste-Oeste (L - O), e os pontos cardeais do lugar ficam completamente determinados. 
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Muitos questionamentos podem ser efetuados durante a experiência, como o conceito de perpendicularismo, ao fincar a estaca no solo, centro de uma circunferência, raio de uma circunferência, ao marcar os raios de sombras nos momentos apropriados, ângulo entre os raios de sombra de mesmo tamanho e bissetriz, ao traçar as bissetrizes dos ângulos obtidos pela sombra dos raios solares da manhã e da tarde respectivamente, etc.

Pode-se questionar também como os operários das construções prumam os muros e paredes e como eles fazem outras orientações.

Na maioria das cidades existem obeliscos para enfeitar suas praças, jardins e instituições, geralmente para homenagear personagens históricos, provavelmente herdados do simples gnômon, usado para marcar as horas do dia, início das estações do ano etc. no centro das vilas das primeiras civilizações. Para enriquecer mais o projeto propomos a interação com professores de outras disciplinas e de outras escolas principalmente aquelas sobre o mesmo meridiano, para discutirem e trocarem resultados de observações e experiências sobre a posição onde o sol nasce durante as várias estações do ano e a altura máxima do sol ao longo do ano, etc.


É importante questionar desde a convenção N – S (Norte - Sul), o que se observa com as sombras marcadas no verão ou no inverno, em que locais ou cidades da Terra temos o mesmo meridiano. Será que a Assuã, antiga Siena, e Alexandria usadas por Eratóstenes para medir a circunferência da Terra estão sobre um mesmo meridiano? Cheque num globo terrestre e observe que a linha N - S local sobre ele passa a ser uma geodésica da Terra, isto é, uma circunferência máxima da Terra chamada meridiana, explore as coordenadas geográficas e entenda os conceitos de latitude e longitude abordados na geografia.   Utilize o “Google Earth” e localize as cidades e suas latitudes no globo terrestre.

Apresentamos um conjunto alguns temas relacionados com o da determinação do meridiano local com grupos de alunos, como:

1) Explore o tamanho da sombra de um gnômon vertical nas várias horas do dia. Observe a variação da direção do nascimento do sol com o passar dos dias e das estações. Será que o Leste é o lugar onde o sol nasce? Afinal, onde fica exatamente o Leste? 

2) A determinação da bissetriz de um ângulo de sombras de um gnômon, uma simples haste fincada verticalmente no solo, pode despertar o interesse dos alunos e fazer com que eles questionem problemas de ciências e matemática, relacionando-os com a geografia e as ciências do lugar onde vivem, da terra e do céu. 

3) Explore o tamanho mínimo da sombra do Sol de um gnômon vertical nas várias épocas do ano. Será que todos os dias do ano ao meio dia o sol está a pino, isto é, não se tem sombra? Use um gnômon para determinar a altura da escola.

4) Qual é a curva obtida ao traçarmos a sombra mínima da ponta do gnômon vertical todos os dias do ano.

5) Observe a ser a trajetória aparente do sol no inverno e no verão? 

6) Usar o meridiano local para fazer uma rosa dos ventos florida na escola. Neste projeto pode-se integrar uma atividade de Geografia e outras Ciências como botânica, em cada direção plantar flores de cores diferentes ou plantas com folhas de cores ou tonalidades diferentes. Marcar as letras N (Norte), S (Sul), L (Leste) e O (Oeste) com garrafas Pet fincadas no solo, elas demoram muitos anos para se decomporem. Integre com um tópico ambiental, explorando os 3 R´s, Redução dos gastos, Reutilização e Reciclagem de materiais e o uso de sucatas para várias atividades educacionais.

7) Caça ao Tesouro. Determine os pontos cardeais na escola e proponha brincadeiras de caça ao tesouro com os alunos das primeiras séries, enfoque o problema das coordenadas planas.    

8) Medir a circunferência de uma esfera de isopor, usando um transferidor, o meridiano local e a sombra de dois estiletes fincados verticalmente na direção do meridiano local, reproduzindo a experiência de Erastóstenes. É possível de medir se não colocarmos os estiletes sobre o mesmo meridiano? 
9) Calcule o comprimento do meridiano terrestre sabendo-se que o raio médio da terra é [image: image9.wmf]r

 = 6373 km. A primeira definição oficial do metro foi a décima milionésima parte de ¼ do meridiano terrestre. A partir de 1973 o metro é considerado como o comprimento da trajetória da luz no vácuo durante 1/299792458 segundos.

10)   Explore um globo terrestre e faça questionamentos para compreender os problemas relacionados com: Coordenadas geográficas; Astrolábio; Bússola e outros instrumentos usados nas grandes navegações do século XV.

11)  Pesquise sobre o radar e o GPS ( Global Positioning System) usado atualmente em comunicação com satélites para localizar as coordenadas de pontos na superfície da terra e no espaço, como para determinar a posição de um avião ou navio. 

12)  Explore o meridiano referencial de Greenwich e os fusos horários. Pesquise sobre as coordenadas geográficas. 

13)  Por que usamos coordenadas cartesianas para os mapas das cidades e não nos mapas terrestres?

14)  Pesquise sobre os monumentos antigos como Stonehenge no sul da Grã-Bretanha que provavelmente serviu de observatório astronômico e de orientação para os povos há milênios. 

15)  Pesquise sobre como o poeta medieval Dante descreveu numa das obras literárias mais famosas do mundo, a Divina Comédia, o mundo tal como ele era imaginado na sua época, séculos XIII e XIV.  

16)  Pesquise trechos de livros, letras de poesias, músicas etc. que falam do sol (da Terra e Lua). 

17) Tendo determinado o meridiano do local, pesquise a latitude do local. Observe que a latitude do local é a elevação do pólo celeste. 

18)  Conhecendo-se o meridiano e a latitude local construa um relógio de sol com montagem equatorial. Aponte o gnômon para o pólo elevado do local e o mundo girará em torno dele 15 graus a cada hora. Determine experimentalmente o erro em cada dia (semana, mês ou estação do ano). Explore o analema.

19)  Faça uma Rosa dos Ventos no pátio da sua escola. Pinte-a com as cores que preferir. Faça uma rosa dos ventos com flores no jardim de sua casa ou no jardim de sua escola. 

20)  Explore todos os assuntos relacionados com a luz do sol e fenômenos conhecidos como: Decomposição da luz; Composição química do sol; reações nucleares que ocorrem no interior do sol ou de uma estrela. Fotossíntese, etc;

21)  Observe o ângulo da direção da ponta da sombra de um observador com o arco-íris;

22) Elabore uma ficha de atividades incluindo questões que podem ser exploradas em cada experimento, como a do exemplo a seguir:

23)  Conforme a Terra move ao redor do Sol ao longo do ano, os seus hemisférios ficam mais ou menos iluminados, o que torna o caminho que o Sol percorre no céu durante o dia é mais longo no verão ou mais curto no inverno.

24)  Como é a iluminação natural de nossa casa? De nosso local de trabalho? Será que nossas construções otimizam a luz natural? No hemisfério sul seria interessante que nossas casas tivessem janelas voltadas para o nordeste ou noroeste para que no inverno a luz da manhã ou da tarde incida sobre elas e possa aquecer o ambiente. No sudeste ou sudoeste podemos plantar árvores para que a sombra possa refrescar o ambiente no verão. Seria interessante que a inclinação do telhado de nossa casa fosse voltada para o norte para propiciar a instalação de placas para que captação de energia solar fosse otimizada no inverno.

25)  Elabore uma ficha de atividades incluindo as questões que podem ser exploradas em cada experimento, como a do exemplo anexo.

26)  Explore o mundo com o Google Earth.

Ressaltamos que os dias são mais iluminados no verão e menos no inverno. Este fato se deve ao movimento de translação da Terra ao redor do Sol ao longo do ano, fazendo com que os seus hemisférios ficam mais ou menos iluminados, tornando o caminho aparente que o Sol percorre no céu mais longo ou mais curto dependendo da estação do ano. 


Considerações Finais

No programa de Educação Continuada do DM - UFSCar que desenvolvemos nos últimos anos com professores das escolas públicas de São Carlos e região, como os Projetos Pró-Ciências até 2002, Projeto Teia do Saber a partir de 2003, etc. abordamos vários tópicos interdisciplinares. Sempre procuramos confeccionar materiais didáticos para que os professores pudessem levar para as suas escolas e incrementarem as suas aulas de matemática. Tópicos como o abordado neste relato e muitos outros tiveram bastante aceitação e sucesso.
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http://www.astrosurf.com/diniz/observatorio-ing.html  (Nova Friburgo)

http://www.loeb-larocque.com/8.html (mapas antigos)

http://www.scienceandsociety.co.uk/results.asp?image=10194519&wwwflag=&imagepos=1 (armilario03, relógio de sol, Índia - 1686-1743)

http://www.rog.nmm.ac.uk/ (Observatório Real de Greenwich - Londres)

Ficha de AtividadesXE "Ficha de Atividades"
Nome do Aluno:

Nome do Professor:

Escola:

Localidade (Cidade, Estado, País): 

Latitude local:

Longitude local:

Data:                                        Hora Local:

Horário do nascer do sol:

Horário do pôr-do-sol:

Tabela sobre o tamanho da sombra de uma haste vertical de altura h nas várias horas do dia:

Tamanho da haste:
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Circunferências de sombra nas várias horas do dia:

Meio dia real:

Fazer ilustrações gráficas:

Anotar e citar outros dados que julgar interessante.

