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FRACTAIS EM SALA DE AULA: UMA EXPERIÊNCIA DE INVESTIGAÇÃO MATEMÁTICA EM CLASSES DE 6ª SÉRIE DO ENSINO FUNDAMENTAL

Fernando Luís Pereira Fernandes

GdS – Unicamp

fernandoribeirao@yahoo.com.br

Introdução

Esse relato de experiência conta um pouco sobre uma experiência que tive com duas classes da 6ª série do Ensino Fundamental, em uma escola privada de Campinas – SP.

Sou professor iniciante. Concluí a minha graduação em Licenciatura em Matemática no final de 2004. Antes de concluir o curso, tive a oportunidade de conhecer as investigações matemáticas e desenvolver um projeto de Iniciação Científica na área. Além da orientação do Prof. Dario Fiorentini, contei também com a colaboração do Grupo de Sábado (GdS) na reelaboração das tarefas desenvolvidas no trabalho de campo, na análise dos dados e na pesquisa de campo desenvolvida em parceria com Eliane Matesco Cristovão, também membro do grupo e professora responsável pelas classes.

Em certa oportunidade, fui “desafiado”, na verdade, convidado, pela professora da Faculdade de Educação da Unicamp, Dione Lucchesi de Carvalho, para elaborar uma tarefa exploratório-investigativa que envolvesse Fractais. Realmente, era um desafio, pois conhecia muito pouco de Fractais. A professora pensava em introduzir, em disciplinas de Prática de Ensino, assuntos e estudos mais recentes da matemática e que, porventura, tivessem potencial para serem desenvolvidos, em sala de aula, em uma dinâmica exploratório-investigativa. 

Entretanto, me propus a elaborar uma tarefa que eu pudesse utilizar em minhas classes de 6ª série e que, ao mesmo tempo, não deixasse de cumprir o conteúdo programático proposto para aquele trimestre. Fui atrás de material em bibliotecas e sites de busca. Encontrei alguns recortes, porém com enfoque acadêmico, rigoroso matematicamente e formal, diferente daquele que eu procurava. Até comprei um livro sobre o assunto, direcionado para professores de matemática e, quando iniciei o estudo a respeito dos fractais, apaixonei-me pela gama de possibilidades de trabalho que esse assunto poderia gerar; desde tarefas para o público que pretendia atender, até mesmo ao nível superior.

O que são os fractais?   

Segundo Barbosa (2002), o conceito de fractal ainda deixa muito a desejar, pois, desde a sua descoberta por Mandelbrot, sua definição tem sido aprimorada. Este autor utiliza uma definição que denota suas principais características:

Um conjunto F é fractal se, por exemplo:

- F possui alguma forma de “auto-similaridade” ainda que aproximada ou estatística;

- A dimensão fractal, definida de alguma forma, é mais que a sua dimensão topológica (tem dimensão fracionária);

- O conjunto F pode ser expresso através de um procedimento recursivo ou iterativo. Entretanto, essa dificuldade não deve ser obstáculo na Educação, à qual pode simplesmente convir uma conceituação simples e de fácil compreensão e entendimento. Bastará considerarmos a auto-similaridade. (p. 18 – 19)

A seguir, encontra-se um exemplo para ajudar a entender melhor o que são os fractais.

A Curva de Koch, a qual recebeu esse nome em homenagem ao seu criador, o matemático polonês Helge Von Koch. Note, a seguir, como a curva é construída. Em uma primeira etapa, temos, como ponto de partida, um segmento de reta. Na segunda etapa, o segmento de reta é dividido em três partes iguais, sendo que o terço médio é duplicado em dois segmentos que formam um dente, resultando em uma figura com 4 segmentos congruentes dispostos conforme o segundo desenho da Figura 1. Por ser um procedimento recursivo ou iterativo, o mesmo procedimento de construção é realizado, nas etapas seguintes, em cada segmento que surgir na curva, conforme ilustram as etapas  3 e 4 da Figura 1.
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     Figura 1.

O planejamento de uma tarefa investigativa com fractais

Dentre os vários tipos de fractais existentes, interessei-me por um muito conhecido: o Triângulo de Sierpinski. Ao analisar um dos capítulos do livro didático
 chamado Padrões Numéricos, pensei que seria uma ótima oportunidade de relacionar esses padrões numéricos com os padrões encontrados numa seqüência formada pelos triângulos de Sierpinski.

Pensando nisso, elaborei a seguinte tarefa:

 TAREFA 1: Investigando o Triângulo de Sierpinski

Instruções:
Os grupos serão constituídos por quatro pessoas, de tal forma que sejam divididas as obrigações de cada um. Escolham:

· Um Coordenador: responsável pela organização do trabalho e pela resolução de possíveis conflitos.

· Um Redator: responsável pela redação final do registro a ser entregue.

· Dois Relatores: serão dois membros do grupo, responsáveis pela apresentação (para toda a classe) dos resultados encontrados pela equipe. 

Apesar da divisão acima, todos deverão participar das etapas de produção do estudo.

A tarefa:

Observe o Triângulo de Sierpinski e suas transformações em três etapas:
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 (...)

   
(1)

    (2)
 
       (3)

1) Faça o próximo triângulo da seqüência.

2) Escreva o roteiro que transforma o primeiro triângulo (posição 1) na figura da posição (2) e faça o mesmo da segunda para a terceira posição, explicando o que acontece com a figura. Fique atento ao tamanho dos triângulos! 

3) Procure e registre, se encontrar, relações existentes entre os triângulos e as posições na seqüência. 

Por exemplo: relacionar a posição ocupada com o número de triângulos existentes ou faltantes, ou ainda com a área e/ou perímetro etc.

4) Escreva, com suas palavras, o padrão que descreve a seqüência.

Bom Trabalho, caros detetives!

Fernando

O desenvolvimento da tarefa em sala de aula

Esta era a primeira vez que eu estava a desenvolver uma tarefa investigativa em classes onde eu era o professor responsável.

Após iniciar o capítulo do livro didático, introduzi os alunos no trabalho de investigação. Ao todo eram 33 alunos e a atividade desenvolveu-se num período de 10 aulas em cada classe.  Na 6ª A havia 20 alunos e na 6ª B, 16 alunos. A duração de uma aula no colégio é de 45 minutos. Justifico o número de aulas, relativamente grande, para o desenvolvimento da atividade: primeiro, os alunos não haviam trabalhado de forma investigativa, isto é, não vivenciaram tal dinâmica; segundo, tinham dificuldade de trabalhar em equipes e, por último, a elaboração de um relatório também era novidade em uma aula de matemática. Além disso, duas aulas, em cada classe, foram utilizadas para a apresentação dos fractais, realizada na sala de multimídia, com a utilização do Datashow. Portanto, não foram dez aulas para aprenderem o que são fractais, mas sim para, através de um trabalho com fractais, aprenderem a trabalhar em grupo, a produzir relatórios e a investigar e comunicar idéias matemáticas.

O material que utilizei para análise, interpretação e composição da narrativa foi formado a partir de diário elaborado por mim, de observações realizadas em classe e de relatórios elaborados pelos grupos. 

Em dois dias de atividades...

A constituição dos grupos foi realizada por mim, pois em uma outra oportunidade, os alunos agruparam segundo suas amizades, não produzindo os resultados esperados. Em princípio, os alunos, apresentaram muita dificuldade em iniciar o desenvolvimento da tarefa, causando uma certa frustração de minha parte.

Quando iniciadas as observações dos grupos, procurei dar um arranque inicial à atividade, com o intuito de encaminhá-los a organizar os dados, construindo uma tabela e relacionando o número de triângulos existentes, o número de triângulos faltantes e a respectiva posição na seqüência. Os valores da posição 4 foram obtidos pelos alunos a partir da própria tabela, pois o desenho já não colaborava:

	Posição
	1
	2
	3
	4
	...

	Número de triângulos existentes
	1
	3
	9
	27
	...

	Número de triângulos faltantes
	0
	1
	4
	13
	...


Humberto, um aluno da 6a A, me surpreendeu. Embora ele mostrasse dificuldades em acompanhar minhas aulas, nessa atividade mostrou muita criatividade e percepção, principalmente para a resolução do item 3. Ao perguntar para ele o que poderia ser relacionado entre aqueles valores, ele respondeu:

Humberto: Vai de três em três multiplicando...

Fernando: Isso mesmo! Além disso, o que você relaciona entre o número de triângulos existentes e o de faltantes?

Humberto.: Eu pego o que falta, faço vezes 2 e mais 1!

Fernando: Nossa! Que legal! Vejam, garotas, ajudem o Humberto a continuar encontrando relações.

Tatiana e Giovana: É mesmo... ele encontrou sem querer?! 

Fernando: Não foi sem querer, não. Ele está atento aos valores da tabela!

Este foi um momento importante para valorizar o trabalho desse aluno que, pela primeira vez, mostrou-se desafiado em realizar uma atividade proposta. Era preciso aproveitar! 

Outros grupos buscaram relacionar também com o total de triângulos em cada posição, somando os existentes com os faltantes e, percebendo a existência de recorrência, fizeram um esquema semelhante ao da tabela abaixo:

	Posição
	1
	2
	3
	4
	...

	Número de

triângulos existentes
	1
	3
	9
	27
	...

	Número de

triângulos faltantes
	0
	1
	4
	13
	...

	Total de

triângulos
	1 + 0 = 1
	3 + 1 = 4
	9 + 4 = 13
	27 + 13 = 40
	


Enfim, notaram que o total de triângulos em uma posição era exatamente o número de triângulos que faltava na posição seguinte e assim conseguiram descobrir quantos triângulos faltavam na 5a posição.

Na 6ª B, um fato interessante aconteceu durante os trabalhos nos grupos: ao chegar no item 3, os alunos começaram a discutir se o triângulo, em determinado momento, acabaria ou não. Ao elaborar a tarefa, cheguei a pensar que havia um potencial para trabalhar com os infinitésimos, mas não foi algo que me tocou... Na sala, para a minha surpresa, Lia, uma aluna recém-chegada à escola e que demonstrava bastante dificuldade em acompanhar as aulas e, “para colaborar”, era tímida, resolveu falar:

Lia: Professor, esse triângulo acaba!

Leandro: Não acaba!

Fernando: Lia, por que acaba? Me explica?

Lia: Acaba porque vai chegar a uma hora em que eu não consigo desenhar mais o triângulo menor?!

Leandro: Mas eu posso ampliar, colocar uma lente de aumento...

Lia: Não dá, vai ficar todo furadinho!!!

Leandro: Dá porque eu posso fazer no computador. Dá porque se eu fizer um triângulo bem “porcaria” eu consigo fazer mais três porcariazinhas e tirar uma porcariazinha!!

Lia: Não dá! Professor, fala pra ele que não dá!

Leandro: Fala para ela que dá!

Fernando (para toda a classe): o que vocês acham, o triângulo acaba ou não acaba?

Enquanto isso, alguns alunos queriam falar ao mesmo tempo e, após algumas discussões calorosas entre eles, foi dado o sinal. Nesse dia, fiquei surpreso, pois os alunos continuaram a discutir e a tentar explicar, mesmo após o horário, para Lia e Laura, outra aluna que tinha a mesma opinião da primeira; foram perguntar para seus colegas da outra 6a série, querendo saber o que acontecia. Como os outros alunos não haviam sequer pensado nisso, parte da outra classe foi contagiada pela euforia de alguns alunos da 6a B.

O terceiro dia

Nessa manhã, fiz uma apresentação em Power Point sobre os fractais, procurando relacionar a esses assuntos aspectos da natureza, o aspecto estético e a auto-semelhança, propriedade existente em qualquer fractal e, em particular, em fractais geométricos como o Triângulo de Sierpinski.

Foi inevitável que os alunos, principalmente da 6a B, perguntassem se o triângulo acabaria ou não. Sempre me perguntavam, mas eu me segurava para não dar a resposta, deixando o grupo discutir um pouco mais; percebi que eles tentavam mil e uma formas de justificar que o triângulo não acabaria.


Mas, ainda não havia convencido as duas colegas que utilizavam um argumento visual a justificarem suas interpretações. Lia, no horário do intervalo, veio conversar comigo, acompanhada de Leandro, reproduzindo um diálogo semelhante ao citado anteriormente:



Lia: Professor, fala para mim que esse triângulo acaba...

Leandro: Lia, não acaba porque se você for tirando triângulos, infinitamente, mesmo que seja um triângulo porcariazinha, você consegue dividi-lo em 4 partes e tirar um triângulo mais porcariazinha ainda.



Lia: Mas, eu não estou vendo. Então não pode...

Leandro: Pode, sim!

Fernando: Pessoal, que tal vocês aproveitarem o recreio e depois nós discutimos um pouco mais. 

Analisando o diálogo dos alunos, notei que havia, na fala de Leandro, uma noção de infinitésimos bastante desenvolvida para um aluno de 6a série. Perceba que ele se refere à “porcariazinha” como sendo uma parte tão pequena quanto se queira; ou seja, ele consegue imaginar uma seqüência infinita de triângulos cujas áreas tendem a zero, uma forma (linguagem) bastante peculiar para justificar e provar sua conjectura. 

Lia e Laura, por outro lado, desenvolvem uma interpretação bastante empírica e presa à possibilidade de continuar a desenhar a seqüência. Além disso, Lia complementa justificando que, após tantas fragmentações, não será possível continuar a extrair triângulos menores, pois já estará todo “furadinho”.

No final da aula, pedi para que fizessem, como tarefa de casa, um resumo daquilo que eles entenderam da apresentação e principalmente, que escrevessem a sua opinião. Fiquei muito surpreso com o resultado, pois eles trouxeram uma pesquisa muito rica e interessante. Até música fractal foi encontrada. Vejo que essa busca por respostas feita pelo aluno, mobiliza o seu pensamento.

O Dia do Tribunal

Ao iniciar as aulas, em ambas as classes, formei uma grande roda para que todos os alunos pudessem acompanhar a fala dos demais colegas. Iniciei pela questão 1 e pedi para que um dos grupos explicasse como foi a construção. Na discussão, já sabendo que haveria explicações mais interessantes e menos interessantes (para mim, talvez), pedi para que fossem apresentados em primeiro lugar os resultados mais triviais.

Em geral, pude notar que a 6a série A acompanhou aquilo que foi solicitado na tarefa, não dando tanta atenção à questão da infinitude das iterações de constituição do triângulo de Sierpinski. Relações muito interessantes foram encontradas devido à contribuição de um aluno em especial: Humberto. Ele que, como já foi dito anteriormente, demonstra dificuldades em acompanhar o ritmo da aula, mostrou ser outro aluno em uma dinâmica de aula diferente da tradicional. Acredito que faltava instigá-lo...

 Ao final, nas duas classes, foram produzidos nove relatórios.

Para o item 3, das respostas encontradas, as mais simples diziam que, 

“Os triângulos que sobram são resultados da multiplicação de 3, por exemplo, 1 x 3 = 3, 3x3=9, 3x9 = 27 (...)” 

A tabela construída pelo grupo de Humberto colaborou para listar os resultados obtidos na investigação. A seguir, encontram-se algumas de suas interpretações:

1. Multiplicar os triângulos retirados [faltantes] por 2 e somá-los a 1 [obtém-se o número de triângulos existentes];

2. Somando sempre os dois valores existentes obtemos o próximo número de triângulos retirados;

3. Posição dos triângulos

9 = 3 x 3 = 3
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 3 – 1 = 2 

27 = 3 x 3 x 3 = 3
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 4 – 1 = 3

81 = 3x3x3x3 = 3
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 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf]®

5 – 1 = 4

4. Subtraindo a posição dos triângulos menos 1, assim, obtemos quantas vezes é preciso multiplicar o 3;

5. Os triângulos vão diminuindo de tamanho e aumentando a sua quantidade;

6. Multiplicando os triângulos ausentes por 3 e somados a 1 obtemos o próximo resultado;

Veja uma interpretação realizada por um grupo da mesma classe a respeito do primeiro resultado obtido pelo grupo de Humberto:

Multiplicar os triângulos retirados [faltantes] por 2 e somá-los a 1 [obtém-se o número de triângulos existentes] (Resposta dada pelo grupo de Humberto).

No triângulo 1, temos 1 triângulo e 0 faltantes, no 2, temos 3 triângulos e 1 faltante, no triângulo 3, temos 9 triângulos e 4 faltantes e no triângulo 4 temos 27 triângulos e 13 faltantes.O número que tem no triângulo é sempre multiplicado por 3. Ex: 27 x 3 = 81.Para encontrar os faltantes é só dividir por 2 e ignorar a casa decimal e o resto. (Resposta dada pelo outro grupo)


Na discussão em grupo, propus a comparação das interpretações dadas pelas equipes. De imediato, uma aluna disse que os dois estavam certos e justificou que “ali tem duas formas inversas”.

Pudemos notar que respostas diferentes, usando estratégias diferentes, denotam uma mesma compreensão da regularidade encontrada. Além disso, essa discussão, aparentemente simples, sobre a questão da validade de uma inversão, poderá ser, futuramente, um conhecimento muito importante para esses alunos na utilização do pensamento algébrico, que sequer era objetivo da tarefa.


Na 6a B, os alunos focaram, principalmente, a busca de respostas para explicar se o triângulo acaba ou não acaba. Assim, as interpretações a respeito dos itens solicitados foram em menor grau. Com uma colaboração da minha parte, um grupo chegou a comentar que “o número de triângulos aumenta e seu tamanho diminui”. Disseram ainda que “a área do triângulo era 1, virou ¼, depois 1/16 e assim por diante”,


Durante os dias anteriores, conversei com Lia para que ela expusesse sua interpretação e seu argumento para provar que sua idéia estava certa, mas que ela estivesse preparada e aberta às opiniões dos outros colegas.


Assim, após boa parte dos alunos falar, foi dada voz a Lia e Laura. Segundo elas, “o triângulo acaba porque não consegue ver, não tem espaço”. 

Leandro: Não consegue ver, mas tem espaço. Não vai importar a espessura do grafite. Sempre vai sobrar espaço.

Lia: Não vai sobrar!

Leandro: Vai sobrar!


Bruno: No computador dá!

Fernando: Agora, eu gostaria de ouvir o argumento das colegas. Depois a gente vai discutir as diferentes respostas.

Lia: Professor, tem que ficar tão grudado que não tem espaço [nessa hora, elas estavam usando o argumento do desenho, fazendo um triângulo no quadro].

Fernando: Então, meninas, façam uma ampliação dessa figura. Peguem uma parte dela e faça um desenho.

Lia e Laura: É, deu para fazer.

Fernando: E agora, se vocês fizerem novamente uma ampliação, o que acontecerá?

Lia e Laura [fazendo mais uma ampliação]: É, parece que dá...

Leandro e Bruno: Então, a gente tá certo!

Lia e Laura: Ah, professor! Não dá, não. Vai ter uma hora que vai acabar!?

Buscando evitar um constrangimento àquelas alunas, foi preciso interromper a discussão para fazer uma explicação. Procurei trazer a definição de fractal à tona e lembrá-los da apresentação realizada dias antes. Além disso, usei o argumento de Bruno sobre as iterações no computador e mostrei para toda a classe a pesquisa de Paulo, o qual trouxe da Internet as ampliações do conjunto de Mandelbrot. 

Ao meu ver, elas não ficaram tão convencidas assim. Entretanto, buscaram justificar suas idéias, mostrando aceitar os argumentos de seus colegas.


Algumas das sugestões dadas pela tarefa, como a investigação da área e do perímetro, não foram contempladas. Talvez não tenham despertado o interesse dos alunos ou o grau de dificuldade tivesse sido incompatível com o seu nível de conhecimento. Talvez em outra turma, em outro tempo, esta seja uma questão muito explorada. Afinal, isto é trabalhar com investigações!

Considerações Finais
A experiência didática com o uso dos fractais em uma aula investigativa, para auxiliar no desenvolvimento do tema Padrões Numéricos, foi muito importante para mim, enquanto professor. Aprendi um pouco mais a respeito dos Fractais, assunto sobre o qual absolutamente nada conhecia, e refleti sobre a importância de buscar instrumentação para o trabalho docente através de estudo, pesquisa e troca de experiências. Foi preciso estudar muito. Com certeza, nessas oportunidades, a aprendizagem não acontece apenas para os alunos; o professor aprende um novo assunto, um novo conteúdo matemático, novas formas de explicar aos alunos e, principalmente, a estar aberto às explicações dos alunos. Dar voz a eles é fundamental! Mas ouvi-los é ainda mais!

Enquanto pesquisador da minha prática, pude refletir bastante sobre o pensamento matemático que os alunos utilizam. Talvez seja mais adequada a expressão pensamento algébrico, pois alguns de seus elementos caracterizadores, como apontamos em Fiorentini, Fernandes e Cristóvão (2005), estão presentes nas falas e interpretações realizadas pelos alunos. 

Digo que não podemos subestimar nossos alunos, pois a capacidade de produzir conhecimento matemático e, principalmente, a criatividade, são importantes ingredientes na aprendizagem. Esses alunos que, muitas vezes, apresentam dificuldades em acompanhar as aulas de matemática e nos deixam descrentes em encontrar uma solução para encaminhá-los a uma aprendizagem efetiva desta disciplina, mostram-nos indícios de que podemos diversificar nosso trabalho docente e dar oportunidade para que eles se desenvolvam e aprendam. É preciso dar a chance de falar, de comunicar-se matematicamente, como Lia e Laura fizeram.

As investigações matemáticas em sala de aula têm a sua importância, pois o desenvolvimento do trabalho em equipes, a utilização da argumentação, da comunicação matemática e da elaboração de relatórios, oportunizam aos alunos produzirem significados à matemática que mobilizam e desenvolvem através de seus registros. Além disso, ao socializarem suas produções aos outros grupos, eles podem validar, (re)significar ou refutar muitas conjecturas que acreditavam ser verdades absolutas. Tudo isso ajuda a constituir um ambiente de produção de conhecimento matemático em sala de aula muito parecido com aquele vivido pelos matemáticos profissionais. 

Fico feliz pelo resultado que os alunos tiveram e, após essas aulas, notei uma mudança de postura em relação ao conteúdo estudado. Mesmo quando não era solicitado, começaram a ter um olhar mais observador e investigativo, procurando regularidades em seqüências numéricas desenvolvidas em sala. 

Alguns professores e pesquisadores podem até achar que seria impossível desenvolver uma temática dessa ordem com alunos do Ensino Fundamental, porém, ao fazer algumas adaptações a esse nível de ensino, isso tornou-se possível. Além disso, vi a satisfação desses jovens estampada em seus rostos. Enfim, perceberam e sentiram que são também capazes de produzir matemática.
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