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PADRÕES NA TÁBUA DE PITÁGORAS

Flávia Sueli Fabiani Marcatto – NEME/FEB – flaviamarcatto@terra.com.br
Thatiana Sakate Abe – UNIJALES - thaty_sakate@hotmail.com

 Introdução


 Este trabalho surgiu a partir de algumas atividades que desenvolvíamos no grupo de Iniciação Científica. O objetivo era encontrar regularidades nas tabuadas para organizarmos uma sequência de atividades para os professores do Ensino Fundamental, Série Iniciais. Os professores desta fase buscam sempre orientações de como trabalhar a tabuada em sala de aula e apresentam a seguinte dúvida: “A tabuada deve ser momorizada ou não(”


A sugestão apresentada por nós é que se trabalhe a tabuada explorando regularidades observadas em cada uma, do um ao nove. Assim elaboramos as atividades motivadas pelas idéias que encontramos no livro: Aprendendo com padrões mágicos, do prof. Ruy Madsen Barbosa. 


Fazemos, também, neste artigo algumas demonstrações que achamos necessárias para uma maior compreensão dos padrões que encontramos. 

A Tábua de Pitágoras

	x
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	
	

	1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	
	

	2
	2
	4
	6
	8
	10
	12
	14
	16
	18
	20
	
	

	3
	3
	6
	9
	12
	15
	18
	21
	24
	27
	30
	
	

	4
	4
	8
	12
	16
	20
	24
	28
	32
	36
	40
	
	

	5
	5
	10
	15
	20
	25
	30
	35
	40
	45
	50
	
	

	6
	6
	12
	18
	24
	30
	36
	42
	48
	54
	60
	
	

	7
	7
	14
	21
	28
	35
	42
	49
	56
	63
	70
	
	

	8
	8
	16
	24
	32
	40
	48
	56
	64
	72
	80
	
	

	9
	9
	18
	27
	36
	45
	54
	63
	72
	81
	90
	
	

	10
	10
	20
	30
	40
	50
	60
	70
	80
	90
	100
	
	


Cada elemento da Tábua de Pitágoras, é a multiplicação de dois números, um da primeira coluna, outro da primeira linha, por exemplo o 35, pode ser o 7 x 5 ou 5 x 7, então generalizando, pode se dar valores não numéricos para linhas e colunas, e ver a Tábua de outra forma, ao que chamamos de Tábua de Pitágoras Generalizada:

	X
	............
	(y-3)
	(y-2)
	(y-1)
	y
	(y+1)
	(y+2)
	(y+3)

	............
	............
	............
	...........
	...........
	............
	............
	............
	...........

	............
	............
	............
	...........
	...........
	(x-6)y
	(x-6)(y+1)
	(x-6)(y+2)
	(x-6)(y+3)

	(x-5)
	............
	(x-5)(y-3)
	(x-5)(y-2)
	(x-5)(y-1)
	(x-5)y
	(x-5)(y+1)
	(x-5)(y+2)
	(x-5)(y+3)

	(x-4)
	............
	(x-4)(y-3)
	(x-4)(y-2)
	(x-4)(y-1)
	(x-4)y
	(x-4)(y+1)
	(x-4)(y+2)
	(x-4)(y+3)

	(x-3)
	............
	(x-3)(y-3)
	(x-3)(y-2)
	(x-3)(y-1)
	(x-3)y
	(x-3)(y+1)
	(x-3)(y+2)
	(x-3)(y+3)

	(x-2)
	............
	(x-2)(y-3)
	(x-2)(y-2)
	(x-2)(y-1)
	(x-2)y
	(x-2)(y+1)
	(x-2)(y+2)
	(x-2)(y+3)

	(x-1)
	............
	(x-1)(y-3)
	(x-1)(y-2)
	(x-1)(y-1)
	(x-1)y
	(x-1)(y+1)
	(x-1)(y+2)
	(x-1)(y+3)

	X
	............
	x(y-3)
	x(y-2)
	x(y-1)
	xy
	x(y+1)
	x(y+2)
	x(y+3)

	(x+1)
	............
	(x+1)(y-3)
	(x+1)(y-2)
	(x+1)(y-1)
	(x+1)y
	(x+1)(y+1)
	(x+1)(y+2)
	(x+1)(y+3)

	(x+2)
	............
	(x+2)(y-3)
	(x+2)(y-2)
	(x+2)(y-1)
	(x+2)y
	(x+2)(y+1)
	(x+2)(y+2)
	(x+2)(y+3)

	(x+3)
	............
	(x+3)(y-3)
	(x+3)(y-2)
	(x+3)(y-1)
	(x+3)y
	(x+3)(y+1)
	(x+3)(y+2)
	(x+3)(y+3)

	(x+4)
	............
	(x+4)(y-3)
	(x+4)(y-2)
	(x+4)(y-1)
	(x+4)y
	(x+4)(y+1)
	(x+4)(y+2)
	(x+4)(y+3)

	(x+5)
	............
	(x+5)(y-3)
	(x+5)(y-2)
	(x+5)(y-1)
	(x+5)y
	(x+5)(y+1)
	(x+5)(y+2)
	(x+5)(y+3)

	(x+6)
	............
	(x+6)(y-3)
	(x+6)(y-2)
	(x+6)(y-1)
	(x+6)y
	(x+6)(y+1)
	(x+6)(y+2)
	(x+6)(y+3)

	(x+7)
	............
	(x+7)(y-3)
	(x+7)(y-2)
	(x+7)(y-1)
	..............
	.............
	............
	...........


Padrões nos 4 cantos

Se escolhermos números quaisquer em seqüência na tabela e somarmos seus cantos, temos:

	 
	
	 

	  
	xy
	

	   
	
	 


       (x-1)(y-1) + (x-1)(y+1) + (x+1)(y-1) + (x+1)(y+1) =

        = (x-1)( y-1 + y+1) + (x+1)(y-1 + y+1) = 2y (x-1 + x+1) = 4xy


Se observarmos o meio, temos que a soma dos cantos é quatro vezes o termo que está no meio.


Façamos agora a soma dos cantos, com dois termos no meio. 
	 
	
	
	 

	
	xy
	x(y+1)
	

	 
	
	
	 


      (x-1)(y-1) + (x+1)(y-1) + (x-1)(y+2) + (x+1)(y+2) = 

       = (y-1)( x-1 + x+1) + (y+2)(x-1 + x+1) =

       = (y-1)(2x) + (y+2)(2x) = 2x (y-1 + y+2) = 2 (2xy + x)

Verifiquemos que a soma dos cantos é duas vezes a soma dos termos do meio.


Agora verifiquemos com três, quatro e cinco termos no meio.

	
	
	
	
	

	
	x(y-1)
	xy
	x(y+1)
	

	 
	
	
	
	 


   (x-1)(y-2) + (x+1)(y-2)+ (x-1)(y+2) +(x+1)(y+2) = 

    = (y-2)( x-1 + x+1) + (y+2)(x-1 + x+1) =
    = 2x (y+2 + y- 2) = 4xy 
	 
	
	
	
	 
	 

	
	x(y-1)
	xy
	x(y+1)
	x(y+2)
	

	 
	
	
	
	
	 


  (x-1)(y-2)+(x+1)(y-2) +(x-1)(y+3)+(x+1)(y+3) =
   = (y-2) (x-1 + x+1) + (y+3)(x-1 + x+1) = 
   = 4xy + 2x = 2 (2xy + x)

	 
	
	
	
	
	
	 

	
	x(y-2)
	x(y-1)
	xy
	x(y+1)
	x(y+2)
	

	
	
	
	
	
	
	 


   (x-1)(y-3) + (x+1)(y-3) + (x-1)(y+3) + (x+1)(y+3) =

= (x-1)(y-3 + y+3) + (x+1)(y-3 + y+3) = 2y(x-1 +  x+1) = 4xy
Retornemos às somas dos meios:

xy

xy + x(y + 1) = 2xy + x

x(y - 1) + xy + x(y + 1) = 3xy 

x(y - 1) + xy + x(y + 1) + x(y + 2) = 4xy + 2x = 2(2xy + x)

x(y - 2) + x(y - 1) + xy + x(y + 1) + x(y + 2) = 5xy 

Tabela da relação entre as somas, dos meios e a dos cantos:

	Soma dos meios = a
	Soma dos cantos = b
	Relação: b/a

	xy
	4xy 
	4     =  
[image: image1.wmf]1

4



	2xy + x
	2(2xy + x)
	2   =  
[image: image2.wmf]2

4



	3xy
	4xy
	
[image: image3.wmf]3

4

3

4

=



	2(2xy + x)
	2(2xy + x)
	1   =  
[image: image4.wmf]4

4



	5xy
	4xy
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=




Para um meio a soma de seus cantos é 4/1 a sua soma, ou seja, o quádruplo, para dois meios, a soma dos cantos é 4/2, o dobro da soma dos meios, e para três 4/3 da sua soma, perceba o padrão, a soma dos quatro cantos, é sempre 4/n a soma dos meios, onde n é a quantidade de meios somados.

Assim, seguindo o padrão, se escolher outras quantidades de meios, sempre em seqüência, como 6 ou 7, a soma de seus cantos, será respectivamente, 4/6 e 4/7 a soma dos meios.

Verificação:

	 
	
	
	
	
	
	
	 

	
	x(y-3)
	x(y-2)
	x(y-1)
	xy
	x(y+1)
	x(y+2)
	

	 
	
	
	
	
	
	
	 


   (x-1)(y-4) + (x+1)(y-4) + (x-1)(y+3) + (x+1)(y+3) =

= (y-4) (x-1 + x+1) + (y+3)(x-1 + x+1) = 

= 2x (y-4 + y+3) =

= 4xy - 2x =

= 2(2xy – x)

Soma dos meios:

   x(y-3)  + x(y-2) + x(y-1) + xy + x(y+1) + x(y+2) = 

= x (y-3 + y-2 + y-1 + y+1 + y + y+2) =

= x(6y -3) = 6xy – 3x =

= 3 (2xy – x)

Relação:  
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	x(y-4)
	x(y-3)
	x(y-2)
	x(y-1)
	xy
	x(y+1)
	x(y+2)
	

	 
	
	
	
	
	
	
	
	 


   (x-1)(y-5) + (x+1)(y-5) + (x-1)(y+3) + (x+1)(y+3) =

= (y-5)(x-1 + x+1) + (y+3)(x-1 + x+1) =

= 2x(y-5 + y+3) =

= 2x(2y – 2) = 

= 4xy - 4x =

= 4 (xy – x)

Soma dos meios:

   x(y-4)  + x(y-3)  + x(y-2) + x(y-1) + xy + x(y+1) + x(y+2) = 

= x (y-4 + y-3 + y-2 + y-1 + y+1 + y + y+2) =

= x(7y - 7) = 7xy – 7x =

= 7 (xy – x)

Relação:  4 (xy – x) = 4
                7 (xy – x)    7

Percebe-se também, que para quantidades ímpares de meios, a soma dos cantos é sempre o quádruplo do número central, quando era xy, a soma dos cantos deu 4xy, já no exemplo acima, com sete meios, o número central é x(y-1), e a soma também foi o seu quádruplo, 4x(y-1). 

Já para quantidades pares, a soma dos cantos é sempre o dobro da soma dos dois números centrais, quando eram xy e x(y+1), e as somas de fato sempre deram o seu dobro, 2(xy + x(y+1)).


Então, para quantidades ímpares de meios a soma sempre é o quádruplo do número central, e para quantidades pares, a soma sempre é o dobro da soma dos dois números centrais.
Padrões nos 4 cantos afastados


E se pegarmos os cantos mais afastados?

	 
	
	
	
	 

	
	 
	
	 
	

	
	
	xy
	
	

	
	 
	
	 
	

	 
	
	
	
	 


   (x-2)(y-2) + (x-2)(y+2) + (x+2)(y-2) + (x+2)(y+2) = 

= (x-2)( y-2 + y+2) + (x+2)(y-2 + y+2) =

= (x-2)(2y) + (x+2)(2y) =

= 2y (x-2 + x+2) = 

= 4xy
	 
	
	
	
	
	 

	
	 
	
	
	 
	

	
	
	xy
	x(y+1)
	
	

	
	 
	
	
	 
	

	 
	
	
	
	
	 


   (x-2)(y-2) + (x+2)(y-2)+ (x-2)(y+3)+ (x+2)(y+3)= 

= (y-2)( x-1 + x+1) + (y+3)(x-2 + x+2) =

= (y-2)(2x) + (y+3)(2x) =

= 2x (y+3 + y- 2) = 

= 4xy + 2x =  

= 2 (2xy + x)

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	x(y-1)
	xy
	x(y+1)
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	


   (x-3)(y-4)+(x+3)(y-4)+(x-3)(y+4)+ (x+3)(y+4) = 

= (x-3)( y-4 + y+4) + (x+3)( y-4 + y+4) =

= 2y (x-3 + x+3) =

= 4xy
	 
	
	
	
	
	
	
	
	
	 

	
	 
	
	
	
	
	
	
	 
	

	
	
	 
	
	
	
	
	 
	
	

	
	
	
	x(y-1)
	xy
	x(y+1)
	x(y+2)
	
	
	

	
	
	 
	
	
	
	
	 
	
	

	
	 
	
	
	
	
	
	
	 
	

	 
	
	
	
	
	
	
	
	
	 


   (x-3)(y-4)+(x+3)(y-4)+(x-3)(y+5)+ (x+3)(y+5) = 

= (x-3)( y-4 + y+5) + (x+3)( y-4 + y+5) =

= (2y + 1) (x-3 + x+3) =

= 4xy + 2x =

= 2 (2xy + x)
	 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	 

	
	 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	 
	

	
	
	 
	
	
	
	
	
	
	
	 
	
	

	
	
	
	 
	
	
	
	
	
	 
	
	
	

	
	
	
	
	x(y-2)
	x(y-1)
	xy
	x(y+1)
	x(y+2)
	
	
	
	

	
	
	
	 
	
	
	
	
	
	 
	
	
	

	
	
	 
	
	
	
	
	
	
	
	 
	
	

	
	 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	 
	

	 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	 


   (x-4)(y-6)+(x+4)(y-6)+(x-4)(y+6)+ (x+4)(y+6) = 

= (x-4)( y-6 + y+6) + (x+4)( y-6 + y+6) =

= 2y (x-4 + x+4) =

= 4xy
Mesmo afastados, a soma dos cantos tem o mesmo valor, da soma dos primeiros cantos, e valem as mesmas relações obtidas no tópico anterior.

Padrões ao redor dos meios


Será que encontramos algum padrão somando todos os números ao redor dos meios?

	 
	 
	 

	 
	xy
	 

	 
	 
	 


   (x-1)y + x(y+1) +(x+1)y + x(y+1) +(x-1)(y-1)+ (x-1)(y+1 )+ (x+1)(y-1) +(x+1)(y+1) = 

= y( x-1 + x+1) + x(y-1 + y+1) + (x-1)( y-1 + y+1) + (x+1)(y-1 + y+1)  =

= y(2x) + x(2y) +  2y (x-1 + x+1) =  

= 4xy + 4xy =

= 8xy
A soma dos 8 números ao redor de xy  é oito vezes o número central.

	 
	 
	 
	 

	   
	xy
	x(y+1)
	 

	 
	 
	 
	 


   8xy – x(y+1) + (x-1)(y+2) + x(y+2) + (x+1)(y+2) = 

= 8xy – xy – x + (y+2)(x-1 + x + x+1) = 

= 8xy – xy – x + 3xy + 6x = 

= 10xy + 5x =

= 5(2xy + x)


A soma dos 10 números ao redor de xy e x(y + 1) é 5(2xy + x)  => 5 ou 10/2 vezes a soma dos dois meios.

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x(y-1)
	xy
	x(y+1)
	 

	 
	 
	 
	 
	 


   (x-1)y + (x-1)(y+1) + (x-1)(y+2) + (x-1)(y-1) + (x-1)(y-2) + (x+1)(y+1) + (x+1)(y-1) +

+ (x+1)(y-2) + ( x+1)(y+2) + (x+1) + x(y-2) + x(y+2)  = 

= ( x-1)(y+1+y-1+y+2 y-2+y) + (x+1)( y+1+y-1+y+2 y-2+y) + x =

= y(2x) + x(2y) +  2y (x-1 + x+1) =  

= 12xy

Poderíamos continuar este trabalho mais um pouco, mas vejamos algumas conclusões que podemos tirar até aqui.
Resumindo
Sendo Qn: quantidade de números ao redor dos meios


   S: soma dos números ao redor
	 
	 
	 

	 
	a1
	 

	 
	 
	 


Qn = 8

S = 8/1(a1)
	 
	 
	 
	 

	   
	a1
	a2
	 

	 
	 
	 
	 


Qn = 10

S = 10/2 (a1 + a2)

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	a1
	a2
	a3
	 

	 
	 
	 
	 
	 


Qn = 12

S = 12 a2
S = 12/2 (a1 + a3)

Perceba que a quantidade de números somados tem relação com as somas dos meios, desde que sejam eqüidistantes em relação ao(s) número(s) centrais, pois aí vale a propriedade da soma dos eqüidistantes.

Para descobrir o valor de S, é só dividir o Qn, pela quantidade de meios somados e multiplicar por essa soma, como no último exemplo, o Qn é 12, se eu conheço apenas o valor do a2 e a3, para descobrir  S, divido 12 por 2 e multiplico pela soma (a2 + a3), ou seja: S = 12/2 (a2 + a3).

	Quantidade de meios
	Quantidades de números em volta (Qn)

	1
	8

	2
	10

	3
	12

	4
	14

	5
	16

	6
	18


A quantidade de números ao redor cresce numa PA de razão 2 e o primeiro termo é o 8. Se tenho um meio tenho oito ao redor, se tenho dois tenho dez ao redor, assim:

A fórmula do termo geral de uma PA:      an = a1 + (n-1)r = 8 + (n-1)2

Se queremos saber a soma dos números ao redor de 15 termos da tábua em seqüência, é preciso achar a quantidade de números ao redor (Qn), que podemos tirar pela fórmula:

a15 = 8 + (15 – 1)2 = 36

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8
	a9
	a10
	a11
	a12
	a13
	a14
	a15
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Logo Qn = 36, e agora, para encontrar a soma, é só achar o termo central dos 15, ou seja, o 80 termo e multiplicar por 36, ou somar todos os 15 multiplicar por 36/15 ou pelas outras relações (só mostraremos algumas):

S = 36/1 a8






S = 36/2 (a1 + a15)




S = 36/3 (a2 + a8 + a14)





S = 36/4 (a1 + a2 + a14 + a15)

S = 36/5 (a1 + a2 + a8 + a14 + a15)

S = 36/6 (a1 + a4 + a6 + a10 + a12 + a15)

S = 36/7 (a1 + a4 + a6 + a8 + a10 + a12 + a15)

S = 36/8 (a1 + a4 + a6 + a3 + a13 + a10 + a12 + a15)

O que acontece nas laterais


Escolhemos um número dos cantos, por exemplo, o 3 de 1(3:

	x
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	1
	2
	3
	4
	5

	2
	2
	4
	6
	8
	10

	3
	3
	6
	9
	12
	15

	4
	4
	8
	12
	16
	20

	5
	5
	10
	15
	20
	25

	6
	6
	12
	18
	24
	30


Se eu somar seus cantos 4 e 8 dá 12, e 12 é igual a 4x3, e se eu somar todos os números ao redor de 2, 4, 6, 8 e 4 dá 24, e 24  é igual a 8x3, verifica a propriedade da soma dos cantos e a da soma dos que estão ao redor, mas se eu somar os cantos mais afastados e ao redor dos mais afastados?

Bom tenho 3 e 12 dá 15, e 1,2,3,6,9,12,15,10 e 5 que somam 63, opa, não deu certo.

Isso pode ser explicado, pelo fato da tabuada do zero não estar incluída na Tábua de Pitágoras, veja:

	x
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	2
	0
	2
	4
	6
	8
	10
	12

	3
	0
	3
	6
	9
	12
	15
	18

	4
	0
	4
	8
	12
	16
	20
	24

	5
	0
	5
	10
	15
	20
	25
	30


Perceba que quando somei os primeiros cantos e a primeira volta, de fato somei quatro números (4, 8, 0 e 0), e oito números (2, 4, 6, 8, 4, 0, 0 e 0), por isso deu certo, mas para os cantos e a volta mais afastados, não, por isso não se aplicam as propriedades.

Ao redor do 1(1...

Considere o primeiro número da Tabua de Pitágoras, o 1, depois os números ao redor dele 2, 4 e 2, em seguida os em volta desses números 3, 6, 9, 6 e 3, será que existe alguma relação entre eles?

 E se somarmos: 1



    2 + 4 + 2 = 8

                            3 + 6 + 9 + 6 + 3 = 27

Posso dizer que 1 = 13

  8 = 23

  27 = 33

Será que encontramos um padrão? Verifiquemos para os próximos números: ao redor do 3,6,9,6 e 3 temos 5,10,15,20,25,20,15,10 e 5, a sua soma dá 125 que é 53.

Assim:

	Soma
	1
	8
	27
	64
	125
	216
	343

	13
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	23
	2
	4
	6
	8
	10
	12
	14

	33
	3
	6
	9
	12
	15
	18
	21

	43
	4
	8
	12
	16
	20
	24
	28

	53
	5
	10
	15
	20
	25
	30
	35

	63
	6
	12
	18
	24
	30
	36
	42

	73
	7
	14
	21
	28
	35
	42
	49



Esperamos que as idéias apresentadas aqui neste trabalho possam de alguma forma contribuir, como sugestão, na elaboração de atividades para a sala de aula do Ensino Fundamental e Médio.
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