PAGE  
10

EXPRESSÕES, EQUAÇÕES E INEQUAÇÕES – PESQUISA, ENSINO E APRENDIZAGEM
Maria Cristina S. de A. Maranhão. PUC-SP. maranhao@pucsp.br
Caracterização do problema de pesquisa.

Expressões, equações e inequações têm um papel importante no desenvolvimento de diversos campos da matemática e do conhecimento humano em geral. Se, de um lado, esses tópicos são ferramentas para a resolução de problemas intra e extra matemáticos, de outro, problemas de outras áreas do conhecimento humano contribuem para que conceitos como os de variável, incógnita e parâmetro ganhem sentido. 
Por isso, no estudo do tema, é possível e interessante promover, tanto a coordenação de registros de representação semiótica, no âmbito da matemática, como a interação entre diversos campos da matemática e do conhecimento humano em geral. No entanto, é razoável supor que essas possibilidades não sejam exploradas em sala de aula, em currículos vigentes em nossas escolas e em pesquisas nacionais.
Na última década, houve crescimento no debate acerca do tema, pela realização e divulgação dos trabalhos SFIDA
 (2000) e do grupo do PME
 (2004). Com base nas pesquisas divulgadas até então, o grupo do PME de 2004 considerou que, apesar dos diversos resultados importantes no tema, eles foram insuficientes. Essas investigações internacionais encontram ressonância em propostas curriculares brasileiras e a implementação de tais propostas requer balizamento por meio de investigações em âmbito nacional. 

Em busca (www.capes.gov.br) sobre títulos de dissertações e teses defendidas entre 1998 e 2004, encontraram-se 1005 trabalhos nesses tópicos, voltados principalmente para os domínios: Engenharia, Ciências da Computação, Física, Matemática, Economia, Educação e Sociologia, sendo, destes, apenas 39 do âmbito da Educação. Não foram encontradas sínteses de trabalhos educacionais no tema. 

Esse resultado atesta, de um lado, a importância dos tópicos propostos para estudo e, de outro, a necessidade tanto de pesquisas nacionais como de sínteses de trabalhos em Educação Matemática, no assunto. Estão configurados, assim, os dois principais objetivos do projeto: elaborar sínteses de pesquisas e realizar investigações nacionais no tema. 
Para perseguir este objetivo, parti do pressuposto que pesquisas em pequenos recortes do tema são interessantes porque possibilitam sínteses. Essas sínteses têm a finalidade de caracterizar o ensino e a aprendizagem do tema no Brasil, para o balizamento referido e o debate internacional no assunto. 

Pelo exposto antes, essas pesquisas e sínteses têm a intenção de promover, tanto a coordenação de registros de representação semiótica, no âmbito da matemática, como a interação entre diversos domínios da matemática e do conhecimento humano em geral. 

Por essa intenção, o projeto prevê, de início, utilização de teorias como as de Duval (2003) e de Douady (1986), que privilegiam respectivamente coordenação entre registros de representação e interações entre domínios. 
Prevê, também, emprego de categorizações (no papel de modelos teóricos referenciais) advindas das pesquisas internacionais veiculadas nas publicações SFIDA (2000) e PME (2004), para para adaptação à realidade nacional. Dizemos adaptação, porque, ainda que os estudos estrangeiros possam inspirar os nacionais, é claro que carecemos de categorizações ajustadas aos nossos estudantes e professores. Afinal,  precisamos conhecer a realidade brasileira para fazermos propostas coerentes com essa realidade, porque a apropriação acrítica de resultados de pesquisas e de propostas curriculares estrangeiras tem provocado letargia no desenvolvimento curricular nacional relativo à álgebra (Miorim, A et al., 1993).

Apoiada ainda em Miorim et al. (1993) ponderei, de início, ser provável que essas pesquisas internacionais que embasam propostas curriculares estrangeiras tivessem reflexos nas nacionais e que estudos nacionais apenas replicassem os resultados dos estrangeiros. Mesmo assim, com base em Sutherland (2006), que mostra haver variações entre propostas curriculares de diversos países, ainda que haja vinculações entre elas, considerei ser possível haver diferenças tanto nas situações e problemas propostos, como nas abordagens de ensino, em pesquisas nacionais, em relação às estrangeiras. Em conseqüência disso, haveria, em princípio, diferenças nas respostas de estudantes às situações ou problemas propostos e às abordagens de ensino. Essas diferenças poderiam se acentuar segundo as características culturais das instituições escolares em que se encontram esses estudantes. 

Metotologia e estratégia de ação

O projeto envolve estudos em três planos paralelos e superpostos (cognitivo, didático e curricular) para análise multidimensional, com o objetivo de examinar as possíveis articulações e desarticulações nesses planos e entre eles. Para tanto, propõe-se a formular pesquisa de cunho documental, diagnóstica e de intervenção no ensino conforme modelo proposto por Kelly, A. E. et al. (2000) para projetos de objetivos similares. 

O estudo no plano curricular admite pesquisas de cunho documental sobre o que está proposto em documentos curriculares institucionais governamentais e/ou escolares, em livros e textos didáticos e de orientação a professores. Contempla também, a partir da análise de pesquisas nos planos curricular, didático e cognitivo, a investigação de articulações e desarticulações entre esses planos, formulando sínteses de pesquisas que atinjam os diversos segmentos de ensino no tema. 

O estudo no plano cognitivo admite pesquisas que focalizam a relação aluno – saber matemático, ou aluno – professor, voltando-se assim para: aspectos da aprendizagem como: conhecimentos; habilidades e competências; modos de pensar, de expressar e de proceder de estudantes; crenças e concepções de alunos a respeito dos tópicos investigados e atitudes face à Matemática; reações de estudantes em um determinado cenário de ensino, podendo inter-relacionar esses aspectos inclusive durante intervenções.

O estudo no plano didático admite pesquisas integradas sobre crenças, condutas, saberes e modos de pensar de professores e de alunos com relação aos assuntos investigados. Pode focalizar a relação professor – aluno – saber, num dado cenário de ensino, ou o desenvolvimento de conhecimento e dos modos de pensar integrados do professor relativos ao tripé aluno – professor – saber matemático, quando este toma contacto ou utiliza pesquisas do plano curricular, didático e cognitivo. Nesse último caso, visa-se conhecer como são integrados as crenças, as concepções, as condutas, os saberes e modos de pensar do professor com conhecimentos sobre pesquisas nos planos: curricular didático e cognitivo, no tema. O estudo neste plano congrega, também, pesquisas em recortes dele, tais como as investigações voltadas para a relação professor – saber, quando se focalizam as crenças, as concepções, os saberes, as condutas, ou as escolhas do professor e as fontes dessas escolhas: quando planeja o ensino, elabora situações, seleciona materiais didáticos e formas de avaliação; quando ensina, adotando uma ou mais abordagens e tomando decisões; quando reflete sobre esse ensino. 

Breve apresentação dos principais aspectos das referências teóricas iniciais
A palavra representação é muito usada em Matemática e pode ser uma notação, uma escrita, um símbolo ou mesmo traçados e figuras como representantes de objetos matemáticos. Segundo Duval (2003) essas representações podem ser semióticas, ou não. O autor formula que as representações semióticas são as constituídas de signos pertencentes a um sistema de representação – que tem regras de funcionamento.
Para Duval (2003), do ponto de vista da psicologia da Educação Matemática, o aprendizado da matemática demanda uma dinâmica cognitiva  peculiar, visto que:

“[...] há o fato de que os objetos matemáticos, começando pelos números, não são objetos diretamente perceptíveis ou observáveis com a ajuda de instrumentos. O acesso aos números está ligado à utilização de um sistema de representação que os permite designar.” (p. 14)

Decorre desta consideração, a importância da exploração da variedade das representações semióticas utilizadas em matemática no ensino, já que no entender do autor a aprendizagem de um objeto ou de um tópico matemático depende de sistemas de representação e, portanto, só seria acessível através das representações semióticas. 

Ele destaca a importância de se abordar ao menos duas representações semióticas de um mesmo objeto matemático: se um estudante só tem acesso a uma das representações semióticas de um objeto, lhe resta confundir o objeto com sua representação. 

O teórico designa de registros os diferentes tipos de representações semióticas utilizadas em Matemática. São exemplos de registros de representação semiótica: o registro algébrico, registro numérico, registro gráfico, registro pela língua natural. Desta forma, no processo de ensino e aprendizagem de matemática, a identificação de diversos registros de representação semiótica de um mesmo objeto é essencial para evitar a confusão mencionada entre objeto representado e seu representante. 

No ensino, ou nas resoluções de tarefas por parte de estudantes, Duval (2003) diferencia os tratamentos das conversões, considerando as conversões mais complexas que os tratamentos, com base em suas pesquisas entre estudantes. Para ele, os tratamentos são as transformações de representações em um mesmo registro  – é o caso das transformações de expressões algébricas equivalentes, por exemplo. Já, as conversões são transformações de representações que consistem em mudar de registro conservando os mesmos objetos denotados.– quando um determinado objeto apresentado em um registro é representado em outro: É o caso quando se escreve a inequação polinomial do primeiro grau correspondente a um intervalo de números reais, por exemplo.
Duval (2003) afirma com base em seus estudos que o ensino privilegia os tratamentos  e não as conversões, por serem estas últimas mais difíceis para os estudantes. Mas, defende não apenas a ampla abordagem das conversões como a coordenação entre registros, no ensino, pois destaca:

“A originalidade da atividade matemática está na mobilização de ao menos dois registros de representação ao mesmo tempo, ou na possibilidade de trocar a todo o momento de registro de representação. Ou seja, quanto maior for a mobilidade com registros de representações diferentes do mesmo objeto matemático, maior será a possibilidade de apreensão deste objeto.”(p.14)

Esse pesquisador enfatiza a necessidade de promover a coordenação de registros de representação semiótica entre estudantes, explicando que essa coordenação manifesta-se pela rapidez e espontaneidade da atividade cognitiva de conversão. Ao falar da coordenação de registros o autor tem em vista a apreensão de objetos ou tópicos matemáticos. Este é um motivo essencial para sua valorização. Mas não é o único, a meu ver. 

Há outros ganhos associados à coordenação dos registros. No âmbito da matemática um dos motivos pelos quais lançamos mão de diversos registros é a economia. Recorremos a um dado registro, ou transitamos de um a outro, no desenrolar da resolução de um problema, muitas vezes por esse motivo. É o caso quando precisamos estudar o sinal de uma função e recorremos a representações no plano cartesiano transitando entre registros algébricos, geométricos e numéricos, conforme nos pareça mais econômico e ágil. Para evitarmos procedimentos custosos ou caminhos longos na resolução de problemas, lançamos mão de diversos registros. É por isso, também, que “equacionamos” os problemas enunciados no registro da língua natural, por exemplo. 
A meu ver, portanto, a exploração da coordenação de registros, de modo a levar o estudante a ter consciência de suas vantagens, em termos de economia, seria um aliado no ensino. A flexibilidade, retratada pelo trânsito do aluno entre diversos registros, seria um fruto.
É consenso entre matemáticos que a flexibilidade, entendida como trânsito necessário entre os diversos campos da matemática (referenciados nos da atividade humana), está no cerne do fazer próprio da pesquisa em matemática. E, esse fazer próprio da pesquisa em matemática não pode prescindir da comunicação de idéias matemáticas. 

Por isso, o projeto tomou a teoria de Douady, como um de seus principais referenciais, pois a teórica traz para a sala de aula a simulação de pesquisadores matemáticos em ação. 
Douady (1986) formulou as noções teóricas indissociáveis: dialética-ferramenta-objeto e  interação-entre-domínios
 no campo da didática da matemática. 

Na dialética-ferramenta-objeto, um problema é proposto pelo professor/pesquisador e o aluno tenta resolvê-lo. Este último mobiliza conhecimentos antigos para resolver este problema e, encontrando dificuldades para resolvê-lo completamente é conduzido a colocar em jogo novas noções ou conjecturas. Neste caso está iniciando um processo de pesquisa matemática.

O professor/pesquisador incentiva/pede explicitações, pelas quais os alunos descrevam o que realizaram em seus trabalhos, as dificuldades, os resultados obtidos, quando diversos significados atribuídos aos conceitos usados se revelam, novas noções e conjecturas podem provocar conflitos com antigas, ou então podem surgir erros ou contradições. 

Douady abre espaço para a criação de objetos matemáticos por parte dos alunos, ao focalizar os conceitos, propriedades ou procedimentos novos que os alunos estão criando, designando-os de ferramentas implícitas; são chamadas de implícitas porque o professor/pesquisador pode reconhecê-las, mas os alunos, de seu lado, apesar de saberem que há algo novo, não podem explicar completamente do que se tratam, nem ter certeza de que elas sejam válidas.  

Assim, a autora alerta o professor/pesquisador para que este abra debates, para a validação das idéias, quando: certos elementos podem ser formulados pelos alunos como objetos de conhecimento matemático, com sua condição de emprego no momento (pois estão em fase de constituição); pode ser que certas previsões sobre o que é novo sejam validadas ou refutadas. A este processo ela designa novo implícito. 
Mas, como nem sempre os debates são suficientes para resolver completamente o problema e como é preciso que os próprios alunos tenham maior controle nesse processo, então, são levados a procurar outros meios de validação de suas idéias, usando diversos recursos, provenientes dos domínios: numérico, algébrico, geométrico, ou mesmo das representações gráficas, corporais etc, em geral, confrontando as idéias e também os resultados com o enunciado do problema. Ela chama atenção para o fato de os objetos matemáticos terem diversos representantes e uma mesma representação corresponder a diversos objetos. Por isso, se a interação entre domínios ocorrer por iniciativa própria dos alunos, o professor os acompanha, observando as correspondências. Se não ocorrer por parte de algum aluno, o professor pode formular questões, incentivar concretizações ou fazer sugestões para promover o uso desses novos meios de validação. 

Essa dinâmica de uso de novos recursos colocados em interação para a validação de idéias e para a resolução do problema é o que Douady chama de interação-entre-domínios. Orientados pelo professor/pesquisador, ou por iniciativa própria, os estudantes colocam em jogo ao menos dois domínios, cada um sendo usado como instrumento heurístico e meio de controle, de modo que um sirva de referência ao outro e que possibilitem meios de validação pela ação dos alunos. Para essa autora, o professor/pesquisador precisa propiciar uma atmosfera na classe que acione esse processo dialético, ativando os conhecimentos antigos, a pesquisa, a explicitação e o novo implícito (aliado à interação entre domínios), visando à criação ou à evolução de conhecimento pelos alunos. 

Esse processo é dialético e contém também a institucionalização na qual o professor valoriza ou ajusta formulações de alunos, ou então, formula os objetos (conceitos, propriedades ou procedimentos matemáticos) criados ou em fase de constituição, decidindo o momento e o modo de passagem a essa fase pela observação dos alunos sempre respeitando e visando a autonomia deles. Nessa teoria, ao institucionalizar o professor ressalta o que considera importante e o que se deve reter, registrar, de todo o processo pelo qual passaram os estudantes.
Douady discute a importância de o professor/pesquisador propor problemas abordando variados contextos (referindo-se a recontextualizações necessárias), com a finalidade de desvincular os objetos criados dos contextos em que os problemas foram formulados – o contexto em que eles foram criados (referindo-se à descontextualização). Esses contextos são referenciados nos diversos campos da atividade humana. Trata-se do que a autora chama de  reinvestimento visando à que a nova noção se torne familiar e disponível para utilização num novo problema quando se inicia outro ciclo da dialética ferramenta-objeto. A teórica alerta que muitos ciclos da dialética ferramenta objeto podem ser necessários, para a constituição de um objeto matemático.

Os resultados esperados e os já obtidos
Como o projeto abarca pesquisas em diversas fases, nos diversos segmentos de ensino, dados seus objetivos, os resultados estão organizados por fase das investigações e indicam os segmentos de ensino aos quais se voltam. A maioria de seus títulos é provisória e encerra a intenção de cada uma. Apresento aqui apenas resultado de alunos que estão ao menos há seis meses no grupo, e têm pesquisas em andamento.
– (em andamento – curso de Mestrado Acadêmico – Adriano Martins – Bolsa SE/SP). Síntese de pesquisas listadas no site da Capes sobre equações e voltadas para o Ensino Fundamental.

– (em andamento – curso de Mestrado Profissional – Cláudio Pousa – Bolsa SE/SP). Análise de fenômenos didáticos na aplicação de um conjunto de problemas sobre expressões e funções afins, de um livro de estudo para preparação do candidato ao ENCEJA, em sala de aula do Ensino Fundamental. 

– (em andamento – curso de Mestrado Acadêmico – Marcos Nagamachi – Bolsa PROSUP/CAPES). Síntese de pesquisas listadas no site da Capes sobre equações e voltadas para o Ensino Médio e Superior.

– (no final – curso de Mestrado Acadêmico – José de Melo – Bolsa PROSUP/CAPES) – Caracterização da docência de inequações no Ensino Fundamental (a partir da 5ª série) em cidade do interior do Estado de São Paulo.
– (no final – curso de Mestrado Acadêmico – Marcelo Melo – Bolsa – SE/SP) – Estudo sobre a docência de inequações em um curso de Licenciatura em Matemática da região da Grande São Paulo. 

– (no final – curso de Mestrado Profissional – Margarete Castro – Bolsa SE/SP) Análise de produções de estudantes do Ensino Médio na resolução de problemas envolvendo desigualdades e inequações logarítmicas.
– (no final – curso de Mestrado Profissional – Sueli Saldanha) – Análise de uma intervenção didática sobre desigualdades e  inequações logarítmicas.

- (finalizada em 2006 - curso de Mestrado Acadêmico – Gerson Fontalva). “Um estudo de inequações entre alunos do ensino médio.” 
- publicados 2 artigos de Gerson Fontalva - Encontro Brasileiro de Estudantes de Pós-Graduação em Educação Matemática em 2004 e 2005 e 1 artigo de José de Melo - IV Mostra de Pesquisa em Educação da PUC/SP em 2006. 
Considerações finais
Passo a discorrer sobre as principais contribuições que estão se delineando com as pesquisas do projeto, sem a pretensão de fazer qualquer síntese, o que seria demasiado precoce. 

A pesquisa de Fontalva foi diagnóstica e se voltou para alunos da 3ª série de uma escola técnica estadual na cidade de São Bernardo do Campo com alunos considerados pela escola “muito fortes”, visto que são selecionados em exame bastante concorrido. Seguindo o que é habitual ser feito na escola, foi proposto a eles que resolvessem inequações polinomiais, justificando todas as passagens de suas resoluções. Assim, o instrumento diagnóstico continha inequações polinomiais, sendo algumas de 1º grau, outras de 2º, ou 3º graus na forma fatorada, outras na forma de quociente de polinômios de 1º grau. Verificou-se que a interação entre domínios ocorreu conforme inequação proposta, o que era já esperado nas análises preliminares. As inequações que não eram de 1º grau foram selecionadas exatamente por serem propícias às interações entre domínios. No entanto, os estudantes mostraram uma tendência forte para permanecerem no domínio algébrico. A maior parte das justificativas se detinha nas técnicas algébricas, mesmo nos casos em que estas não eram pertinentes. Suas justificativas acusavam predominância de uso de técnicas em detrimento de uso de idéias sobre conceitos e de propriedades. Não nos levaram a crer que eles estavam compreendendo porque faziam o que faziam. 
Essa e outras pesquisas, que estão no final, confirmaram resultados estrangeiros, mas já exibem que as categorias formuladas por pesquisadores estrangeiros necessitam adaptações à realidade nacional.

Além disso, o estudo de Fontalva, assim como outros, no final, que investigam a coordenação de registros, ou a interação entre domínios, vem mostrando a prevalência das técnicas em detrimento de idéias matemáticas. 
Por isso, os que iniciaram mais recentemente se dedicam à análise de situações didáticas em suas classes, ao fomentarem as trocas de idéias matemáticas entre alunos e promoverem interações entre domínios. As análises vêm mostrando que tanto a troca de idéias, como o trânsito entre os vários domínios são mais intensos do que os relatados na pesquisa de Fontalva. 

Desta forma, estes resultados iniciais foram importantes porque vêm gerando reflexões e esforços que parecem redundar em resultados diversos daqueles estudos estrangeiros que nos incentivaram.
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