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NÚMEROS IMAGINÁRIOS NA MATEMÁTICA RENASCENTISTA

Tatiana Roque (IM-UFRJ) tati@im.ufrj.br
Ulicio Pinto Junior (Mestrado em Ensino de Matemática-UFRJ) ulicio@pg.im.ufrj.br

“Números complexos” é um assunto abordado frequentemente no final do ensino médio e é também alvo de muitas indagações a respeito da melhor maneira de apresentá-los em sala de aula, bem como de suas aplicações e conexões com outros tópicos da matemática. É notório, tanto nos livros didáticos como na prática em sala de aula, que este conteúdo é usualmente exposto em uma ordem que não corresponde à história do desenvolvimento deste conceito, pois os números complexos são introduzidos após os números naturais, inteiros, racionais e reais, o que não corresponde à ordem histórica. Nossa pesquisa parte de uma análise dos livros didáticos atuais e tem como objetivo propor uma nova abordagem dos números complexos no ensino médio a partir de um estudo histórico do tema. Neste trabalho, gostaríamos de apresentar uma parte desta pesquisa, enfocando o modo como os números imaginários apareceram na Europa renascentista, em particular nos trabalhos de Tartaglia (1500-1557), Cardano (1501-1576) e Bombelli (1526-1572).


O colapso do Império Bizantino funciona como um marco cronológico na história dos acontecimentos políticos. Por esse motivo, a partir do século XVI, muitos refugiados que escaparam para a Itália foram responsáveis pela disseminação de preciosos manuscritos gregos que colocaram o mundo europeu ocidental em contato com obras da antiguidade. A escola medieval era geralmente limitada a Euclides, Ptolomeu e Arquimedes, todos traduzidos do árabe. Durante o século XV, as obras desses autores eram mencionadas em latim e em grego e também ficaram conhecidos os trabalhos de Diofanto, Apolônio, Pappus e Proclus. 


Durante o Renascimento, a matemática foi imensamente beneficiada pela paixão do humanismo pela descoberta, com a tradução e a circulação de antigos textos gregos. Na metade do século XV, o desenvolvimento do pensamento matemático foi significativo, tendo contribuído para isso a invenção da impressão, que propiciou uma maior difusão de clássicos geométricos gregos e das traduções medievais latinas de tratados árabes de álgebra e de aritmética. Isso fez com que acadêmicos fossem preparados para prosseguir o conhecimento matemático produzido pelos gregos. Em aritmética, o desenvolvimento comercial e os interesses bancários estimularam métodos improvisados de computação, como o uso de frações decimais e logaritmos. A trigonometria, em conexão com sua grande utilização na navegação, na engenharia militar e no estudo da astronomia, adquire status de um separado ramo da matemática. 


Na verdade, os tratados árabes foram introduzidos na Europa a partir do século XIII com a publicação de uma obra de Fibonacci que continha, além de contribuições originais, muitos dos métodos desenvolvidos pelos matemáticos orientais. Em seu Líber Abaci foram introduzidas as regras da álgebra, além da defesa da notação indo-arábica para os numerais, da qual Fibonacci enfatiza as grandes vantagens. Mas será apenas no século XV que a álgebra irá se desenvolver sobretudo na Alemanha e na Itália (mas também na Inglaterra e França), a partir da publicação de traduções da aritmética de Diofanto e de alguns métodos árabes incluídos em obras assinadas por autores italianos, como a classificação das equações de segundo grau. 


O desenvolvimento da álgebra terá grande impulso no século XVI e os matemáticos italianos mais importantes deste período são Scipione del Ferro, Tartaglia, Cardano, Ferrari e Bombelli. Os estudos coletivos dos quatro primeiros geraram as soluções de equações cúbicas e biquadradas e implicaram em um entendimento mais profundo das equações em geral. Durante centenas de anos, matemáticos procuraram por uma “fórmula cúbica” que pudesse ser utilizada para resolver equações cúbicas do mesmo modo que a fórmula quadrática era utilizada para as equações quadráticas. O crédito da descoberta desta fórmula pertence a esta escola matemática italiana de Bologna, que estava em plena atividade durante os anos 1500.


Nicolo Tartaglia nasceu em Brescia no norte da Itália. Quando a França invadiu Brescia em 1512, muitos de seus habitantes se refugiaram na catedral local. Os soldados, entretanto, violaram o santuário e massacraram os habitantes locais. Nesta tragédia, o menino Nicolo foi deixado à morte depois de um severo golpe de espada que cortou sua mandíbula. Embora sua mãe tenha achado o rapaz e o tratado da melhor maneira possível, ele ficou com um impedimento na fala que fez com que ele ganhasse o cruel apelido de Tartaglia, “o gago”. Depois, ele passou a utilizar formalmente este apelido em seus trabalhos publicados. Embora os anos iniciais tenham sido de extrema miséria, Tartaglia adquiriu proficiência em matemática, lecionando posteriormente em Verona e Veneza. A vida de Girolamo Cardano foi também difícil, pois ele foi aprisionado por heresia após ter publicado o horóscopo de Cristo e, de maneira geral, dividia seu tempo entre estudos intensivos e festejos em excesso. Cardano foi um verdadeiro homem renascentista: físico, filósofo, matemático, astrólogo, ocultista amador e um produtivo escritor. O Ars Magna (a grande arte) trabalho mais significativo dentre as obras de Cardano, teve sua primeira impressão em 1545 e hoje poderia ser classificado como um texto sobre equações algébricas. Rafael Bombelli foi o último grande matemático da Bolonha do século XVI e sua obra mais importante é a Álgebra (1572). Nativo de Bolonha, não recebeu nenhuma instrução formal em matemática e não lecionou em universidades. Decidiu dar um tratamento sistemático à álgebra de modo que sua obra fosse a sucessora da Ars Magna de Cardano. Os trabalhos de Cardano continham muitos problemas de aritmética aplicada, mas os de Bombelli já eram todos abstratos. A publicação da Álgebra de Bombelli completou um movimento que havia se iniciado na Itália com Fibonacci.


Veremos alguns casos de resolução de equações cúbicas durante o século XVI, dando ênfase aos trabalhos de Tartaglia, Cardano e Bombelli, nos quais já podemos ressaltar, ainda que implicitamente, a utilização do que chamamos hoje de “números complexos”, bem como interessantes propostas de operações com os mesmos.


Um dos mais completos e detalhados estudos matemáticos do século XV foi o “Summa de arithmetica, Geometria, Proportioni et Proportionalita” (1494) de Luca Pacioli. Pacioli terminou sua Summa assegurando que a solução de uma equação cúbica era tão impossível quanto à quadratura do círculo. Na primeira década do século XVI, Scipione del Ferro negou a teoria de Pacioli, resolvendo a equação cúbica para o caso especial 
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com p e q são positivos. 


Vale ressaltar que hoje pensamos em equações cúbicas como sendo essencialmente todas de um mesmo tipo e podendo ser resolvidas por um mesmo método, mas naquela época, quando os coeficientes negativos ainda não eram utilizados, existiam 13 diferentes tipos de equações cúbicas que dependiam da posição do termo quadrático, do linear e do termo numérico. Scipione del Ferro iniciou o processo de resolução de equação cúbica para apenas um desses casos. Embora números negativos tenham aparecido na Europa através de textos árabes, a maior parte dos algebristas da região oeste não os reconhecia e preferiam escrever suas equações de modo que apenas termos positivos aparecessem. 

Os algebristas italianos agiram lentamente na adoção de novas notações aritméticas, preferindo as inicias p e m para “plus” e “minus”, em uma época em que os alemães, menos tradicionais na área, já adotavam os familiares sinais de + e -, usados a princípio como indicador de excesso e deficiência em medidas. O símbolo para raiz quadrada foi introduzido em 1525 pelo matemático alemão Christoff Rudolff. Diz-se que seu aspecto vem de uma abreviação da letra r, inicial de “raiz”. Em 1557, o matemático inglês Robert Recorde publicou um livro de álgebra no qual introduziu o símbolo “=”que usamos hoje para a igualdade: um par de retas paralelas, pois “não pode haver duas coisas mais iguais”. Mesmo usando símbolos para as operações algébricas e para as variáveis, nenhum destes matemáticos usava símbolos para os coeficientes nas equações e cada ilustração de uma equação tinha coeficientes numéricos apropriadamente escolhidos.


Voltando à história da resolução das cúbicas, o primeiro passo foi dado em 1530, quando um amigo enviou a Tartaglia dois problemas:

1. Achar um número cujo cubo somado com o triplo de seu quadrado resulta em cinco. Em linguagem atual isto quer dizer: achar o valor de x que satisfaz à equação 
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2. Encontrar três números, o segundo excedendo o primeiro em 2, e o terceiro excedendo o segundo também em 2, cujo produto é 1000. Ou seja, em linguagem atual, resolver a equação x(x+2)(x+4) = 1000, ou analogamente, 
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Em 1535, Tartaglia finalmente conseguiu encontrar a solução de qualquer equação do tipo 
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. Neste momento, Cardano também entrou em cena. Este último foi o primeiro a tomar ciência das raízes negativas, embora ele as chamasse de fictícias, e foi assim o primeiro a reconhecer que uma equação cúbica possuía três raízes. Outro aspecto notável na discussão de Cardano foi a consideração do que atualmente chamamos de “números complexos” ou “números imaginários”. Cardano manteve esses números fora do Ars Magna, com exceção de um caso, quando ele considerava o problema de dividir 10 em duas partes cujo produto fosse igual a 40. Em linguagem atual, este problema equivale a encontrar as raízes 
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 como soluções da equação quadrática x(10 – x) = 40. Cardano declara em seguida que: “colocando de lado as torturas mentais envolvidas, multiplicamos 
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, fazendo 25 - (-15), obtendo então 40 como produto”.  fazendo observa














































































































Observamos que Cardano se viu obrigado a aceitar essas soluções mesmo não tendo uma interpretação para as mesmas. No entanto, o problema de interpretar estas soluções pode ser facilmente descartado, basta admitir que, neste caso, não existe nenhuma solução para a equação. 


Dentre as inovações que Cardano introduziu na Ars Magna estava um método para transformar uma equação cúbica em uma outra em que o termo de segundo grau desaparecesse. Isto se inicia com a equação 
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, e tudo que é necessário é fazer a substituição 
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 para obter uma equação com coeficientes arbitrários onde o termo em 
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, que também é conhecida como uma forma reduzida da equação cúbica e Cardano propõem o seguinte método para resolvê-la:
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A solução apresentada por Cardano para a resolução de uma equação cúbica reduzida do tipo 
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 com p > 0 e q > 0 é dada pelo seguinte método:
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De I e II obtemos que III) 
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Elevando ao cubo os dois membros da equação III e posteriormente multiplicando por 4 e, elevando ao quadrado os dois membros da equação IV, obtemos:
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Adicionando as equações acima teremos:
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Logo:
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Como a solução desejada é  x = a – b, obtemos temos que
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 é a solução da equação cúbica. Se tomamos, por exemplo, a equação cúbica:
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Pela fórmula da solução da cúbica, podemos observar que quando 
[image: image23.wmf]27

4

3

2

p

q

+

 é negativo, encontramos duas raízes de números negativos durante a solução. No entanto, isto não quer dizer que tenhamos um número complexo como solução. Vejamos, usando nossos conhecimentos atuais sobre a expressão dos números complexos, o que pode acontecer neste caso. Sabemos que a e b podem ser escritos como:
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Sendo assim, como x = a – b, os termos em que i está presente se anulam e todas as raízes da equação são reais.


Vejamos agora a solução apresentada por Cardano para uma equação cúbica reduzida do tipo 
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, com p > 0 e   q >0:
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De I e II temos que III) 
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Elevando ao cubo os dois membros da equação III e posteriormente multiplicando por 4 e, elevando ao quadrado os dois membros da equação IV, obtemos:
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Adicionando as equações acima teremos:
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Logo:
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Como a solução desejada é x = a + b, temos que: 
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Vejamos agora o que acontece se aplicarmos este método à equação 
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 considerada por Bombelli em sua Álgebra:
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Como acontece neste exemplo, quando 
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, a fórmula de Cardano nos leva inevitavelmente a raízes quadradas de números negativos, logo 
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 seria o que chamamos hoje de “número imaginário”. Mas no exemplo acima, sabemos que a equação possui três raízes reais:  4, 
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Este caso apresenta um problema fundamental na história dos números complexos: como é possível obter as três raízes reais, logo plenamente legitimas, através de um método que faz aparecer números ilegítimos, como é o caso das raízes de números negativos? 


Tartaglia e Cardano haviam reparado esta dificuldade na fórmula que propuseram, mas não conseguiram resolvê-la. Para a resolução de algumas equações, Cardano manipulava expressões contendo raízes de números negativos, mas ainda não as considerava como verdadeiros números. Este problema só será resolvido por Bombelli, que designará as raízes quadradas de números negativos por “piu di meno” (p.d.m.), no caso da raiz positiva que chamamos hoje de +i, e “meno di meno” (m.d.m.), no caso da raiz negativa que chamamos de –i. Além disso, este matemático será o primeiro a fornecer as regras de adição e multiplicação destes números.


Bombelli sabia que a equação do exemplo possuía três soluções reais e reparou que, de maneira paradoxal, tínhamos, de um lado, uma situação em que a fórmula produzia um número não reconhecido como tal e, de outro, três boas soluções que podiam ser descobertas por esta fórmula. Bombelli foi o primeiro matemático com coragem suficiente para aceitar a existência dos números imaginários, dando uma luz ao quebra-cabeça das equações cúbicas. Sua habilidade em operar com números imaginários o capacitou a demonstrar a aplicabilidade da fórmula de Cardano até nos casos irredutíveis de uma equação cúbica. 


Assumindo que os números que chamamos hoje de “complexos” se comportavam como os outros números para os cálculos, ele fez um caminho tortuoso e acabou mostrando que as expressões imaginárias para as raízes da equação 
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, obtidas pela fórmula, tinham valores reais. Bombelli conseguiu enxergar que os valores complexos dos radicais 
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deveriam ser relacionados com os próprios radicais, ou seja, eles deveriam diferir apenas no sinal. Isto o motivou a utilizar 
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, com a > 0 e b > 0 a serem determinados. Sendo assim, a relação 
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Dessa igualdade, segue que  
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. Se as soluções forem inteiras, a primeira dessas condições nos diz que a deve ser igual a 1 ou 2, e a segunda condição assegura que b tem valor 1 ou 11. Como apenas as opções a = 2  e b = 1 satisfazem a ambas simultaneamente, ele obtém as igualdades: 
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Bombelli pode concluir então que uma das soluções para a equação cúbica 
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 é dada por:
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Por este método ele consegue provar a realidade das raízes da cúbica 
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 através da fórmula de Cardano. Para isto, ele acabou demonstrando o fato extraordinário de que números reais poderiam ser obtidos através de operações com expressões contendo números imaginários. A partir deste momento, os números imaginários começam a perder parte de sua característica mística, ainda que sua plena aceitação no universo dos números seja obtida apenas no século XIX com os trabalhos de Wessel, Argand e sobretudo Gauss.
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