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2. Introdução

O ensino da Trigonometria, assim como o ensino da Geometria nas séries iniciais, apresenta um conjunto de problemas que começa, muitas vezes, com o desconhecimento de seu conteúdo por parte do professor e prossegue com a falta da importância que é dado ao assunto. É historicamente reconhecida a importância da Trigonometria no âmbito da Matemática, seja pelas suas inúmeras aplicações ao longo da história, principalmente quando associada a problemas relacionados com a Astronomia, seja pelas suas aplicações, hoje, principalmente quando associada a problemas relacionados com o tratamento de sinais. Entretanto, apesar de toda a sua importância, ocorrem muitas dificuldades na aplicação dos conteúdos da Trigonometria, principalmente no Ensino Fundamental II. 

Neste caso, um dos temas mais interessantes corresponde à obtenção das conhecidas Leis dos Senos e Lei dos Cossenos, com muitas aplicações geométricas importantes. Algumas restrições aparecem quando da formulação destas leis. Ocorre que os conceitos trigonométricos formulados neste momento, são todos baseados nos ângulos agudos de um triângulo retângulo. Nos livros textos, as duas leis são apresentadas como leis gerais, que valem tanto para ângulos agudos quanto para ângulos retos ou obtusos. Como fica a questão? Uma saída, que em geral não consta dos textos básicos, é forçar a validade das leis para ângulos além dos agudos e concluir algumas generalizações dos senos e cossenos para ângulos retos ou obtusos. A partir da aplicação geral da lei dos senos, pode-se convencionar que o seno de um ângulo de 90º vale 1 e que o seno de um ângulo obtuso vale o seno do seu suplemento. Da mesma forma a aplicação da lei geral dos cossenos diz que o cosseno de um ângulo obtuso vale o simétrico do cosseno de seu suplemento. Estabelecidas, portanto, estas convenções, as duas leis passam a ter validade para triângulos arbitrários, que é o que se convenciona nos textos de trigonometria básica. 

Outro tema trigonométrico que apresenta grande dificuldade no Ensino Fundamental é a obtenção da fórmula do seno da soma de dois ângulos, e, consequentemente, da fórmula do cosseno da soma de dois ângulos. Dificilmente ela é apresentada aos alunos por absoluta de falta de conteúdo para a sua correta elaboração. Diante deste desafio, torna-se necessária a formulação de procedimentos adequados, que cheguem à obtenção da fórmula da soma através de conteúdos que os alunos do Ensino Fundamental conheçam. 


A proposta deste trabalho é utilizar, inicialmente, a lei dos senos, para a obtenção de uma lei dos senos generalizada para quadriláteros inscritos em um círculo. Posteriormente, utilizando-se esta lei e, aplicando-se a lei dos cossenos de forma conveniente, pode-se obter a fórmula do seno da soma de dois ângulos de maneira efetiva e compreensível.

3. As leis dos senos e dos cossenos para triângulos arbitrários
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Considerando o triângulo arbitrário ABC acima, as leis dos senos e dos cossenos podem ser resumidas como segue:

1. Lei dos senos: 
[image: image2.wmf]ˆˆ

ˆ

senAsenBsenC

==

abc


2. Lei dos cossenos: 
[image: image3.wmf]222

ˆ

a=b+c-2bccosA


4. Propriedades de um quadrilátero inscrito
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Considerando-se o quadrilátero ABCD, conforme a figura acima, sabe-se que uma condição necessária e suficiente para que o mesmo seja inscrito num círculo é que seus ângulos opostos sejam suplementares. Ou seja: 
[image: image5.wmf]o

ˆˆ

ˆˆ

A+C=B+D=180.


5. Medida de um ângulo inscrito
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Outra propriedade importante a ser considerada neste trabalho é a medida de um ângulo inscrito em um círculo. Considerando-se o círculo acima, a medida do ângulo inscrito 
[image: image7.wmf]ˆ

A

é dada pela metade da medida do arco 
[image: image8.wmf]»

AB

. Ou seja: 
[image: image9.wmf]»

AB

ˆ

A=

2

.  Observar que dois ângulos inscritos, subtendidos pelo mesmo arco têm mesmas medidas.  

5. A lei dos senos generalizada para um quadrilátero inscrito em um círculo
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A seguir, o enunciado da lei dos senos generalizada para quadriláteros inscritos em um círculo:

 TEOREMA: Sejam ABCD um quadrilátero inscrito em um círculo, conforme a figura acima, e  AC e BD as suas diagonais. Definem-se os seguintes ângulos:
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ˆ

ˆ

BAC=BDC=

α;CAD=CBD=β;ADB=ACB=γ;ACD=ABD=δ

.

Vale, então, a seguinte lei dos senos generalizada para um quadrilátero inscrito:
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6. Aplicação do resultado acima para a obtenção da fórmula do seno da soma de dois ângulos.

Lembrar que, da propriedade do quadrilátero inscrito, vale:
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Aplicando a lei dos cossenos ao triângulo ADC, tomando como referência o ângulo 
[image: image14.wmf]ˆ

,

b

tem-se que:


[image: image15.wmf]222

ˆ

DC=AD+AC-2ADACcos

β

.

A aplicação do resultado acima permite reduzir esta equação a:


[image: image16.wmf]222

ˆˆˆˆˆˆˆˆ

sen(

β+δ)-2senδcosβsen(β+δ)+senδ-senβ=0,


que nada mais é que uma equação do segundo grau em 
[image: image17.wmf]ˆˆ

sen(

β+δ)

. A solução plausível desta equação leva à importante fórmula do seno da soma de dois ângulos:


[image: image18.wmf]ˆˆˆˆˆˆ

sen(

β+δ)=senβcosδ+cosβsenδ.


A outra solução da equação do segundo grau, pode-se mostrar, leva a um resultado inconsistente, sendo, portanto, rejeitada.
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