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Introdução

Este mini-curso foi organizado buscando a compreensão  da fatoração de polinômios com grandezas discretas. As atividades, organizadas e planejadas, tiveram por subsídios teóricos uma teoria de representações  semióticas, privilegiando as operações de formação, tratamento e conversão. 
O texto está organizado em três partes: na primeira a apresentação das idéias de Duval sobre a pertinência de uma teoria de representações semióticas para a conceitualização de objetos matemáticos; a segunda com a descrição das atividades organizadas e planejadas, destacando o processo de conversão, de tratamento e de produção (as atividades estarão destacando as alterações das unidades de significado pertinentes num registro que provocam alterações no seu registro correspondente); na terceira parte estaremos tecendo considerações a respeito da proposta para uma possibilidade de intervenção didática que promova uma aprendizagem significativa da fatoração de polinômios.
1. O Papel das Representações Semióticas na Aprendizagem segundo Raymond Duval
De acordo com Duval (1995), a distinção entre um objeto matemático e a representação que se faz dele é de extrema relevância no funcionamento cognitivo, sendo necessário a mobilização de muitos registros para que os objetos matemáticos não venham a ser confundidos com suas representações, passando a ser reconhecidos em cada uma delas.

Essa questão vai exigir duas operações cognitivas ligadas ora, à representação do objeto matemático, ora, ao próprio objeto matemático. Uma delas, segundo Duval (1993), é a “semióse” que vai significar a produção e a apreensão de uma representação, e a outra é a “noésis” que significa apreensão conceitual do objeto. 
Um registro de representação vai depender, segundo o autor, de um sistema semiótico que não pode ser de qualquer natureza, pois deve permitir: a formação de uma representação identificável (com utilização da língua materna, desenhos, figuras ou fórmulas com signos próprios de uma ciência), o tratamento (com a transformação da representação no interior do mesmo registro que pertence ao sistema semiótico mobilizando apenas um só registro de representação) e a conversão(com a transformação de uma dada representação em outra, em outro sistema semiótico, de modo a conservar a totalidade ou parte da representação inicial, sendo necessária a coordenação pelo sujeito que a efetua).

Duval (1995) alerta que, das três atividades cognitivas ligadas a semióse, somente as duas primeiras (a de formação e a de tratamento) são levadas em conta no ensino no qual se observa a passagem de um sistema de representação a outro ou a mobilização simultânea de muitos registros de representação, como se isto fosse evidente para a maior parte dos alunos. O que se verifica, porém, é que estes não reconhecem o mesmo objeto através de diferentes sistemas semióticos de. Uma outra questão diz respeitoà não disitnção entre as atividades de tratamento e de conversão das representações 

De acordo com o autor, não é somente o tratamento que se deve privilegiar, pois estar-se-á reforçando a importância da forma, como se ela fosse responsável pela descrição de uma informação. É na conversão das representações, de um sistema semiótico a outro, que haverá uma operação cognitiva que pode ser descrita como uma mudança de forma. A operação de conversão tem que ser privilegiada visto que ela não é nem trivial nem cognitivamente neutra, colocando tanto a questão do papel da semiósis no funcionamento do pensamento quanto o das condições de uma diferenciação entre representante e representado. A complexidade da conversão de representações só pode ser compreendida desde que os sistemas semióticos sejam vistos por relação às representações ou, mais exatamente ao par (conhecimento, representação).

No entanto, segundo o autor a conversão, que é necessária para a conceitualização, não deixa de enfrentar o fenômeno de congruência ou de não-congruência entre as representações de um mesmo objeto que originam-se de sistemas semióticos diferentes.  Existem três condições a serem satisfeitas para que dois sistemas semióticos de representação sejam congruentes:

a) correspondência semântica entre unidades significantes que as constituem;

b) mesma ordem possível de apreensão destas unidades nas duas representações;

c) conversão de uma unidade significante da representação de partida a uma só unidade significante na representação de chegada.

Outra atividade importante para a compreensão em matemática é o tratamento que é de natureza diferente da atividade de conversão. O tratamento é uma transformação da representação em uma outra representação de mesma natureza. É uma transformação interna, no próprio registro. A conversão é uma transformação de um registro de representação em uma outra representação de outra natureza. É uma transformação externa ao registro. Segundo Duval (2003) esta é uma distinção decisiva para toda análise do funcionamento cognitivo da compreensão.

Outra questão a considerar é que os diversos registros de representação de um mesmo objeto matemático não têm o mesmo conteúdo. Essa afirmação, ao ser levada em consideração no caso da fatoração de polinômios (objeto matemático), já deixa indícios da importância do reconhecimento desta nos registros de representação em forma escrita e em linguagem algébrica. São dois tipos de registros de representação de naturezas distintas com seus conteúdos próprios.

A distinção  entre o tratamento e a conversão, que se efetuam num registro, deve ser considerada uma vez que não são operações de mesma natureza, ainda que elas sejam duas formas possíveis de transformações das representações semióticas. Outra questão fundamental diz respeito ao fato de que cada registro de representação é indissociável de um tipo de tratamento pois: este só pode ser feito de maneira eficaz e econômica num tipo de registro determinado; depende das possibilidades de funcionamento representacional de um registro; cada registro favorece um tipo de tratamento. Já a conversão tem como característica conservar a referência ao mesmo objeto, mas sem conservar a explicitação das mesmas propriedades deste objeto significando que o conteúdo da representação muda. Esta mudança de conteúdo ou dos aspectos do objeto vai depender da natureza do registro.

A conversão deve ser utilizada como instrumento de análise o que significará identificar variáveis cognitivas próprias de cada registro de representação 

Para discriminar as unidades cognitivas pertinentes no conteúdo de uma representação é necessário, segundo Duval (1999) duas condições: submeter esta representação a todas as variações possíveis sendo que as representações formadas, após as variações devem ainda ter sentido; tomar dois registros de representação associados entre si, e submeter um deles as variações que provoquem variações no outro registro. As variações serão cognitivamente pertinentes quando uma variação D2 num registro D provoque uma variação D3 no registro associado D1 tendo como referência objetos diferentes. Uma variação cognitiva sempre vai consistir numa mudança de sentido. 

Segundo Duval (1999) um dos problemas maiores da aprendizagem é a discriminação das unidades que são cognitivamente pertinentes. Fazendo as variações estruturais, verifica-se qual delas provoca variações cognitivas e qual não provoca e desenvolve-se a capacidade de efetuar esta discriminação. É possível, também, observar para um mesmo esquema todos os enunciados possíveis.

Segundo Duval (1988) “entre duas representações de informação, há duas relações independentes a considerar: a relação de equivalência referencial e a relação de congruência semântica. Duas expressões diferentes podem ser referencialmente equivalentes sem que sejam semanticamente congruentes” (p. 8).

Na matemática está presente, em todos os momentos, a substituição de uma forma de representação por outra. Passa-se da linguagem natural para a linguagem algébrica e dela, para a representação por gráficos ou figuras geométricas; converte-se uma relação expressa aritmeticamente para uma expressão algébrica ou geométrica e assim por diante. Existe também o tratamento numa mesma forma de representação que altera essa forma da representação. Segundo Duval (1988) “a conduta em matemática implica uma substitutividade tanto inter-registro como intra-registro com base numa invariabilidade de referência” (p. 8). Ao mudar de registro é necessário respeitar certos procedimentos de codificação e enfrentar as dificuldades inerentes às diferenças entre as redes semânticas.

2. As atividades elaboradas e organizadas para a fatoração de polinômios

Nas atividades a seguir demonstram-se as unidades que são cognitivamente pertinentes nos dois registros de representação de um polinômio: a língua materna e a linguagem algébrica. Em seguida propõem-se variações cognitivas para identificar unidades cognitivamente pertinentes destes dois tipos de registro de representação. Após essa identificação, deve-se submeter um dos registros a variações e verificar se elas produzem registros que têm como referência outros objetos matemáticos. Se houver uma variação num dos tipos de registro que não provoque uma associação a outro objeto matemático, então ter-se-á um tratamento no interior do próprio registro e também estarão sendo envolvidas as unidades cognitivamente pertinentes obedecendo as regras específicas e próprias do registro de representação, de acordo com sua natureza.

Atividade 1
Num salão havia tantas mesas, quanto, cadeiras por mesa, logo x mesas com x cadeiras.
 Representação em desenho da situação


Língua materna, continuação do enunciado:

Foram acrescentadas mais 6 mesas com suas respectivas cadeiras  e mais 9 cadeiras avulsas.

Representação em desenho da situação



Sentença matemática, em linguagem algébrica, que descreve o número total de cadeiras existentes no ambiente neste momento. 
x2 + 6x + 9

As cadeiras foram retiradas e levadas para um outro salão de modo serem dispostas ao redor de mesas maiores obedecendo à condição de ficar o mesmo número de mesas e cadeiras como no início. São 49 cadeiras: 7 mesas com 7 cadeiras.
 (x + 3 )( x + 3)= x2 + 6x + 9
Variações nas unidades cognitivas pertinentes
Língua materna
Num salão havia tantas mesas, quanto, cadeiras por mesa, logo x mesas com x cadeiras. Foram retiradas 2 cadeiras e 1 mesa.

Sentença matemática, em linguagem algébrica, que descreve o número total de cadeiras existentes no ambiente neste momento.

x2 - x + 2
As cadeiras foram retiradas e levadas para um outro salão de modo serem dispostas ao redor de mesas maiores de modo que a nova organização permita uma expressão algébrica, em forma fatorada, que corresponda à expressão

10 cadeiras

Possibilidades 2 x 5, 1 x 10

Organização possível:

2 mesas  com 5 cadeiras 

Em linguagem algébrica a nova organização:

5 cadeiras x + 2 (duas a mais que no início)

2 mesas x - 1 (uma a menos que no início)
(x + 2 )( x - 1)

Aqui fica claro que na língua materna as alterações efetuadas provocaram alterações no registro associado.

Análise das alterações no registro D e suas alterações no registro D1 a ele associado: ganhar   6 mesas (+ 6x) ( perder 1 mesa (-x)

      ganhar 9 cadeiras avulsas  (+9) ( perder 2 cadeiras avulsas (-2)
Em linguagem algébrica: x2 + 6x + 9 ( x2  - x – 1

Forma fatorada: x + 3 )( x + 3) ( (x + 2 )( x - 1)

Ainda outras alterações nas unidades significativas pertinentes que, no caso em questão significa uma alteração nos termos do trinômio na linguagem algébrica  e nas operações de adição e subtração que ligam os termos entre si. Na língua materna constituem unidades cognitivas pertinentes os sentidos semânticos das palavras ganhar e perder e a quantidade.
 Num salão havia tantas mesas, quanto, cadeiras por mesa, logo x mesas com x cadeiras. Foram acrescentadas mais 3 mesas com suas respectivas cadeiras e mais 2 cadeiras avulsas. 

Sentença matemática, em linguagem algébrica, que descreve o número total de cadeiras existentes no ambiente neste momento.

x2 + 3x + 2
As cadeiras foram retiradas e levadas para um outro salão de modo serem dispostas ao redor de mesas maiores de modo que a nova organização permita uma expressão algébrica, em forma fatorada, que corresponda à expressão.

São 30 cadeiras 

Possibilidades 3 x 10, 2 x 15, 6 x 5 e 1 x 30

Organização possível:

Situações problemas compreendendo ações que sejam traduções dos termos das sentenças matemáticas e, linguagem algébrica.

x2 – x – 2


Reorganização das 18 bolachas




1 pacote com 18






2 pacotes com 9

3 pacotes com 6

Considerações finais

Configurou-se de modo mais preciso, para o mini curso que foi organizado que uma abordagem voltada para o trânsito entre as duas formas de registros de representação de um polinômio: a língua materna e a linguagem algébrica. Tal abordagem tem de levar em conta os resultados de pesquisas que indicam causas de dificuldades de compreensão dessa passagem. Mas essa abordagem implica uma forma de interpretar e enfrentar a problemática, de modo substancial, e buscar as relações dos dados pertinentes desse campo conceitual específico, a fatoração de polinômios.

Neste sentido, as proposições de Duval (1995), relativas à ligação semiósis/noésis e seu papel na construção de conhecimentos, permitiram melhor adentrar na complexidade do processo de compreensão da fatoração. Na perspectiva adotada, a elaboração de tarefas para as atividades implicou compreender vários instrumentos nocionais, relações e inferências pertinentes ao sistema conceitual que também o são à uma teoria de representações por compreenderem sistemas semióticos e não semióticos aos quais estão subjacentes formas diferenciadas de tratamento cognitivo colocados em ação.

Infere-se desses resultados que as várias representações de natureza semiótica, tais como a língua natural para a descrição de um enunciado ou um texto, assim como figuras (imagens, esquemas, quadros, gráficos, fórmulas) não são importantes, só, para deixar um texto mais atraente, mas são, sobretudo importantes, pela diversidade que é inerente ao funcionamento do pensamento e ao desenvolvimento dos conhecimentos. Esse desenvolvimento só se torna possível com a diferenciação progressiva de outros registros de representação diferentes da língua natural.

Os alunos são sempre levados a transitar de um registro de representação a outro, vivenciando dois problemas: a aprendizagem do funcionamento representacional de cada um dos registros que pertencem a sistemas semióticos com especificidades e particularidades e a conversão de uma representação produzida num registro em uma representação do objeto em outro registro. Essa conversão não significa simples reconhecimento. Por ter sentido, esse reconhecimento deve permitir o estabelecimento de correspondências entre os diferentes elementos que compõem as duas representações identificadas como representações do mesmo objeto.

Intencionou -se mostrar que a diversidade de registros de representação, que é inerente ao funcionamento do pensamento, só torna possível o desenvolvimento pela diferenciação progressiva de diferentes registros de representação. 

Esse estudo esteve voltado para a elaboração de atividades a serem propostas no mini-curso, composta por diversas tarefas, que favoreçam a compreensão da estrutura, presente nos dois registros, explicitada ou não, e que permitissem aos alunos transitar de um registro de representação a outro, considerando duas questões: as especificidades de cada um dos registros, em virtude de sua natureza e tipo, e a conversão que não significa simples reconhecimento, e sim, o estabelecimento de correspondências entre os diferentes elementos que compõem os dois registros de representação do mesmo objeto.

Na organização do presente mini curso, houve a preocupação de considerar o salto crucial que constitui a passagem de coisas materiais que se manipula à sua representação  semiótica, salto esse que abre possibilidades de sentido e de tratamento totalmente independentes daquelas que tem de ser experimentadas ao redor destas manipulações.

Há de se considerar ainda, o fato de que nesta tarefa os alunos irão transitar entre 3 tipos de registros de naturezas diferentes: discursivas (monofuncional e plurifuncional) e não discursivas (desenhos que constituem representações de ordem icônica). Isto significa que não somente as representações discursivas exigirão tratamento específico deste tipo de registro, mas as de ordem icônica que mobilizam um tratamento a efetuar que vai exigir que o sujeito já domine o jogo da representação, assim como sua articulação.

As relações entre a representação e o objeto representado é compreendida em seu modo de produção, visto que uma representação está ligada à sua utilização e as diferentes representações estão ligadas à sua utilização e as diferentes representações desempenham papéis diferentes no desenvolvimento dos processos cognitivos. O objeto representado é a causa da representação em razão de um mecanismo ou de um sistema que permitiu produzir os diferentes registros de representação. No caso da fatoração de polinômios foi possível a utilização da língua materna e da linguagem algébrica que constituem sistemas que dão especificidades significantes representacionais diferentes, independente do objeto representado. 

As tarefas das atividades do mini-curso foram elaboradas levando em consideração o aspecto funcional ligado à produção de representações semióticas, que é relativo ao tipo de atividade que os signos permitem abranger. Essas atividades estão ligadas, por sua vez, às funções cognitivas fundamentais de comunicação, tratamento e objetivação que transforma a representação semiótica em registro de representação.

Esses registros, por sua vez, apresentam especificidades que são inerentes à mudança de registro e dizem respeito a dificuldades específicas oriundas da não congruência e o são, também, às aprendizagens que requerem uma coordenação dos diferentes registros que um objeto de conhecimento mobiliza.

Houve também a questão a enfrentar das duas apreensões diferentes que as representações semióticas possibilitaram: uma apreensão do objeto e outra da representação. Isto significa que a representação pode direcionar a atenção sobre o objeto ou sobre ela mesma.

Segundo Duval (1996) considerando que os objetos matemáticos só são acessíveis por meio de representações, e os tratamentos dependem das possibilidades dadas pelas representações, elas não podem ser consideradas secundárias em relação aos objetos matemáticos propriamente ditos.

Em relação à significância dessas representações, um outro aspecto de natureza estrutural se impôs, pois enquanto signos, elas adquirem valores diferentes de acordo com o sistema semiótico utilizado para produzi-las, que determinam um campo de significância ou de representação ou de referência ao objeto representado.

Essa questão se impôs de forma significativa na elaboração das tarefas das atividades do mini-curso, pois as propostas deveriam estar contemplando o conteúdo da representação que não deveria ser confundido com o objeto representado. Isso significou, sucessivamente ou simultaneamente, que se lidou com a compreensão do conteúdo do registro de representação de acordo com a sua forma (linguagem algébrica ou língua materna) de forma a explicitar o seu conteúdo e com o objeto matemático de aprendizagem: a fatoração de polinômios.

Ao propor uma variação concomitante num outro registro de representação correspondente a um primeiro escolhido (por exemplo, a sentença matemática relativa aos daods do problema enunciados na língua  materna) colocou-se em jogo não mais a significância, e sim a referência.

O primeiro tipo de variação é estrutural e este segundo tipo corresponde a variações cognitivas. As variações estruturais poderão ser cognitivamente neutras. Nas atividades das tarefas acima citadas, operou-se com variações estruturais, visto que não se levou os alunos a observarem se estas variações provocariam variações num registro de outra natureza, a palavra, levando a um outro objeto.

Todo o estudo enfim, que buscou possibilidades de organização de tarefas para comporem atividadesmaterna e a linguagem alg mini-cursoa a multiplicaçaçençrovocam alteraçm linguagem







































 que permitam aos alunos compreender a fatoração de polinômios, encontra sentido nos argumentos apresentados por Duval (1996) de que “o problema da aprendizagem, ao nível do funcionamento cognitivo do sujeito, deve ser formulado não em termos do funcionamento cognitivo do sujeito, mas deve ser formulado em termos de condições de compreensão. [...] que não estão ligadas a um conteúdo particular, mas à natureza das atividades e dos raciocínios que se encontram exigidos através de diferentes conteúdos ensinados” (p. 377).

O estudo realizado traz derivações pedagógicas: ao proceder com uma análise funcional das atividades, das tarefas e das produções cognitivas nos registros de representação, aponta para o que deve se voltar a atenção do professor, a cada momento de compreensão do aprendiz e quais deverão e poderão ser, então, objeto de intervenção específica e como esta deve caracterizar-se.

Por seu intermédio ainda, foi possível apontar evidências de que as aprendizagens dos conteúdos escolares faz-se em um processo, se houver a intervenção do ensino, e este depende de estruturações processuais cognitivas que lhe são subjacentes, decorrentes também do desenvolvimento cognitivo. O desenvolvimento cognitivo, por sua vez, será dependente de estruturações conceituais específicas decorrentes de um ensino que efetivamente as provoque.

Referências bibliográficas
DUVAL, R Registres de représentation sémiotique et fonctionnement cognitif de la pensée. Annales de Didactique et de Sciences cognitives, IREM de Starsbourg, n. 5, 37-65, 1993.

_____. Sémiósis et pensée humaine :registres sémiotiques et apprentissages intellectuels. Suisse: Peter Lang, 1995.

_____.  Quel cognitive retenir em didactique des mathématiques?  Recherches em didactique des mathématiques. La pensée Sauvage, 1996. v. 16/3, n. 48, p. 349-380.

_____. Écarts sémantiques et cohérence mathématique: introduction aux problèmes de congruence. Annales  de Didactique et de Sciences  Cognitives, v. 1, IREM de Strasbourg, p. 7-25, 1988. Anais. 1988.

_____. Conversion et articulation des représentations analogiuques. In: Séminaire I.U.F.M. Nord- Pas de Calais, 1988b.

_____. Registros de representação semióticas e funcionamento cognitivo da compreensão em matemática. In: Aprendizagem em matemática: registros de representação semiótica. (Organizadora Sílvia Dias Alcântara Machado). Campinas, SP: Papirus, 2003.

_____. Registres de représentation sémiotique et fonctionnement cognitif de la pensée .Annales de Didactique et de Sciences cognitives, IREM de Starsbourg, n. 5, 37-65, 1993 

_____. Cours PUC. São Paulo: Février, 1999. Documento datilografado.



















































































































































































































Retirada de um pacote e de duas bolachas





Embalagem de bolachas em pacotes de tal forma que o número de pacotes de bolachas por pacote seja o mesmo qu





e o número de pacotes.

















