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UMA INTRODUÇÃO AO ESTUDO DOS DETERMINANTES: CONSTRUINDO O CONHECIMENTO ATRAVÉS DA PESQUISA

Rafael Elias Paixão Lourenço Barbosa e Luiz Carlos de Queiroz,
Centro Universitário Salesiano de São Paulo – UNISAL, Unidade de Ensino de Lorena, rafaelpaixao78@gmail.com, queiroz@dequi.faenquil.br
1. INTRODUÇÃO
A teoria dos determinantes foi desenvolvida simultaneamente na Alemanha e no Japão. Foi desenvolvida por dois matemáticos, Leibniz (1646-1716) e Seki Shinsuke Kowa (1642-1708), ao solucionarem problemas de eliminações (escalonamento) necessárias à resolução de um sistema de m equações lineares e n incógnitas (BOYER, 1988).

A construção do conhecimento, através de sua teoria alçada pela prática, é a oportunidade na qual o educando estabelece comunicação entre o ato educativo, ocorrido em sala de aula, ou seja, erige-se um forte elo entre o homo sapiens e o homo faber, aquele que sabe e faz, gerando-se assim o homo complexus, profissional humano (imaginarius e empiricus) que estabelece ligações entre a teoria e a prática (MORIN, 2002). 

Assim podemos concluir que, correlatamente, o conhecimento matemático baseia-se nas definições sustentadas pela prática, seja ela de maneira empírica ou científica, ou seja, através da matemática experimental aplicada a situações reais ou do desenvolvimento cognitivo por meio de uma problemática complexa, intricada, e não meramente tautológica.
Logo, o desenvolvimento de uma base teórica matemática sólida supõe uma relação inter e intrapessoal em um ambiente educacional, no qual o educando faz-se objeto de aprendizado e ensino; e não aprende somente quando exerce as atividades próprias sob a orientação de outrem, mas aprende de si mesmo e ensina a si próprio nos momentos nos quais reflete sobre seus êxitos e fracassos. 

Ao deparar-se com atividades próprias da pesquisa e do empirismo, o aluno não deveria tratá-las como objetos desirmanados de sua formação, ou seja, subsídio meramente complementar à obtenção da menção, mas sim como objeto de transcendência (D’AMBRÓSIO, 1999). A relação sobrevivência-transcendência deve estar presente no ato educativo, pois se nos é necessário, educadores e educandos, fazer algo (homo faber) para garantir a nossa sobrevivência, devemos fazê-lo de tal forma que utilizemos o nosso intelecto (homo sapiens) e assim, mesmo em uma atividade corriqueira, transcender por meio “das mãos da sabedoria”.

De maneira correlata, a necessidade de relacionamento entre a natureza faber e a sapiens que se faz no homo, faz-nos entender que este movimento filosófico deve transpor as barreiras da graduação, onde é explorado com maior ênfase, e transferir-se à educação básica.

O questionamento do educando perante situações problema, onde o mesmo alicerça-se na teoria, leva-o a destruição (essencialmente desmistificadora) de conceitos propedêuticos, cartesianos e prefixados para reconstrução de conceitos significativos, significantes e aplicados ao seu cotidiano.

Ao pensarmos no significado e significância do ensino dos determinantes, deparamo-nos com falhas nas definições e na estruturação da gnose desse conceito, pois, normalmente, encontramos em livros didáticos do ensino médio a definição que se segue:

Determinante é um número real que se associa a uma matriz quadrada.

Esse artigo tem por objetivo explorar a definição de determinantes, suas propriedades e aplicações, comentando os possíveis aperfeiçoamentos na prática docente de um curso de determinantes.

2. UMA DEFINIÇÃO
Ao longo da pesquisa que norteou esse artigo, encontramos a seguinte definição:

“Determinante é a somatória de todos os produtos possíveis dos n elementos de uma matriz quadrada, de maneira que em cada parcela – formada por um produto – não haja dois elementos pertencentes a uma mesma linha e/ou coluna” (SOARES, 1979).

Porém, para explorarmos e desenvolvermos esta definição literal, ser-nos-ão necessários alguns conceitos para re-definirmos o determinante de uma matriz quadrada de maneira simbólico-algébrica.

3. REVISÃO DE CONCEITOS
3.1. Permutações

Chamamos permutação de um conjunto finito a toda função bijetora desse conjunto em si mesmo. Assim a função

p:{1, 2, 3} → {1, 2, 3}

p1 = {(1,2); (2,3); (3,1)} é uma permutação de {1, 2, 3}.

Indicamos pu = (u1, u2, ..., un) para uma permutação de {1, 2, 3, ..., n}. A permutação vista no parágrafo anterior, através da função, é indicada por p1 = (2, 3, 1).

Obs1.:As permutações possíveis em {1, 2, 3, ..., n} são n!.

3.2. Inversão

Seja um conjunto finito A com n elementos, do qual escolheremos uma das n! permutações p de A e a chamaremos de permutação fundamental pf. Diremos que ocorre uma inversão em uma permutação p de A em relação à permutação fundamental pf se, e somente se, a posição de um elemento de A que aparece em p for diferente da que o mesmo aparece em pf.

Por exemplo: Seja o conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5} em que os elementos são distintos dois a dois. É possível escrevermos 120 (n! = 5!) permutações de A.

Consideraremos como permutação fundamental pf = (1, 2, 3, 4, 5), logo a permutação  pu = (2, 5, 4, 3, 1) apresenta 7 inversões em relação à pf.

3.3. Permutação par e ímpar

Dado um conjunto finito A e uma permutação fundamental pf desse conjunto, dizemos que uma permutação p é par, ou de classe par, se, e somente se, o número de inversões de p em relação à pf é par. A mesma é ímpar, ou de classe ímpar, se, e somente se, o número de inversões p em relação à pf é ímpar.

Teo1.: Em uma permutação qualquer p de um conjunto de n elementos, se invertermos dois elementos consecutivos, a permutação muda de classe.

Demonstração:

Seja A um conjunto de n elementos distintos. Consideraremos uma permutação qualquer p de A que tem um número de inversões k em relação a uma dada permutação fundamental pf.

p = (a1, ..., ai, ai+1, ..., an)

Inverteremos dois elementos consecutivos quaisquer, como por exemplo, ai e ai+1.

pu = (a1, ..., ai+1, ai, ..., an)

Observaremos que com esta inversão não alteraremos a posição de cada um desses dois elementos em relação aos demais n-2. Se os dois elementos  ai e ai+1 formavam uma inversão em p em relação à pf, então a troca diminui em uma unidade o número de inversões de pu em relação à pf, isto é o número de inversões passa a ser k-1. Se os dois elementos ai e ai+1 não formavam uma inversão em pu em relação à pf, então a troca aumenta em uma unidade o número de inversões de pu em relação à pf, isto é o número de inversões passa a ser k+1. Em ambos os casos teremos que a permutação muda de classe.

Note que:
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Teo2.: O número de permutações de classe par de um conjunto de n elementos, n>1, é igual ao número de permutações de classe ímpar.

Demonstração:

Seja Po o conjunto de todas as permutações de classe par de um conjunto de n elementos e P1 o conjunto de todas as permutações de classe ímpar de um conjunto de n elementos.

Consideraremos n>1,

f: Po → P1

f((a1, a2, ..., an)) = (a2, a1, ..., an)

Verificaremos então que f é uma função bijetora e que, portanto, n(Po) = n(P1).

4. UMA DEFINIÇÃO SIMBÓLICA PARA DETERMINANTES
Seja uma matriz A, n x n, sobre C. Definimos determinante de A e indicamos det(A) ou |A|, ao elemento de C que satisfaz a equação:
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onde ni é o número de inversões da permutação p = (j1, j2, j3, ..., jn) em relação à permutação (1, 2, 3, ..., n) escolhida como fundamental e o intervalo p1 à pn  indica que a soma é sobre todas as n! permutações pu de {1, 2, 3, ..., n} (ANTON, 2001).

5. UTILIZANDO A DEFINIÇÃO PARA FORMALIZAÇÃO DA REGRA DE SARRUS
5.1. Matrizes quadradas de segunda ordem

Agora, usando a definição, calcularemos det(A), onde A = (aij) 
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 M2(C).

Pela definição temos que:
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onde (j1, j2) é permutação de {1, 2} e ni é o número de inversões que ocorrem em (j1, j2) em relação à permutação fundamental (1, 2). Assim temos:

p1 = (j1, j2) = (1, 2)

ni = 0

p2 = (j1, j2) = (2, 1)

ni = 1

logo,
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ou seja, det(A) = 
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5.2. Matrizes quadradas de terceira ordem

Usando a definição calcularemos também o det(A) para A = (aij)3x3 sobre C.

Inicialmente escreveremos todas as permutações (j1, j2, j3) de {1, 2, 3} e o número de inversões que cada permutação apresenta em relação à fundamental (1, 2, 3).

p1 = (j1, j2, j3) = (1, 2, 3)

ni = 0

p2 = (j1, j2, j3) = (1, 3, 2)

ni = 1

p3 = (j1, j2, j3) = (2, 1, 3)

ni = 1

p4 = (j1, j2, j3) = (2, 3, 1)

ni = 2

p5 = (j1, j2, j3) = (3, 1, 2)

ni = 2

p6 = (j1, j2, j3) = (3, 2, 1)

ni = 3

Então aplicaremos a definição:
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Colocando os sinais de + e – agrupados, podemos escrever:


[image: image10.wmf]32

23

11

33

21

12

31

22

13

32

21

13

31

23

12

33

22

11

)

det(

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

A

-

-

-

+

+

=


5.3. Algumas observações sobre a definição de determinante

Observemos o que se segue:

Obs2.: Para definirmos determinante podemos usar qualquer permutação (i1, i2, ..., in) de {1, 2, 3, ..., n} como permutação fundamental, fixá-las nos índices linha e definir:
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onde ni é o número de inversões da permutação (j1, j2, j3, ..., jn) em relação à permutação fundamental (i1, i2, i3, ..., in) e o intervalo p1 à pn  indica que a soma é sobre todas as n! permutações pu de {1, 2, 3, ..., n}. 

Obs3.: Para definirmos determinante podemos usar qualquer permutação (j1, j2, ..., jn) de {1, 2, 3, ..., n} como permutação fundamental, fixá-las nos índices coluna e definir:
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onde ni é o número de inversões da permutação (j1, j2, j3, ..., jn) em relação à permutação fundamental (i1, i2, i3, ..., in) e o intervalo p1 à pn  indica que a soma é sobre todas as n! permutações pu de {1, 2, 3, ..., n}. 

Obs4.: Pode-se, claramente, demonstrar que as três definições são logicamente equivalentes (veja a conclusão da demonstração da Prop1).

Obs5.: Para o cálculo de determinante de ordem igual ou superior a 4 não devemos utilizar a definição. Propriedades e teoremas decorrentes da definição auxiliar-nos-ão nesse propósito.

6. ALGUMAS PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES E SUAS DEMONSTRAÇÕES A PARTIR DA DEFINIÇÃO
Observaremos, basicamente as seguintes propriedades, 
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onde Mn (C) é o anel das matrizes quadradas de ordem n, formadas por elementos k, pertencentes a C, conjunto dos números complexos.

Propriedade 1 (Prop1).: |A| = |At|

Isto é o determinante de uma matriz é igual ao determinante da matriz transposta. Para provar esta propriedade utilizaremos o fato de que o determinante pode ser definido fixando-se (1, 2, 3, ..., n) como permutação fundamental tanto nos índices quanto nos índices coluna.

Se A = (aij) então At = (bij), onde bij = aji.

Temos:
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É importante notar que decorrente a este resultado teremos, doravante, que toda propriedade válida para linha também é válida para coluna.

Propriedade 2 (Prop2).:   Se todos os elementos de uma linha (ou coluna) de A são nulos, então |A| = 0.

Observar que na definição de determinante:
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cada termo que ocorre em cada parcela da soma contém um (e único) elemento de cada linha e de cada coluna (lema).

Demonstração:

Cada uma das parcelas da soma é da forma 
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onde (j1, j2, j3, ..., jn) é uma permutação de {1, 2, 3, ..., n}. Logo, para todo 
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. Ou seja, ocorre um e apenas um elemento de cada linha e de cada coluna. Lembre-se também que as permutações são construídas através de uma função bijetora, que é injetora e garante para (j1, j2, j3, ..., jn) que ocorre um e apenas um elemento de cada linha e de cada coluna.

Como temos uma linha (ou coluna) nula, garantimos que cada uma das parcelas possui um elemento nulo, tornando as mesmas nulas, podendo concluir que |A| = 0.

Propriedade 3 (Prop3).: Se multiplicarmos uma linha (ou coluna) de uma matriz A por um escalar k, então o determinante dessa nova matriz B fica multiplicado por k.

Quando calculamos o determinante de B, usando a referida definição, em cada termo ocorre um único elemento da linha (ou coluna) que foi multiplicada por k (conforme raciocínio aplicado na propriedade anterior). Assim temos que:
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Note que colocando k em evidência, temos |B| = k.|A|.

Propriedade 4 (Prop4).:  |kA| = kn.|A|
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Para mostrar essa propriedade basta aplicarmos a anterior a todas as linhas (ou colunas), assim teremos que:
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Propriedade 5 (Prop5).: Se trocarmos a posição de duas linhas (ou colunas) de uma matriz, o determinante da matriz troca de sinal.

É bastante simples a demonstração dessa propriedade, pois, quando trocamos a posição de duas filas (duas linhas ou duas colunas) de uma matriz, alteramos a paridade do número de inversões por índices (veja teo1) e, portanto, trocamos o sinal de cada termo que está ligado ao número de inversões (o fator (-1)ni na somatória da definição) ocorridos da permutação (j1, j2, j3, ..., jn) em relação à permutação fundamental (i1, i2, i3, ..., in).

Propriedade 6 (Prop6).: Se uma matriz tem duas linhas (ou colunas) iguais, então a mesma tem determinante nulo.

Troquemos as duas linhas (colunas) iguais de A e chamemos essa matriz B. Obviamente A = B, o que implica |A| = |B|. Mas, pela propriedade anterior, |A| = – |B|. Temos, portanto, que:

|A| = – |A| <=> |A| = 0

Propriedade 7 (Prop7).: Se uma matriz tem duas linhas (ou colunas) proporcionais, então tem determinante igual a zero.

Essa propriedade é decorrência direta de prop3 e prop6.

Propriedade 8 (Prop8).: 
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Observemos que o primeiro determinante é o determinante da matriz (aij), onde no lugar de cada elemento da linha i colocamos a soma 
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Assim:
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Propriedade 9 (Prop9).: O determinante de uma matriz não se altera ao somarmos a uma linha (ou coluna) um múltiplo de outra linha (ou coluna).

Vamos mostrar que:
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Usando as propriedades 3, 6 e 8 temos:
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Propriedade 10 (Prop10).: O determinante de uma matriz não se altera se somarmos a uma linha (coluna) uma combinação linear de outras linhas (colunas).

É conseqüência imediata da propriedade anterior.

Propriedade 11 (Prop11).: Uma matriz que tem uma linha (ou coluna) que é combinação linear das outras linhas (ou colunas) tem determinante nulo.

Suponhamos, por exemplo, que a linha 
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 seja combinação linear das outras linhas, isto é, 
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É importante observar que, em 
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, temos:


[image: image35.wmf]1

1

)

1

(

1

1

)

1

(

1

11

1

1

n

n

i

i

i

i

i

a

k

a

k

a

k

a

k

a

L

L

+

+

+

+

=

+

+

-

-

 ,


[image: image36.wmf]2
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Usando as propriedades 3, 6 e 8 temos:
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Propriedade 12 (Prop12).: 
[image: image39.wmf].
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Pode-se demonstrar que uma matriz Anxn admite inversa se e somente se, 
[image: image40.wmf].
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Então:


[image: image41.wmf]|

|

1

1

|

|

.

|

|

|

|

|

.

|

.

1

1

1

1

A

A

A

A

I

A

A

I

A

A

=

Û

=

Û

=

Þ

=

-

-

-

-


7. DETERMINANTE DE UMA MATRIZ TRIANGULAR
Uma matriz quadrada 
[image: image42.wmf])
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é triangular superior se, e somente se, i > j => aij = 0.

Uma matriz quadrada 
[image: image43.wmf])
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é triangular inferior se, e somente se, i < j => aij = 0.

Calculemos, genericamente pela definição, o determinante de uma matriz triangular superior de ordem n.

Temos que:
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Notemos que para toda parcela diferente de a11.a22.a33.(...).ann teremos, pelo menos, um fator do produto da parcela, tal que i > j => aij = 0, pois: 

O determinante é a somatória de todos os produtos possíveis dos n elementos de uma matriz quadrada, de maneira que em cada parcela – formada por um produto – não haja dois elementos pertencentes a uma mesma linha e/ou coluna.

Logo a única parcela não nula é a exceção citada anteriormente. Podemos concluir, portanto, que:

det(A) = 
[image: image45.wmf]Õ
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A demonstração do determinante de uma matriz triangular inferior de ordem n é análoga a demonstração acima, inferindo a conclusão da mesma fórmula.

8. DISCUSSÃO E COMENTÁRIOS
Percebemos através do estudo da definição de determinantes que é possível compreender a lei, ou seja a função, que associa uma matriz quadrada a um número.

É importante ressaltar que se a matriz quadrada é definida em C, conjunto dos números complexos, não podemos limitar sua imagem (o número associado) a IR, conjunto dos números reais.

Observaremos, 
[image: image46.wmf]),
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onde Mn (C) é o anel das matrizes quadradas de ordem n, formadas por elementos k, pertencentes a C, conjunto dos números complexos a seguinte análise quanto a natureza da função determinante.

A função determinante, formada pelo terno ordenado:

(Mn (C), C, 
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O domínio da função determinante é o anel das matrizes e o contra-domínio é o corpo dos complexos.

Podemos notar facilmente que a função det(X) não é injetora, pois basta um simples contra-exemplo para demonstrarmos tal afirmação.

Sejam as matrizes abaixo:
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[image: image50.wmf]B
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, porém temos que det(A) = det(B). Sendo assim elemento distintos do domínio têm imagens iguais no contra-domínio, logo a função det(X) não é injetora.

Mas det(X) é sobrejetora.

Demonstração:

Seja uma matriz quadrada 
[image: image51.wmf])
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 triangular superior, logo temos que i > j => aij = 0. 

Logo,

det(A) = 
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Se os elementos da diagonal principal obedecem a seguinte lei de formação: 

i = j = 1 => aij = k e 

i = j > 1 => aij = 1.

Temos que:

a11 = k,

a22 = 1,

a33 = 1,

a44 = 1,

(...)

an-1n-1 = 1 e

ann = 1.

Então:

det(A) = 
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det(A) = 
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det(A) = 
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Portanto, 
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A facilidade de efetuar demonstrações com base na definição já seria causa suficiente para o este estudo dos determinantes, porém mediante a necessidade de significado e significância que os educandos têm nos tempos atuais nos leva a prepararmo-nos de maneira mais eficaz para uma explanação coesa dos assuntos continentes ao programa curricular.

Ao aplicarmos uma seqüência didática sobre teoria dos determinantes, com o enfoque na definição apresentada, em um grupo de 16 alunos, verificamos que os mesmos apreciaram uma definição coesa e formal.

Com base nesta aplicação façamos um breve comentário.

Ao indagar o grupo sobre a validade da seqüência, como colaboradora no processo cognitivo matemático do mesmo verificou-se que mais de 85% dos participantes acusaram ser boa ou ótima, conforme é mostrado na Figura 1.

Alguns dos alunos comentaram, no campo para opiniões, que tinham dúvidas sobre como era efetuada a associação matriz versus número através da função determinante.

Estabelecer parâmetros para análise também foi citado como importante. Analisar as propriedades e verificar cada uma delas perante demonstração foi considerado interessante e construtivo.

Após a aplicação da seqüência, verificou-se que os alunos passaram a considerar a sua compreensão anterior sobre o assunto regular ou ruim, conforme a Figura 2.
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Figura 1 – Opinião sobre a eficácia da seqüência didática.

Alunos que diziam, oralmente, gostar do tema explorado ficaram ainda mais entusiasmados com os parâmetros inferidos em seu conhecimento pela seqüência.
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Figura 2 – Opinião sobre a compreensão anterior sobre o assunto.

As opiniões deixadas nas fichas são em sua maioria tais como “gostaria que fossem feitas aplicações de outras seqüências didáticas com outros assuntos, ou sobre este mesmo com um âmbito maior”.

A prática do empirismo na educação mostra-se necessária e fundamentada: 

“... entra em cena a urgência de promover o processo de pesquisa pelo aluno, que deixa de ser objeto de ensino, para tornar-se parceiro de trabalho. A relação precisa ser de sujeitos participativos, tomando-se o questionamento reconstrutivo como desafio comum, sem a intenção de distribuir receitas prontas...” (DEMO, 2001).

Percebemos que Demo enfatiza que urge, nos processos educativos atuais, a inserção de métodos que aliem a teoria à prática, construindo a partir dessa realidade sujeitos participativos no processo de seu desenvolvimento técnico, científico, ético e sócio-cultural.

Assim métodos que trabalhem aliando a análise matemática formal ou experimental poderão auxiliar os educandos no âmbito da motivação. Parece-nos claro que alunos perante desafios matemáticos bem contextualizados perante a História, Filosofia e possibilidade de aplicações dão um retorno otimizado no processo ensino-aprendizagem. 

O questionamento do educando perante situações problema leva-o a destruição (essencialmente desmistificadora) de conceitos propedêuticos e prefixados para reconstrução de conceitos significativos, significantes e aplicados ao seu cotidiano.

9. CONCLUSÕES
A experimentação ou método científico não é, de sobremaneira um recurso estático, através do qual insere-se o educando em um contexto previamente organizado pelo professor ou assistente de laboratório e que se tem um procedimento a seguir, sem variâncias.

“Considerando o método científico como ‘a lógica geral tácita ou explicitamente empregada para apreciar os méritos de uma pesquisa’ (NAGEL apud MORAIS, 1988), talvez cheguemos a concebê-lo como algo posterior ao trabalho de investigação. Isto nos levará para longe do significado da própria palavra método, tomado em sua etimologia.

Método é um vocábulo grego, ou, melhor situando, uma palavra derivada de componentes gregos. Odós significa caminho, via, etc. Meta pode ser traduzida como  ao longo de ou ao largo de.Vemos que com método faremos referência ao caminho ao longo do qual ser-nos-á facilitado chegar a um ponto desejado. Isto implicará em intencionalidade de movimento, característica que cristalizam no método o seu caráter dinâmico” (MORAIS, 1988).

Podemos concluir então, que trabalhos que constroem o conhecimento a exemplo da pesquisa científica, têm por si só um caráter dinâmico e diretamente ligado à tecnologia; assim o aprendizado ocorre como a realidade, de maneira complexa e contextual.

A matemática e a tecnologia, entendida como a convergência do saber (ciência) e do fazer (técnica), são intrínsecas à busca solidária de sobreviver e de transcender (D’AMBRÓSIO, 1999). A geração do conhecimento matemático não pode, portanto, ser dissociada da busca de justificativas. Os primeiros passos para a elaboração desse conhecimento remontam aos australopitecos e às primeiras manifestações de conhecimento socialmente organizado dos hominídeos, pois o homem (ser humano) sempre perguntou: Por quê?

10. ASPECTOS DO MINI-CURSO

O público alvo são professores de ensino médio e superior que trabalham com disciplinas que utilizem a teoria dos determinantes.

Serão abordados no mini-curso os seguintes tópicos:

Análise de conhecimento prévio dos participantes, breve comentário das definições utilizadas, observação das regras de formação de determinantes de matrizes quadradas até terceira ordem, distinção de elementos matemáticos inerentes às regras de formação, definição literal de determinante, análise dos elementos matemáticos que compõe a definição, definição simbólico algébrica, demonstração da regra de Sarrus, demonstração das propriedades dos determinantes, contextualização do tema a ação docente e ferramentas didáticas para o ensino-aprendizagem de teoria dos determinantes.
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