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INTRODUÇÃO


É surpreendente descobrir que existem relações de equilíbrio em situações reais onde, aos olhos de um leigo, nada existe. Tais situações são, na verdade, uma síntese de um conjunto de relações de proporcionalidade, quando traduzidos em modelos matemáticos. A construção de tais modelos extrapola, necessariamente, conceitos e teoremas matemáticos, apelando, muitas vezes, a conceitos mais amplos desta ou de outras ciências. Equilíbrio e desequilíbrio são duas faces de uma mesma moeda. Equilíbrio nos faz pensar em harmonia de proporções, por exemplo, no período clássico das artes: aí encontramos simetria.

Os conceitos de proporção, simetria e equilíbrio são indissociáveis, também, na construção civil: a sustentação de vigas e telhados deve ser feita de forma simétrica, de modo a evitar uma sobrecarga de esforços em determinados pontos. 

As artes estão cheias de exemplos de simetria, e aí encontramos o conceito de proporcionalidade. Desde a Antigüidade, artisticamente falando, um bom desenho deve obedecer a certos parâmetros: a repetição, a harmonia, a variedade; para a maioria dos artistas o desenho deve, ainda, ter suas proporções relacionadas às humanas. Não é à toa que uma das definições encontradas para equilibrado nos diz que é “ ... o que está em proporções normais ou justas .... “.


A questão da proporcionalidade apareceu na Grécia Antiga, quando filósofos gregos estabeleceram o conceito de número natural e se depararam com o problema de “criar” outros números. Como consideravam os números como razões entre comprimentos, acreditavam que todos os pares de comprimentos eram comensuráveis. No entanto, a razão entre as diagonais de um quadrado e de um pentágono regular e seus respectivos lados são razões incomensuráveis. Os artistas do Renascimento redescobriram a civilização grega, e basearam seus trabalhos nas doutrinas filosóficas dos gregos antigos. Mas somente no século XIX os artistas adotaram sistemas de proporção compatíveis com a escala humana. 


A proporção também está presente nas receitas em geral, sejam as dos medicamentos ou dos grandes chefes de cozinha. Os avanços da química, da física e da biologia nos permitem, hoje, juntar os conceitos de proporção e simetria através das observações de reações químicas e estruturas moleculares, entre outras. 

Muito se poderia falar sobre equilíbrio e relações matemáticas. Escolhemos falar de razões e taxas. Para tal, veremos algumas atividades simples onde esses conceitos aparecem. 

Palavras Chave: Razão, Taxa e Proporção.

1) Os conceitos principais

Razão e taxa são conceitos parecidos porém distintos. Enquanto o primeiro é usado para comparação entre grandezas de mesma unidade (fornecendo um número puro, sem unidade) o segundo é utilizado para comparações entre grandezas de tipos diferentes (fornecendo uma nova unidade). Vejamos alguns exemplos de como começar a apresentação desses conceitos.

1.1) Razão e Taxa

Atividade 1.1.1: 
1) Qual é o mais comprido, o segmento A ou o segmento B? Meça o comprimento de cada um deles. 
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                                                                                             A

                                                 B

2) O que há mais, flores ou bolas? Conte quantas são as flores e quantas são as bolas.

[image: image40.png]



Obtidas as respostas, podemos pedir que sejam calculados os quocientes dos valores encontrados em cada item. No primeiro exemplo temos que a unidade de comprimento utilizada (considerando que utilizamos a mesma unidade para ambos os segmentos) não fornece uma unidade de comprimento: um comprimento é um certo número de vezes o outro. No entanto no segundo exemplo nossa resposta será “flores por bolas” (ou “bolas por flores”). 

1.2) Proporção e Proporcionalidade

Podemos, agora, definir o que é uma proporção: duas razões (ou taxas) iguais formam uma proporção. 

Atividade 1.2.1: Substitua os símbolos “?” para que as frações abaixo representem proporções:
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Queremos que os alunos observem que se 
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 formam uma proporção, então 
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, logo 
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. Essa é a propriedade que costumamos enunciar como o produto dos meios é igual ao produto dos extremos. No entanto é preciso muita atenção aqui: o que significa “extremos” e o que significa “meios”? Observe que 
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. E agora? Parece-nos que a tal frase é apenas mais uma das “decorebas” a que submetemos nossos estudantes!

Atividade 1.2.2: Considere os dois problemas a seguir:

1) Sabendo que numa receita de pão, para 1kg de farinha devo usar 8 ovos, quantos ovos devo usar para fazer pão com 3,5kg de farinha?

2) Um carro com velocidade constante de 80km/h faz um determinado percurso em 5 horas. Quantas horas o carro levaria para fazer esse mesmo percurso se sua velocidade fosse constante de 100km/h?


Observe, no primeiro problema, que temos a taxa 
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 numa receita de pão. Essa taxa deve ser mantida, ou a massa desanda. Isto significa que a razão entre a quantidade de farinha e a quantidade de ovos em ambas as receitas deve ser igual. Portanto o número de ovos deve crescer, uma vez que a quantidade de farinha aumentou. Logo, se N é tal quantidade queremos que 
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 representem a mesma razão. Portanto queremos que o valor de N seja tal que  
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. A igualdade acima ocorre quando as duas frações forem equivalentes. Para isto ocorrer devemos ter N = 3,5 ( 8 = 28: devemos usar 28 ovos. Aqui as razões entre quantidade de farinha e número de ovos são diretamente proporcionais. 


No segundo problema observe que se a velocidade aumenta, a duração do percurso deve diminuir, uma vez que a distância a ser percorrida é a mesma. Portanto, o número de horas do trajeto e a velocidade não formam uma taxa como no primeiro problema. Aqui, (velocidade) ( (duração do percurso) é que deve ser igual, pois tal produto fornece o comprimento do percurso. Logo, é o resultado do produto 80 ( 5 que deverá ser mantido. Portanto, se N é a duração do percurso feito numa velocidade constante de 100km/h, devemos ter 80 ( 5 = 100 ( N, o que fornece N = 
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 horas. Observe que isso significa, na verdade, que 
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Dizemos que a razão entre as velocidades é inversamente proporcional à razão entre os tempos de percurso.


Uma outra forma de se trabalhar proporcionalidade é trabalhar com tabelas.  No caso da proporcionalidade direta precisamos fazer o aluno perceber que estamos multiplicando as grandezas por uma mesma quantidade, enquanto que no caso da proporcionalidade inversa uma das grandezas é multiplicada por uma certa quantidade enquanto a outra é dividida por essa mesma quantidade.  Observe as tabelas a seguir:

Tabela 1:

	Quantidade de farinha (kg)
	Quantidade de ovos
	Observações

	1
	8
	

	2
	16
	a primeira linha foi multiplicada por 2

	0,5
	4
	a primeira linha foi multiplicada por 
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Tabela 2:

	Velocidade (km/h)
	Tempo de Percurso (h)
	Observações

	80
	5
	

	100
	4
	Na primeira linha, a primeira coluna foi multiplicada por 10/8 enquanto que a segunda coluna foi dividida por 10/8

	40
	10
	Na primeira linha, a primeira coluna foi multiplicada por 1/2 enquanto a segunda coluna foi dividida por 1/2


2) Algumas Razões e taxas Especiais

2.1) O Número Pi

Vamos falar agora de uma razão matematicamente muito importante, também conhecida desde a Antigüidade: a razão entre o comprimento de uma circunferência e seu diâmetro - o número pi, cujo símbolo é a letra grega de mesmo nome, (. Pi é um número irracional, ou seja, não pode ser escrito como quociente de dois números inteiros. Isso significa que se o diâmetro de uma circunferência for um número racional, então seu perímetro é, necessariamente, um número irracional. 

Obter o perímetro de figuras cujos lados são segmentos de reta é muito fácil. Mas o mesmo não acontece quando a figura é limitada por uma curva qualquer. Existem técnicas para permitir a obtenção do perímetro de uma figura qualquer, mas o que queremos aqui é obter, apenas, um valor aproximado para o perímetro de um círculo, de modo a compará-lo com seu diâmetro.

Atividade 2.1.1: Siga as instruções a seguir.

· Desenhe círculos de diversos raios (por exemplo, de 3cm, 5cm e 10cm) num papel e fixe-os num pedaço de isopor;
· coloque um pedaço de barbante sobre a circunferência, prendendo-o com alfinetes de mapa de modo a cobrir sua curva o melhor possível;

· meça o comprimento do barbante utilizado no recobrimento de sua curva com uma régua, em cada caso. 

O que obtemos, para cada circunferência, é um valor aproximado de seu perímetro. Tal valor não é exato, pois às vezes o barbante fica mais esticado numa medição do que em outra, ou não cobre tão bem a curva como deveria. 

Atividade 2.1.2: Siga as instruções a seguir:

· Considere os 3 círculos,que você utilizou na atividade anterior, e cujo perímetro você mediu; para cada um deles, meça o comprimento do diâmetro;

· divida o comprimento do círculo pelo diâmetro correspondente, em cada caso;

· o que você observa?

Os valores obtidos são aproximações do número real (. É claro que os valores obtidos para cada círculo não são iguais, pois é quase certo haver erros nas medidas (o barbante pode ter ficado mais esticado em uma das medições ou o recobrimento ficou mal feito), ou erros de aproximação numérica ao efetuarmos a divisão. No entanto, os valores obtidos devem estar próximos uns dos outros, e próximos de 3,15. Na verdade, dizemos que o número ( é o comprimento de um semicírculo de raio 1.

2.2) As Funções Seno, Cosseno e Tangente parta ângulos entre 0º e 90º como Razões

Fixe um ângulo (1. Observe a figura 1:
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Fig 1

Os triângulos A1OB1, A2OB2, ... , An-1OBn-1, AnOBn são todos semelhantes. Portanto, os comprimentos dos lados correspondentes são proporcionais, e obteremos as três relações a seguir:
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(a)
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(b)
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(c)

Fixe, agora, um ângulo (2 ( (1. Observe a figura 2:

[image: image43.wmf]*

*

1

tempo

tempo

velocidade

velocidade

=


[image: image44.png]



Fig 2

Os triângulos C1OD1, C2OD2, ... , Cn-1ODn-1, CnODn são todos semelhantes. Porém, como os ângulos não são congruentes com os da figura 1, as constantes de proporcionalidade das igualdades (a), (b) e (c) são distintas das constantes de proporcionalidade das igualdades em (a1), (b1) e (c1):
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(a1)
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(b1)
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(c1)

Isto nos mostra que igualdades desse tipo dependem do ângulo ( e não dos comprimentos dos lados do particular triângulo retângulo que estivermos considerando. Chamemos de K1((), K2(() e K3(() as constantes de proporcionalidade obtidas para as razões entre o comprimento do lado oposto ao ângulo ( e o comprimento da hipotenusa do triângulo, entre o comprimento do lado adjacente ao ângulo ( e o comprimento da hipotenusa do triângulo e entre o comprimento do lado oposto ao ângulo ( e o comprimento do lado adjacente ao ângulo ( no triângulo considerado, respectivamente. Observe a figura 3: 
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Fig 3

Essas constantes têm nomes especiais:

K1(() é o seno do ângulo Teta: K1(() = sen(() = 
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K2(()  é o cosseno do ângulo Teta: K2(() = cos(()  = 
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K3(()  é a tangente do ângulo Teta: K3(() = tan(()  = 
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Essas funções são chamadas funções trigonométricas; as duas primeiras estão relacionadas pelo Teorema de Pitágoras e a terceira se relaciona com elas por sua própria definição e semelhança de triângulos.

2.3) Algumas Taxas Especiais

1) Ao quociente entre o espaço percorrido por um objeto e o tempo levado por ele para percorrê-lo chamamos de velocidade média do objeto. Por exemplo, se um carro percorre 200km em 5 horas, então sua velocidade média foi de 
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40km/h. Observe que nossa taxa tem uma unidade nova, diferente das usadas nas grandezas espaço e tempo: nossa nova unidade é o quociente das unidades das grandezas envolvidas. Da próxima vez que você fizer uma caminhada, faça uma estimativa da sua velocidade média. Comece verificando qual o comprimento de sua passada. Conte o número de passos que deu em sua caminhada e encontre o comprimento total de sua caminhada. Marque a hora em que começou e a hora em que parou, para saber quanto tempo esteve caminhando. Encontre, então, a velocidade média com que você caminha.

2) Outra taxa especial é a densidade: a densidade de um corpo é o quociente entre sua massa e seu volume. Por exemplo, uma bola de 50g que tem volume de 25cm3 tem uma densidade de 
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2g/cm3 (como no caso anterior, nossa taxa tem como unidade nova o quociente das unidades das grandezas envolvidas). Experimente verificar a densidade de alguns objetos. Pese o objeto; para verificar o volume, encha um recipiente com água até a borda, coloque seu objeto dentro dele, e verifique quanta água ficou no recipiente: o total original menos o que ficou dará o volume do seu objeto. Agora é só calcular o quociente dos valores que você obteve.
3)  Uma densidade especial é a densidade demográfica. Definimos densidade demográfica de uma região (um bairro, uma cidade, etc) como o quociente entre o número de habitantes da região e sua área. Experimente verificar a área do quarteirão em que mora e o número de habitantes desse quarteirão, para encontrar sua densidade demográfica.
2.4) As funções F(x) = kx e G(x) = k/x


O gráfico de uma função F(x) = kx é uma reta. Observe que 
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. Ou seja, as ordenadas e abscissas de pontos que pertencem ao gráfico da função F são diretamente proporcionais: grandezas diretamente proporcionais, quando descritas através de funções, terão retas como gráficos no plano cartesiano.


O gráfico de uma função G(x) = k/x é uma hipérbole. Observe que x.G(x) = k. Ou seja, as ordenadas e abscissas de pontos que pertencem ao gráfico da função G são inversamente proporcionais: grandezas inversamente proporcionais, quando descritas através de funções, terão hipérboles como gráficos no plano cartesiano.

3) A Proporção na Arte

3.1) Proporção na música

Um som musical (um tom) consiste de oscilações do ar produzidas. No caso de um violino ou de um piano, por vibração de uma corda. O número de oscilações por segundo é chamado freqüência da oscilação. Este fato já era conhecido na Antigüidade. 
Como mencionamos, também na música encontramos proporções. Na Grécia Antiga, Pitágoras observou que duas cordas vibrantes idênticas, cujos comprimentos estivessem na razão de 1 para 2, soariam em uníssono. E quanto mais agudo o tom, maior sua freqüência. Hoje sabemos que a razão das freqüências dos sons emitidos por essas cordas seria a razão inversa de seus comprimentos (isto é, de 2 para 1), e que duas cordas vibram em uníssono se e só se a razão de seus comprimentos é uma potência inteira de 2. A unidade utilizada para medir freqüências é o Hertz (hz). Uma oscilação por segundo corresponde a 1hz. A freqüência da nota lá-padrão (o lá central do piano, ou a quarta oitava do piano), de acordo com os padrões atuais, é 440hz (era menor no passado!), e a freqüência do lá seguinte, mais agudo, uma oitava acima, é 880hz. A escala musical ocidental (desde os tempos de Bach), dita cromática, divide esse intervalo em 12 tons iguais, isto é, tais que a razão das freqüências de notas consecutivas é constante. Essas notas são lá-lá#-si-dó-dó#-ré-ré#-mi-fá-fá#-sol-sol#-lá. Observe a figura 4, que representa as notas de uma oitava do piano. O primeiro retângulo branco representa a nota lá, o retângulo preto que se segue é o lá#, o próximo retângulo branco é o si, e assim por diante:
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Fig 4

Cada um dos retângulos é uma tecla, que está ligada a um pequeno martelo com extremidade coberta de feltro (para suavizar o som da batida), que, quando acionada, atinge cordas que estão no interior da caixa de madeira que forma o piano (é sua caixa de ressonância). Afinar um instrumento significa fazer com que a tensão nas cordas forneça a freqüência correta para elas. O lá padrão pode ser obtido através de um diapasão, um instrumento de metal (com forma de forquilha) que, quando tangido, fornece um tom de freqüência 440hz.

Quando ouvimos dois tons juntos (o que os músicos chamam de acorde) ou um seguido de outro (chamado de intervalo) eles podem ser consonantes (isto é, harmoniosos, agradáveis de ouvir), dissonantes (não tão agradáveis de ouvir), ou algo no meio disso. Isso depende da razão dos tons que formam o intervalo. E a regra é simples: um intervalo consonante é aquele onde a razão entre as freqüências é (aproximadamente) igual à razão de dois números inteiros. Por exemplo, como já mencionamos, uma oitava ocorre quando a razão é igual a 2 (440 para o lá central, 880 para o seguinte, 1760 para o segundo seguinte, 220 para o imediatamente anterior, mais grave, 110 para o que vem antes dele, e assim por diante). Um intervalo de quinta é aquele em que a razão das freqüências é de 3/2. As cordas de um violino, por exemplo, formam tais intervalos (sol – ré, ré – lá, lá – mi). O intervalo com razão 4/3 entre as freqüências é chamado quarta e o de razão 5/4 é chamado terça maior, entre outros. O piano, como o conhecemos hoje em dia, é dito bem temperado porque qualquer melodia pode ser transposta para começar em qualquer tom, pois o quociente das freqüências de duas notas consecutivas é sempre constante.

Observação: As freqüências das notas formam uma progressão geométrica. 

3.2) Proporção nas Artes Plásticas

Em outras artes, razões especiais eram utilizadas:
Atividade 3.2.1: Forme um grupo com alguns colegas, e pegue uma fita métrica. Meça, em você e em seus colegas:

· A altura (total) e a altura do chão até seu umbigo; calcule a razão entre essas duas medidas;

· O comprimento das falanges em relação aos dedos; calcule a razão entre essas duas medidas;

· O comprimento do braço em relação ao comprimento do antebraço; calcule a razão entre essas duas medidas;

· O comprimento do antebraço em relação ao comprimento da mão; calcule a razão entre essas duas medidas;

· O que você observa?

A razão que foi encontrada na atividade anterior é muito especial. Utilizada desde a Antigüidade, era chamada Razão Áurea. Podemos encontrar várias aproximações da razão áurea no nosso corpo; as mais conhecidas são as que estão na atividade anterior. Além delas temos ainda a razão entre o comprimento da linha dos olhos em relação ao comprimento do rosto, a razão entre o comprimento da linha da boca em relação ao comprimento da base do nariz até a ponta do queixo, etc. Nas figuras a seguir (5a e 5b) podemos observar alguma dessas proporções:
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          Fig 5a






      Fig 5b


O quadro Mona Lisa, de Leonardo da Vinci, está repleto de exemplos de razões áureas. Se construirmos um retângulo circunscrito ao rosto, vemos que ele tem propriedades especiais. Podemos também subdividir este retângulo usando a linha dos olhos para traçar uma reta horizontal e temos novamente a proporção áurea. Falaremos desses retângulos especiais um pouco mais adiante: eles são Retângulos Áureos. Esta proporção foi verificada em várias outras partes do corpo de Mona Lisa (figura 6):
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Fig 6

3.3) A Razão Áurea


Começamos com algumas definições:

1) Sejam  AB um segmento dado e C um ponto em seu interior tal que 
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 . Dizemos que AC  é o segmento áureo interno de AB.

2) Sejam AB um segmento dado e D um ponto exterior a ele, sobre a reta suporte do segmento AB, tal que 
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 . Dizemos que AD  é o segmento áureo externo de AB.

Observe que se AB = a temos, por definição de segmento áureo interno,

AC2 = a . CB = a(a - AC)  

                                                   AC2 + a . AC - a2 = 0

Portanto

                                                           AC = a 
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O número 
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 aparece em inúmeras situações e fascinou diversos povos. Por exemplo, se a  é o raio de um círculo, então a
[image: image30.wmf]2

1

5

-

 é o comprimento do lado do decágono regular inscrito em tal círculo.

Para o segmento áureo externo temos, também por definição,

                                                AB2 = a2 = BD . AD = BD2 + a . BD

                                                        BD2 + a . BD - a2  = 0

Portanto                                                            

AD = a 
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Além disso AD . AC = a2 = AB2 . Logo AB é a média geométrica entre AC  e AD.


Podemos construir segmentos áureos com régua e compasso:

Atividade 3.3.1:

· Trace AB.

· Seja O o centro de um círculo com raio igual à metade do comprimento de AB, onde O está sobre uma perpendicular à AB por B, e B pertence a tal círculo.

· Sejam C e D os pontos de interseção da semi-reta AO com o círculo.

· Então AC é o segmento áureo interno de AB e AD é o segmento áureo externo de AB.

[image: image49.png]
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Qualquer retângulo onde suas dimensões são tais que a menor delas está para a maior assim como a maior está para a soma das duas é chamado de retângulo áureo. O que caracteriza um retângulo áureo, portanto, é ter seus lados a e b tais que a é o segmento áureo externo de a + b. Para simplificar nossas contas, vamos considerar um retângulo ABCD de lados AD = a+b e AB = a. Vamos dividir o retângulo ABCD em um quadrado de lado a e um retângulo de lados a e b, conforme a construção que fizemos. Observe a figura a seguir (figura 7):
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                     Fig 7


 Portanto, para que o retângulo ABCD seja áureo devemos ter  

[image: image51.emf]
o que nos fornece  b2 + ab = a. Mas observe, no retângulo CDEF, que os comprimentos dos lados, a e b, também satisfazem a equação b2 + ab = a2, portanto temos que 
[image: image32.wmf]b
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, logo CDEF também é áureo. Concluímos que a partir de um retângulo áureo podemos construir outro retângulo áureo, o que nos leva a concluir que a partir de um retângulo áureo podemos construir infinitos retângulos áureos, com dimensões cada vez menores (tendendo a zero), da seguinte maneira: dados a0  e a1 lados de um particular retângulo áureo, construímos uma seqüência com , com n ( 2, inteiro, onde o retângulo de lados an e an-1 é áureo, para todo natural n ( 1.


Chamamos 
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1

5

+

 de número áureo. E isto é feito, exatamente, por termos a propriedade  
[image: image34.wmf]b
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Podemos fazer a construção anterior com régua e compasso:
Atividade 3.3.4: Desenhe um quadrado ABCD;

· Do ponto médio E do segmento DC trace um arco de B a Z, onde Z jaz na reta que passa por DC, com C interno a DZ;

· Complete o retângulo AYZD;

· Faça DC = a e CZ = b e observe que EB= 
[image: image35.wmf]2
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+ b, BC = a, EC = 
[image: image36.wmf]2

a
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· [image: image52.emf]Aplique Pitágoras ao triângulo BCE e verifique que 

(o que nos leva, novamente, à expressão b2 + ab = a2)

· Conclua que o retângulo AYZD é áureo. 

[image: image53.emf]
Se medirmos AY e AB no retângulo anterior, qual será a razão entre eles? A razão entre estes dois segmentos é obtida facilmente aplicando-se a relação  b2 + ab = a2. Fazendo 
[image: image37.wmf]b

a

 = (  e dividindo os dois lados por b2, chegamos a:   

[image: image54.emf]
A resolução da equação proposta nos leva a duas soluções:

[image: image55.emf]
O segundo valor não é solução do nosso problema (pois é negativo). O primeiro é exatamente o valor que encontramos anteriormente para o segmento áureo externo de um segmento de comprimento 1, o número áureo. 

4. PARA COMPLETAR


Para completar, algumas curiosidades e figuras relacionadas com o número áureo.

1) Uma maneira de se obter o número Fi

[image: image56.emf]
2) O número áureo e a seqüência de Fibonacci

[image: image38.emf]Leonardo de Pisa, muito conhecido por Fibonacci  

(filho de Bonaccio), viveu, aproximadamente,  

entre os anos de 1170 e 1250. Em 1202, publicou o 

livro “Liber Abaci” ou Livro do Cálculo que tráz  

a famosa seqüência :  

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ..., onde 

a 

n  

=  a 

n – 2  

+  a 

n – 1. 

    

Qual a relação entre esta  seqüência e a razão áurea? 

 

3) A seqüência de Fibonacci na natureza

a) a Achllea Ptnarmica

[image: image57.emf]

b) O Nautilus

[image: image58.png]


[image: image59.png]


[image: image60.emf]Mozart 

Em seus sonetos, Mozart os dividia, na grande maioria das 

vezes,  em duas partes mantendo a razão áurea exatamente. 

( American Scientist of March/April 1996 by Mike Kay ) 

 

A Quinta de Beethoven 

Segundo este grande estudioso das sinfonias de Beethoven, a 

divina proporção aparece um sem número de vezes, pois 

segundo ele, havia uma grande afinidade de Bethoven com a 

matemática. ( Mathematics Teaching volume 84 in 1978, 

Derek Haylock writes about  The Golden Section in 

Beethoven's Fifth on pages 56-57. ) 

 


4) Retângulos áureos e a Espiral de Fibonacci

[image: image61.emf][image: image62.emf]Templo de Dendur Templo de Philae


5) A razão áurea em Poliedros

a) O Dodecaedro:

[image: image63.emf] 


Se unirmos os centros das faces de um dodecaedro regular vamos obter três retângulos.

b) O Icosaedro

[image: image64.emf]United 

Nation 

Headquaters 

of New York 


Se formarmos um icosaedro a partir dos centros das faces de um dodecaedro  regular, vamos obter um icosaedro com os mesmos três retângulos áureos

c) O Octaedro

[image: image65.emf]
É possível construir um octaedro regular a partir dos três retângulos áureos que aparecem nas figuras anteriores.

6) A razão áurea na Arte

a) Na Música:

[image: image66.emf]   

 


b) Na arquitetura egípcia

c) Na arquitetura grega


(O Parthenon, um dos templos construído em Atenas por volta dos anos 430-440 a.C.):

d) Na pintura moderna


(Composition with Grey, Red, Yellow and Blue, de Piet Modrian, pintado em 1920) 

e) Na arquitetura moderna


e, para finalizar, o Pentagrama, escolhido para ser o símbolo da irmandade secreta dos Pitagóricos:
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