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PENSAMENTO REVERSO NO ENSINO DE MATEMÁTICA
Antonio Carlos Brolezzi - brolezzi@ime.usp.br
Introdução 

Entendemos por pensamento reverso aquele tipo de pensamento que está envolvido nos processos em que se parte de uma situação A para chegar a outra B e depois se parte da situação B para voltar à situação A. São exemplos as ações de fazer e desfazer, construir e desconstruir, e assim por diante. No caso específico da Matemática, utiliza-se o pensamento reverso nas operações inversas, como por exemplo, somar e subtrair, multiplicar e dividir.

A idéia de reversibilidade, como sendo a possibilidade de executar determinada ação em sentido contrário ao da ação original, está presente em Piaget de maneira incisiva e fundamental. De fato, para o filósofo psicogenético, 

a lógica na criança apresenta-se essencialmente sob a forma de estruturas operatórias, ou seja, o ato lógico consiste essencialmente em operar e, portanto, em agir sobre as coisas ou sobre os outros. Mais ainda, uma operação é, com efeito, uma ação efetiva ou interiorizada, tornada reversível e coordenada a outras operações, numa estrutura de conjunto que comporta leis de totalidade. (Piaget, p.111) 

Nesse sentido, Piaget destaca a reversibilidade como o principal critério do pensamento operatório, conseqüência direta do funcionamento de um sistema lógico total.

Na construção do conhecimento matemático, desde a fase das operações concretas, as noções de fazer e desfazer caminham juntas: para cada operação matemática, define-se a operação inversa, por meio de uma adequada ampliação do universo no qual se trabalha. 

Por outro lado, na Língua Materna, a idéia de reversibilidade precisa levar em conta o esquema sujeito/atributo. Essa estrutura lingüística é típica das línguas ocidentais e tem relações com a filosofia e a lógica do Ocidente. Segundo Chang Tung-Sun,

(...) a Lógica aristotélica baseia-se na estrutura do sistema de linguagem ocidental. (...) O tipo tradicional de proposição “sujeito-predicado” não existe na Lógica chinesa. Assim sendo, na medida em que o objeto da Lógica está nas regras de raciocínio implícitas na linguagem, a expressão desse raciocínio deve ser implicitamente influenciada pela estrutura da linguagem, e as diferentes línguas terão formas de Lógica mais ou menos diferentes. (Tung-Sun, p.177)

De fato, na Língua Materna há problemas de lógica associados à idéia de reversibilidade, e que foram explorados mesmo por Lewis Carrol em Alice no país das maravilhas, como é possível observar no “diálogo à mesa de chá” 
.
Nesse caso, como bem podemos observar, está colocada a questão da implicação ou o sentido da sentença condicional: se A então B. O diálogo reproduzido acima mostra que, sendo essa implicação verdadeira, nem sempre se B então A, também o será. Essas questões estão presentes na Língua Materna bem como na Matemática. E mesmo no primeiro contexto o trânsito de uma implicação para a outra é feito com certa dificuldade pelos alunos, muitas vezes revelando confusões entre uma implicação e uma equivalência. Como alerta Machado, 

Entre a Matemática e a Língua Materna existe uma relação de impregnação mútua. (...) É necessário reconhecer a essencialidade dessa impregnação e tê-la como fundamento para a proposição de ações que visem à superação das dificuldades com o ensino da Matemática. (Machado, p.10)

O senso comum atribui, quase que exclusivamente, à Matemática, uma característica de exatidão, por imaginar que as considerações realizadas em seu interior primam por serem exatas, definitivas e inquestionáveis. Para Calvino, no contexto da Língua Materna, a exatidão significa principalmente três coisas: 

- um projeto de obra bem definido e calculado;

- a evocação de imagens visuais, nítidas, incisivas, memoráveis;

- uma linguagem que seja a mais precisa possível como léxico e em sua capacidade de traduzir as nuanças do pensamento e da imaginação. (Calvino, p. 71)

Também é sua a crítica feroz à situação em que se encontra, segundo ele, a comunicação entre os homens, onde a necessidade da exatidão se faz cada vez mais presente, no espaço de dimensões infinitas, sem limites. Quando Calvino mostra a necessidade de exatidão nos textos, ele o faz de maneira eloqüente e fundamental, esclarecendo que a expressão lingüística necessita dessa característica, propondo então a busca incessante e cuidadosa da melhor forma de traduzir o pensamento.

Às vezes me parece que uma epidemia pestilenta tenha atingido a humanidade inteira em sua faculdade mais característica, ou seja, no uso da palavra, consistindo essa peste da linguagem numa perda de força cognoscitiva e de imediaticidade, como um automatismo que tendesse a nivelar a expressão em fórmulas mais genéricas, anônimas, abstratas, a diluir os significados, a embotar os pontos expressivos, a extinguir toda centelha que crepite no encontro das palavras com novas circunstâncias. (Calvino, p. 72)

Dessa maneira, Calvino esclarece que a exatidão deve ser necessariamente uma característica da Língua Materna, muito embora seja possível observar as constantes imprecisões no discurso bem como no texto escrito, principalmente quando se trata da sala de aula. Quando a Língua Materna é usada para exprimir fatos no âmbito da Matemática a questão se agrava, pois, nesse contexto, a necessidade de precisão e rigor é mais imperiosa. 
No campo da Matemática, entretanto, ao contrário do que reza o senso comum, embora haja diversas situações em que os cálculos são exatos, há inúmeras outras em que, para se chegar à resolução do problema proposto, o cálculo é simplesmente aproximado. Entretanto, em muitas atividades de sala de aula, bem como nas propostas existentes nos livros didáticos, é possível observar uma ênfase muito grande em colocações do tipo “calcule”, “efetue”, “resolva”, “simplifique”, objetivando a que o aluno, por meio de cálculos baseados nas propriedades dos conjuntos numéricos, chegue a um resultado “exato”. Dificilmente, são encontradas situações abertas, nas quais a ênfase se encontra nos processos investigativos, buscando a descoberta de problemas por parte dos alunos, para posterior resolução. 

A Matemática, de modo geral, fica reduzida a um conjunto de problemas para serem resolvidos, por meio de uma coleção de propriedades, lamentavelmente transformadas em regras operatórias. A validade de tais técnicas operatórias não é, normalmente, investigada. A reversibilidade desses processos dificilmente é questionada. 

A Matemática apresentada na Escola Básica, freqüentemente como um conjunto de regras e fórmulas, processos mecânicos de resolução de determinados tipos de problemas, questões fechadas, com pouquíssima, às vezes nenhuma investigação, acarreta uma postura passiva por parte dos estudantes. Em particular, diante dessas circunstâncias, a reversibilidade enfocada por Piaget muitas vezes se perde.

Na Universidade, porém, a Matemática adquire um caráter distinto. É cobrada dos alunos uma experiência anterior que eles em geral não têm. Os professores chegam à conclusão que aquilo que os alunos sabem de pouco vale para o aprendizado da Matemática em nível superior. Particularmente, as dificuldades apresentadas pelos alunos na manipulação de processos reversíveis muitas vezes são diagnosticadas pelos professores como ausência de pré-requisitos, causa importante do fracasso em disciplinas que envolvem matemática de nível superior.

Those involved in the teaching of first-year university mathematics are often rather dissatisfied with the weaknesses they perceive in their students. (...) They lament over the thinking and working habits of their students in mathematics, their lack of organization and of mathematical rigor, as well as their difficulty in acquiring and consolidating knowledge through personal work. (Guzmán et al., 1998)

A exigência de pré-requisitos esbarra na questão da diversidade da natureza da Matemática no Ensino Superior. O que era exigido do aluno na Escola Básica era mais uma habilidade operacional da Matemática, e menos uma abordagem conceitual. Além disso, a própria natureza da Matemática muda na passagem para o Ensino Superior. Os resultados apresentados nas disciplinas de nível universitário são, em geral, resultados de motivações internas da própria construção matemática. Trata-se de uma nova cultura, em que as idéias prévias têm que ser necessariamente revistas.

Secondary school students often succeed in mathematics by relying on their ability to perform algorithms and in spite of a lack of real understanding of the mathematical concepts with which they are working. (Guzmán et al., 1998)

Os registros de representação semiótica

A teoria dos registros de representação semiótica, de autoria do filósofo e psicólogo francês Raymond Duval, tem-se mostrado muito frutífera para a realização de pesquisas no âmbito da Didática da Matemática. Inúmeras investigações têm sido realizadas inclusive no Brasil utilizando esse referencial teórico. 

No contexto da Psicologia Cognitiva, Duval desenvolveu um modelo de funcionamento cognitivo do pensamento, considerando as mudanças de registros de representação semiótica, que levou à publicação de diversos trabalhos, entre os quais Sémiosis et penseé humaine. Registres sémiotiques et apprentissages intellectuels. (Duval, 1995)
Em primeiro lugar, em Matemática, os objetos não são jamais acessíveis perceptivamente ou instrumentalmente e o acesso a eles passa necessariamente por representações semióticas e não se deve confundir um objeto e sua representação (Duval, 2003, p.21). Essa situação é diferente daquela que ocorre em outros campos do conhecimento científico, como na física, química ou biologia. Para Duval, não existe noesis sem semiosis, entendendo por noesis a aquisição conceitual de um objeto e por semiosis, a representação realizada por meio de signos. (D’Amore, p.58)

Tendo claro que o acesso ao objeto matemático se dá por meio de sua representação, é preciso esclarecer os tipos de registros de representação que são utilizados na atividade matemática. Para Duval, existem quatro tipos muito diferentes de registros: a língua natural – associações verbais com argumentações e deduções; geométrico – figuras geométricas planas ou espaciais, com apreensão operatória e não somente perceptiva, e construção com instrumentos; sistemas de escritas e cálculo – numéricas, algébricas, simbólicas; gráfico – mudanças de sistema de coordenadas, interpolação e extrapolação. (Duval, 2003, p.14)

A aquisição conceitual de um objeto matemático baseia-se em duas características “fortes”:

· o uso de diversos registros semióticos é típico do pensamento humano

· a criação e o desenvolvimento de novos sistemas semióticos são marcos históricos de progresso do conhecimento (D’Amore, p.60)

Dessa maneira, a fim de criar condições para a apreensão dos conceitos matemáticos, a própria história mostra um caminho importante a ser trilhado que é o de possibilitar a apropriação de diferentes registros, no sentido de poder trabalhar internamente num único tipo de registro, bem como no sentido de transitar de um tipo para outro. No primeiro caso, quando as transformações ocorrem com a utilização de um único tipo de registro, diz-se que as transformações realizadas constituem um tratamento. Quando há trânsito entre um tipo de registro e outro, a transformação realizada é chamada conversão. Segundo Duval, (Duval, 2003, p.17) a conversão das representações, quaisquer que sejam os registros considerados, é irredutível a um tratamento. 

Assim, para D’Amore, a construção dos conceitos matemáticos depende fortemente da capacidade de utilizar vários registros de representação semiótica dos referidos conceitos: 

· representando-os em um dado registro;

· tratando tais representações no interior de um mesmo registro;

· fazendo a conversão de um dado registro para outro.

Nesse sentido, a união das três ações – representar, tratar, fazer conversões – sobre os conceitos viria a ser, para esse autor, a construção do conhecimento matemático, ou seja, a noesis. (D’Amore, p. 62)
No contexto da teoria de Duval, a temática do pensamento reverso assume uma importância clara. A necessidade de domínio em diferentes registros, trabalhando as idéias de representação, tratamento e conversão, torna evidente que ações envolvendo esse tipo de pensamento são fundamentais.

A questão da igualdade

Ao trabalhar limites, também é possível identificar dificuldades. A igualdade existente em 
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 apresenta características diferentes, pois, dependendo do caso, o valor L pode ser atingido pela função f, mas não necessariamente. Comparando com os contextos em que o sinal “=” foi sempre utilizado na Escola Básica, não é de se estranhar a dificuldade conceitual imediata com a qual os alunos se defrontam.

Artigue, um dos expoentes da Didática francesa, já identificava que

(…) high school and the university develop profoundly different relationships for common mathematical objects, for example, those of calculus – limits, derivatives, and so on. For this reason university teachers encounter serious difficulties in bringing out the knowledge of the students and are lead to the impression that the students know nothing. (Artigue, 1999)

Uma outra situação que causa certo espanto entre os professores, refere-se à igualdade entre duas expressões. Para o professor, a igualdade é uma relação de equivalência, sendo portanto válida a propriedade simétrica, ou seja, se A=B então B=A e reciprocamente.

Para o aluno, desde muito cedo, o conceito de igualdade é manipulado em diferentes contextos. Entretanto, nas costumeiras questões do tipo, “calcule”, “efetue”, “resolva”, “simplifique”, o sinal de igualdade relaciona uma quantidade A com uma quantidade B, sempre lida da esquerda para a direita, segundo o modelo das línguas ocidentais. De fato, pensando em termos da Língua Materna, a expressão A tem função sintática de sujeito, enquanto que B tem a função de predicativo do sujeito. Como bem alerta Bardini, em sua tese de doutorado, na Arithmetica Integra (1544) de Stiefel, a igualdade ocupa o papel central e a sua interpretação no registro retórico põe em evidência uma certa assimetria. Existe um atributo a um sujeito.

Já no registro simbólico, o sinal que acabou prevalecendo historicamente foi o proposto por Recorde (1510-1558) “========”, justificado por ele com a afirmação: “Nada é mais parecido do que dois traços paralelos à linha de escrita”. Esse sinal não foi adotado por exemplo por Descartes (1637), que preferia o “laço” 
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, que mantém a idéia de orientação para a igualdade. Essa disputa entre os dois símbolos não está contemplada na simbologia atual, pois a igualdade é interpretada em termos de relação de equivalência, com as propriedades de: reflexividade, simetria e transitividade.

Voltando ao filósofo chinês, 

um atributo deve ser atribuído a uma substância, de modo que a idéia de substância é absolutamente indispensável ao pensamento, assim como o sujeito é absolutamente indispensável à linguagem. Por isso, na história da Filosofia ocidental, por mais diferentes que possam ser os argumentos, favoráveis ou contrários à idéia substância, o que constitui o problema central é essa mesma idéia de substância. (Tung-Sun, p.180)

Entretanto, essas questões estão longe de serem assimiladas diretamente pelos alunos, como Bardini (2003) registra num diálogo em que um professor conversa com um aluno a respeito da expressão 
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, que para os alunos não pode estar correta, já que não foi feita a conta relativa ao lado esquerdo da igualdade.
Dessa maneira, a dificuldade dos estudantes, que pode ser observada desde uma fase mais ou menos inicial, precisa ser, senão entendida, pelo menos admitida e respeitada. Uma sentença matemática do tipo A=B, segundo a lógica intrínseca, deveria automaticamente significar que B=A: tal fato não é óbvio nem imediato para os estudantes. 

Normalmente, ao propor para os alunos a resolução de uma equação simples como 
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, é possível observar uma tendência generalizada em deixar a incógnita no primeiro membro, pois a resposta a ser fornecida “precisa ser x é igual a...”, respeitando a estrutura sujeito/atributo. Resolver a equação encontrando 
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 causa certo estranhamento entre os estudantes.

Ainda, de modo mais geral, sendo A<B, a conclusão de que B>A também não é automática, nem natural. Novamente, a estrutura da frase na Língua Materna constitui uma dificuldade para que os alunos consigam de modo natural “pensar ao contrário”.

Ocorre que o curso de Cálculo, porta de entrada para a Matemática de nível superior, apresenta aos alunos diversas situações em que têm que utilizar uma estratégia contrária à que normalmente utilizavam no Ensino Básico.

Na Escola Básica, a identidade 
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 é trabalhada e, em geral, os alunos chegam no curso de Cálculo, com essa questão incorporada, sem maiores problemas, naturalmente lida da esquerda para a direita. Assim, também é geral o fato de não serem capazes, com igual desenvoltura, de aplicá-la ao contrário, na forma 
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. Não lhes parece natural, consideram que o professor está forçando a situação ou fazendo algum truque de mágica, ao escrever a expressão 
[image: image8.wmf]2

yaxbxc

=++

, com 
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, na forma 
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, a fim de construir o gráfico da função a partir daquele mais simples de 
[image: image11.wmf]2

yx

=

, pensando em movimentos do plano como translações e reflexões. Duval entra aqui
É análoga a situação envolvendo a relação 
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, largamente trabalhada no Ensino Médio. Em geral, os alunos conhecem tal relação, muitas vezes de modo apenas mnemônico, sem qualquer significado, mas dificilmente percebem que 
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. Novamente, a estrutura lingüística impera.

Uma outra situação em que a estrutura lingüística da frase envolvendo o verbo de ligação ser gera perplexidade é o que ocorre em, por exemplo, o número e é irracional. Além disso, é do tipo irracional não-algébrico, ou seja, transcendente. Isso faz dele algo especial? Existem infinitos mais números irracionais que racionais. Existem infinitos mais números transcendentes que algébricos. O número e é do tipo de número mais comum que existe, muito embora esse fato não seja visível para os alunos, habituados que estão com o trabalho com os números inteiros ou quando muito racionais.

Ao dizer “o número e é um número transcendente”, o que significa esse “é”? O verbo ser, o que faz? Identifica? Atribui características? Explica?

Essas questões não são desprezíveis ao se pensar que o verbo ser vinha sempre sendo utilizado na igualdade, ligando duas quantidades iguais. Entretanto, em Matemática, o verbo ser muitas vezes pode significar “pertence a” ou “está contido em”. Por exemplo, “e é um número real” significa em linguagem matemática, 
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Por outro lado, o que significa o sinal de igualdade “=” na expressão 
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 Na verdade, trata-se apenas de um valor aproximado do numero e, que as reticências ao final pretendem denotar. Esse fato necessita de um alerta específico, uma vez que as reticências, em geral, são utilizadas para indicar a repetição de determinado período numa dízima periódica. No caso o sinal “=” não significa uma igualdade!
Todo o trabalho com a determinação da função inversa em seu domínio ou em uma restrição, se encaixa obviamente na idéia do pensamento reverso.

Pensamos que a ida e a volta que caracterizam o pensamento reverso são um dos caminhos que precisam ser percorridos na busca da construção do significado em Cálculo. Nesse sentido, não se pode deixar de levar em conta a bagagem trazida pelo aluno, respeitando e buscando compreender suas dificuldades. 

Essas questões permeiam os processos de ensino e aprendizagem da Matemática, particularmente da Matemática superior, sendo, portanto, necessário encontrar contextos típicos do ensino superior em que elas sejam significativas. Não se trata, portanto, de adiar ou esconder os problemas existentes no ensino de Cálculo, ou culpar em uma formação básica deficiente. É preciso encarar os problemas e ir adiante com a Matemática superior, sem ficar barrado nos primeiros obstáculos.

Voltando à perspectiva oriental,

Sem o padrão sujeito-predicado na estrutura da sentença, o chinês não desenvolveu a noção de lei de identidade na Lógica nem o conceito de substancia na Filosofia. E sem esses conceitos, não poderia haver noção de causalidade, nem de Ciência. O chinês desenvolve, em lugar disso, uma Lógica correlacional, um pensamento analógico e um raciocínio relacional que, apesar de inadequados para a Ciência, são extremamente úteis em teoria sociopolítica. É por isso que, primacialmente, a Filosofia chinesa é uma Filosofia de vida. (CHU, p.215)

Parafraseando a citação acima, a Matemática que se ensina/aprende, pode ser uma Matemática de vida?
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� Carrol, L. Alice's Adventure in Wonderland, disponível em <� HYPERLINK "http://www.bibliomania.com" ��http://www.bibliomania.com�> Uma tradução possível: "Então você pode dizer o que acha", a Lebre de Março continuou."E vou", Alice replicou rapidamente, "pelo menos – pelo menos, eu acho o que digo – o que é a mesma coisa, você sabe." "Não é a mesma coisa nem um pouco!", disse o Chapeleiro. "Senão você também poderia dizer", completou a Lebre de Março, “que ‘Eu gosto daquilo que tenho’ é a mesma coisa que ‘Eu tenho aquilo que gosto.’" "Seria o mesmo que dizer", interrompeu o Leirão, que parecia estar falando enquanto dormia, "que ‘Eu respiro enquanto durmo’ é a mesma coisa que ‘Eu durmo enquanto respiro!’" "Isso é a mesma coisa para você", disse o Chapeleiro, e nesse ponto a conversa parou e a reunião ficou em silêncio por um minuto.” Tradução: Clélia Ramos disponível em <� HYPERLINK "http://www.alfredo-braga.pro.br/biblioteca/alice.html" \t "_blank" �http://www.alfredo-braga.pro.br/biblioteca/alice.html�> Acesso em dezembro de 2006.


� Aqueles que estão envolvidos com o ensino de Matemática no de primeiro da Universidade, freqüentemente ficam bastante desapontados com a fragilidade matemática que percebem nos estudantes. (...) Eles lamentam os hábitos de pensamento e de trabalho em Matemática dos estudantes, a falta de organização e de rigor matemático, bem como a dificuldade de adquirir e consolidar conhecimento por meio do trabalho pessoal. (T.A.) 


� Estudantes da Escola Básica freqüentemente têm sucesso em matemática confiando na própria habilidade em executar algoritmos, apesar de uma real falta de entendimento dos conceitos matemáticos com os quais estão trabalhando. (T.A.)


� (...) a Escola Básica e a Universidade desenvolvem relações profundamente diferentes com objetos matemáticos comuns, por exemplo, aqueles do Cálculo - limites, derivadas, e assim por diante. Por esse motivo, os professores universitários encontram sérias dificuldades para que os estudantes explicitem o próprio conhecimento e têm a impressão de que eles não sabem nada. (T.A.)
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