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1 – INTRODUÇÃO.
A partir da segunda Guerra Mundial, o advento dos computadores e das técnicas digitais vem promovendo profundas transformações na sociedade, exercendo pressão inequívoca na forma de se obter, tratar e interpretar a informação, aonde a cultura dos procedimentos seqüenciais vem se tornando rapidamente um padrão. Acessar a Internet, pesquisar dados, decidir qual o caminho de menor custo, minimizar despesas, utilizar programas de computador, acessar terminais eletrônicos, decidir sobre a utilização de recursos (das mais variadas fontes), baseados em sua escassez, são exemplos de situações onde as tomadas de decisão requerem procedimentos algorítmicos. 

Diante dessa nova realidade, qual matemática não pode deixar de ser ensinada para uma geração que inexoravelmente tem (e terá) de usar o computador, minimizar custos e maximizar recursos cada vez mais escassos? 
Defendemos que, para contribuir com uma educação matemática que trate dessa realidade computacional, é necessário que a matemática ensinada contemple o estudo de ferramentas que propiciem o desenvolvimento das novas habilidades necessárias à compreensão, análise e utilização de processos algorítmicos. Conforme comenta Jurkiewicz (2002):

O pensamento algorítmico pode e deve ser introduzido de forma educacionalmente pertinente de maneira a fornecer às sociedades do século XXI, não programadores (embora também), mas cidadãos aptos a viver num mundo onde a cultura dos procedimentos seqüenciais se torna rapidamente um padrão.
A teoria dos Grafos permite, de forma simples e contextualizada, a construção das idéias básicas que permeiam os processos algorítmicos, além de ser uma área riquíssima em aplicações, as quais nos remetem a problemas realmente contextualizados (e não “pretextualizados”), interessantes e atuais, tais, como: Ciclos Eulerianos e Ciclos Hamiltonianos, o Problema do caminho mínimo, do caminho crítico, do carteiro chinês e do caixeiro viajante, dentre outros.
O próprio desenvolvimento da Teoria dos Grafos – cujos primeiros resultados derivaram de desafios despretensiosos (Problema das sete pontes e Problema das quatro cores) e jogos desafiadores (Hamilton) – nos remete a problemas que, apesar de serem simples em sua compreensão, e, portanto, acessíveis e oportunos para o Ensino Médio, desencadeiam soluções e discussões complexas, envolvendo potencialidades e limitações computacionais, algumas das quais ainda não resolvidas.
Ressaltamos, ainda, que a Teoria dos Grafos oportuniza a interligação entre alguns assuntos, presentes na maioria dos programas de matemática do Ensino Médio, no Brasil, tais, como, Análise Combinatória e Matrizes. 

Neste mini-curso, desenvolveremos assuntos de Teoria dos Grafos, como, os Ciclos Eulerianos & Ciclos Hamiltonianos, Teorema de Festinger, os Problemas do Caminho Mínimo e do Caixeiro viajante, através da investigação de problemas pertinentes e contextualizados, discutindo a utilização de algoritmos, suas potencialidades e limitações computacionais. Tais problemas foram extraídos de uma proposta de ensino de Grafos e Algoritmos no Ensino Médio, aplicada no colégio Pedro II, em 2006, que é parte integrante de nossa dissertação de Mestrado, em fase de conclusão, no CEFET-RJ. 
2 – POR QUE TEORIA DOS GRAFOS NO ENSINO MÉDIO?
A primeira justificativa, não necessariamente a mais importante, já comentada na introdução, é que a teoria dos Grafos permite, de forma simples e contextualizada, a construção das idéias básicas que permeiam os processos algorítmicos. A importância disso decorre das transformações na sociedade, comentadas anteriormente.

É importante ressaltar que não objetivamos em nossa proposta, e, portanto, neste mini-curso, ensinar o participante a criar algoritmos e nem aprender programação de computadores. Nas atividades, buscar-se-á que o docente entenda como um computador é instruído a resolver alguns problemas. Isto é, que tipo de estratégia, uma máquina previamente programada, poderia usar, a partir de um conjunto de tarefas, passo a passo, que a permitiria rapidamente testar, pesquisar ou exibir soluções do problema apresentado e, também, de que modo teoremas e métodos podem interferir na forma dele (computador) trabalhar.

A articulação da Matemática, ensinada no ensino médio, com temas atuais da ciência e da tecnologia tem sido defendida e recomendada. Os problemas tratados neste trabalho, utilizando grafos, tais, como, o problema das pontes de Konigsberg, do Caixeiro Viajante e do caminho mínimo, apontam para essa articulação, na medida em que oferecem situações de natureza combinatória, que estão intimamente ligadas às questões tecnológicas atuais. Inclusive, um recente documento do MEC traz recomendações sobre a exploração de problemas combinatórios que não apenas os usuais, e importantes problemas de contagem: 
No ensino médio, o termo “combinatória” está usualmente restrito ao estudo dos problemas de contagem, mas esse é apenas um de seus aspectos. Outros tipos de problemas poderiam ser trabalhados na escola – são aqueles relativos a conjuntos finitos e com enunciados de simples entendimento relativo, mas não necessariamente fáceis de resolver. Um exemplo clássico é problema da pontes de Konisberg, tratado por Euler... Problemas dessa natureza podem ser utilizados para desenvolver uma série de habilidades importantes: modelar o problema, via estrutura de grafo – no exemplo, um diagrama em que cada ilha é representada por um ponto e cada ponte é um segmento conectando dois pontos; explorar o problema, identificando situações em que há ou não solução; convergir para a descoberta da condição geral de existência de uma tal solução... Muitos outros exemplos de problemas combinatórios podem ser tratados de modo semelhante, tais como determinar a rota mais curta em uma rede de transportes ou determinar um eficiente trajeto para coleta de lixo de uma cidade (BRASIL, 2006, p.94).
A introdução da teoria dos grafos no Ensino Médio é apresentada neste trabalho como uma ferramenta poderosa para resolver problemas de minimização e maximização. O aluno já estuda no Ensino Médio alguns problemas de máximo e mínimo, que são, geralmente, modelados através de funções quadráticas, trigonométricas ou modulares. Entretanto, existem problemas de minimização e maximização que são modelados por meio de algoritmos, como o Problema do caminho mínimo, do caminho crítico, dentre outros, que passam muito longe do Ensino Médio. Todavia, a matemática envolvida para se entender tais conceitos já é ensinada há muito tempo. Entendemos, portanto, que o aluno pode e deve ter contato com esse tipo de matemática, já na Educação Básica. As atividades de Grafos, desenvolvidas, apresentam resultados matemáticos que permitem resolver problemas contextualizados, a maioria deles envolvendo a minimização ou maximização de distâncias, tempos, custos, dentre outras grandezas.

No campo da legislação vigente em nosso País, o ensino de Grafos converge para as três finalidades do Ensino Médio, apresentadas no art. 35, da LDB, quais sejam:
O Ensino Médio, etapa final da Educação Básica, com duração mínima de três anos, terá como finalidade:

I – a consolidação e aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no ensino fundamental, possibilitando o prosseguimento dos estudos;

II – a preparação básica para o trabalho e a cidadania do educando como pessoa humana, incluindo a formação ética e o desenvolvimento da autonomia intelectual e do pensamento crítico;

III – a compreensão dos fundamentos científicos e tecnológicos nos processos produtivos, relacionando a teoria com a prática, no ensino de cada disciplina
.
De fato, desde os conceitos estudados em Grafos, como ciclos eulerianos e hamiltonianos, até a existência, necessidade, interpretação e utilização de algoritmos para resolver problemas envolvendo esses assuntos, o ensino de grafos colabora para que as três finalidades, acima descritas, sejam atingidas. 

Destacamos, ainda, que as atividades de Grafos, realizadas em sala de aula, não somente apontam, mas, também, contribuem, potencialmente, para a compreensão dos fundamentos científicos e tecnológicos nos processos produtivos – terceira finalidade apontada pela LDB para o Ensino Médio.

O planejamento, execução e avaliação de ações de intervenção na realidade são apontados nos PCN’s do Ensino Médio como objetivos da área de Ciências da Natureza, Matemática e suas Tecnologias (BRASIL, 1999. p.34). Temos, aí, mais uma justificativa para a abordagem deste assunto, na medida em que ele fornece conhecimentos para a interpretação e análise e execução de ações do cotidiano.

Mais especificamente, como aponta o PCN+ (BRASIL, 2002, p. 113), a área de Ciências da Natureza, Matemática e suas Tecnologias elegeu três grandes competências, como metas a serem perseguidas durante essa etapa da educação básica: representação e comunicação – que envolvem a leitura, a interpretação e a produção de textos nas diversas linguagens e formas textuais características dessa área do conhecimento; investigação e compreensão – competência marcada pela capacidade de enfrentamento e resolução de situações-problema, utilização dos conceitos e procedimentos peculiares do fazer e pensar das ciências; contextualização das ciências no âmbito sócio-cultural, na forma de análise crítica das idéias e dos recursos da área e das questões do mundo, que podem ser respondidas ou transformadas por meio do pensar e do conhecimento científico.
No que diz respeito à representação e comunicação, temos, em nossa proposta de ensino da teoria dos grafos, consideráveis potencialidades, das quais, destacamos: 1) a existência de problemas que requerem análise, resolução e discussão das respostas obtidas, inserindo os alunos em situações onde precisam perceber que ter respostas para os problemas não significa ter a melhor solução para resolvê-los, como ocorrera nos problemas dos ciclos eulerianos, de dominação e de caminho mínimo, presentes na pesquisa; 2) a possibilidade de expressar sua estratégia para resolver o problema antes de conhecer uma técnica, o que não é possível sem a representação e comunicação.

A investigação e compreensão estão no cerne deste trabalho, onde a dinâmica, já apresentada anteriormente, em que o aluno tenta resolver, e explica como fez, seguida da apresentação dos teoremas e algoritmos utilizados para resolver os problemas,  finalizada com uma discussão concluindo o trabalho, contribuem significativamente para o desenvolvimento dessa habilidade. 

Diversos problemas apresentados nas atividades são realmente contextualizados. A pesquisa operacional, por exemplo, utiliza diversas ferramentas, aqui trabalhadas, para resolver problemas reais. 
Um exemplo interessante é o método CPM (Critical Path Method), estudado no módulo 3, das atividades. Conforme aponta Santos (2002, p. 239), esse método – que tem como objetivo o planejamento e a execução de um projeto, constituído por um conjunto de tarefas sujeitas a restrições de precedência –, foi desenvolvido pela firma E.I. du Pont de Nemours Company, no final da década de 1950, para gerenciamento de projetos de construção. Sua aplicação teve tanto sucesso, que sua utilização por firmas que ganhassem contratos de licitação, passou a ser uma exigência do governo americano.

A teoria dos grafos é, portanto, um assunto que permite ao aluno estudar alguns princípios de matemática discreta, que têm sido utilizados para a resolução de diversos problemas envolvendo minimização de distâncias, alocação de recursos e maximização de resultados, dentro de contextos reais. O estudo dos algoritmos é uma ótima oportunidade, dentro de grafos, para contribuir com a compreensão do aluno de como o conhecimento matemático, aliado à tecnologia, tem lidado com problemas importantes.

3 – ATIVIDADES APRESENTADAS NO MINICURSO. 

Inicialmente, vamos apresentar algumas idéias básicas
 sobre grafos. Chamamos de Grafo ao par (V, A), em que V é o conjunto de vértices do grafo, e A é um conjunto de pares de vértices – as arestas do grafo. A figura, abaixo, ilustra um Grafo, em que V==(1, 2, 3, 4, 5, 6(. e A = (a,b,c,d,e,f,g,h(
Figura 1: Grafo.
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 a quantidade de elementos de cada conjunto. No caso acima, dizemos que a aresta g incide sobre os vértices 3 e 4. O grau de um vértice é o número de arestas que nele incide. Um passeio é uma seqüência de arestas do tipo v0v1,v1v2,v2v3,vs-1,vs, em que s é o comprimento do passeio. Um Grafo é dito conexo se existe, pelo menos, um passeio entre dois vértices quaisquer. Grafo euleriano é aquele que possui um circuito euleriano, isto é, um percurso (passeio) onde se passa, exatamente, uma vez, por todas as arestas, retornando ao vértice de partida. Se existir um percurso passando, exatamente, uma vez por todas as arestas, começando em um vértice e terminando em outro, dizemos que o grafo é semi-euleriano, ou possui um caminho euleriano. 

Neste mini-curso, desenvolveremos atividades, divididas em duas partes. Primeira parte – Ciclos e Caminhos Eulerianos e o Teorema de Festinger. Segunda parte – os Problemas do caminho mínimo e do Caixeiro Viajante.
O objetivo da primeira parte do mini-curso é tratar dos ciclos eulerianos, apresentar problemas, que podem ser modelados através desses resultados, discutindo, de forma introdutória e pertinente a esse nível de ensino, a necessidade, bem como, as potencialidades e limitações da utilização de algoritmos, nesses problemas.
Através da investigação de vários grafos, o aluno construirá relações entre vértices, arestas e paridade dos vértices, analisando quando é possível, ou não, percorrer todas as arestas, exatamente, uma única vez, e voltar ao ponto de partida. Esse percurso é conhecido como circuito euleriano. Convergiremos nossa discussão para uma generalização desse problema, apresentada pela primeira vez por Leonhard Euller, em 1736. 

Através de problemas contextualizados, os alunos poderão utilizar os conhecimentos adquiridos sobre ciclos eulerianos, para atacar situações reais de minimização de tempo ou distância percorrida. A figura abaixo apresenta um desses problemas, onde o aluno, através da modelagem por meio de um grafo, terá como objetivo determinar a rota mais eficiente para um carteiro distribuir as cartas aos moradores desses quarteirões.
Figura 2: Mapa com alguns quarteirões e grafo associado ao mapa.

Mas, há outros resultados a respeito de grafos, que serão discutidos, além dos ciclos eulerianos, nesta primeira etapa. O primeiro deles é que a soma dos graus dos vértices de um grafo qualquer é sempre o dobro do número de arestas. Se m é o número de arestas, n é o número de vértices e d(vi) é o grau do vértice i ( n. Então, podemos escrever:
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Com efeito, como cada aresta liga, exatamente, dois vértices, ela contribui com duas unidades na soma dos graus dos vértices. Assim, m arestas contribuirão com 2 · m unidades, na soma dos graus dos n vértices. 

Outro resultado interessante é que o número de vértices de grau ímpar é sempre par. A explicação deriva do resultado anterior. 
Vejamos:

Sabemos que a soma dos graus dos vértices de grau par é sempre par (2k + 2q = 2.p).  Sabemos de: (I) que a soma dos graus de todos os vértices também é par. Então, a soma dos graus dos vértices de grau ímpar, só pode ser par (pois, ímpar+par = ímpar), e, para isso, é necessário que o número de parcelas, e, portanto, de vértices de grau ímpar, seja par. (basta lembrar que a soma de um número par de parcelas ímpares é sempre par (2k+1 + 2q + 1 = 2.(k+q+1) = 2p).

De um modo mais formal, temos o seguinte teorema: Em qualquer grafo G=(V,E), o número de vértices de grau ímpar é par.

Demonstração: Sejam 
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. Logo, o número de parcelas de grau ímpar (ou o número de vértices de grau ímpar) é par.
A estrutura de dados matricial (através da matriz de adjacência) também será abordada, permitindo uma aplicação do produto de matrizes (Vide figura abaixo) na determinação do número de caminhos entre dois vértices, em um grafo (teorema de Festinger).
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Figura 3: Introdução ao teorema de Festinger.

Aproveitaremos, ainda, para discutir, de forma introdutória, algumas questões computacionais. Aqui, utilizaremos técnicas básicas de contagem para mostrarmos que a utilização de computadores deixa rapidamente de ser inviável, na medida em que o número de vértices do grafo aumenta. A figura abaixo ilustra uma atividade básica para entendermos um processo algorítmico, baseado na “força bruta”
, onde os alunos, simulam um procedimento realizado por uma máquina para verificar
 se uma dada seqüência é, ou não, solução do problema, isto é, se representava um caminho euleriano no grafo dado.
Figura 4: Simulação de um processo algorítmico pelo método da “força bruta”. 
Na segunda parte do mini-curso, abordaremos o problema do caminho mínimo, onde o objetivo final é mostrar como o algoritmo de Dijkstra
 permite encontrar o menor caminho entre um vértice escolhido inicialmente (vértice de partida) e outro vértice qualquer do grafo. O custo de um caminho é dado pela soma dos custos das arestas (geralmente associado à distância ou tempo), pertencentes ao caminho. 

Primeiramente, proporemos, aos alunos, atividades de investigação, onde terão que encontrar caminhos mínimos, em diversas situações. Após a investigação dos alunos, apresentaremos e discutiremos o algoritmo de Dijkstra, suas potencialidades e limitações. A figura, abaixo, apresenta um dos problemas
 trabalhados em sala de aula, nesse módulo.
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O Problema do caixeiro viajante encerra esta segunda parte, onde mostraremos que, apesar de utilizarmos, durante o mini-curso, teoremas e algoritmos, para resolver alguns problemas, ainda há vários problemas, de enunciado simples, que não possuem técnicas que permitam exibir soluções ótimas.

Nesse problema, temos um número finito de cidades que devem ser visitadas, uma única vez, por um único vendedor (caixeiro), que deve retornar à cidade de onde partiu, de modo que sua rota tenha custo mínimo, o qual, geralmente associado à distância, é a soma dos custos das arestas pertencentes à rota. A figura, abaixo, ilustra uma situação, envolvendo cidades do Rio de Janeiro, que será utilizada em uma de nossas atividades.
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Este problema, com três cidades, é muito fácil. Basta ordenar as três cidades, de forma a minimizar a distância total percorrida. Para cada ordenação é preciso somar as distâncias e comparar as distâncias totais. É fácil perceber que temos 3! ordenações. Mas, se precisássemos visitar 10 cidades, poderíamos usar um computador, colocando a tabela numa planilha eletrônica e numerar as diferentes rotas. Mas, com 10 dez cidades, temos 10!, para visitar, o que corresponde a 3.628.800 rotas. E se fossem 20 cidades, 30 cidades? 

Se um computador examinasse 1 trilhão de rotas por segundo (somente raríssimos super-computadores no mundo fariam isso!), precisaríamos de 8,4 trilhões de anos para verificar todas as rotas possíveis, ou seja, quase mil vezes a idade do universo!  
Conforme aponta Santos (2002, p. 233), esse problema é, possivelmente, o mais famoso da área de otimização combinatorial e, ainda, não são conhecidos algoritmos eficientes (por eficiente, entendemos, aqui, um algoritmo em que o número de passos seja limitado por um polinômio no número de vértices do grafo) para resolverem esse problema e conjectura-se que tais algoritmos, de fato, não existam.
4 – CONSIDERAÇÕES FINAIS.
O ensino de teoria dos grafos oferece uma excelente oportunidade de contribuir para um ensino que coopere para a articulação da Matemática estudada no ensino médio com temas atuais da ciência e da tecnologia.

Permite, também, quer de forma contextualizada quer de forma lúdica, abordar problemas de natureza combinatória, presentes em questões importantes, reais e interdisciplinares, com as quais a sociedade tem lidado, além dos usuais e importantes problemas de contagem, presentes no ensino médio.

É nessa direção que caminha este mini-curso. Esperamos dar uma pequena contribuição ao conhecimento, ensino e aprendizagem de tópicos de grafos no Ensino Médio. Optamos por apresentar tais tópicos da mesma maneira que o fizemos com os alunos do Pedro II – na presente pesquisa, em nossa dissertação de Mestrado, em fase de conclusão, e com os participantes da II Semana Nacional de Ciência e Tecnologia,  através da investigação de situações-problema ou exercícios que permitam a aquisição de conceitos em grafos, bem como, a compreensão das idéias básicas que permeiam a utilização de ferramentas computacionais na resolução desses problemas. Conforme recomendado pelo MEC, utilizando matemática para entender a tecnologia, estamos apontando para a matemática que precisa ser ensinada para quem tem que lidar com os procedimentos algorítmicos.

Esperamos que os resultados das atividades aqui realizadas apontem, tanto quanto temos observado, para a possibilidade, importância, relevância, e potencialidade desse assunto no Ensino Médio. 
Concluímos, afirmando que este mini-curso tem um caráter introdutório, apesar do enfoque formativo. Estamos certos de que os assuntos da teoria dos grafos, aqui tratados e aplicados, provavelmente, não permitirão, ao aluno mais aplicado, resolver um problema real de roteamento ou de transporte, mas, o permitirão entender os princípios básicos que um profissional da área utilizaria na resolução do problema real e, ainda, contribuirão para o entendimento do funcionamento das tecnologias que o cercam, baseadas em processos algorítmicos.
Temos, portanto, no ensino de grafos, mais uma oportunidade de contribuir para um ensino de matemática que seja experimental, sem ser superficial; contextualizado sem ser pretextualizado ou banalizado; mediado, atual e relevante para o século XXI.
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Fornecendo a lista de arestas para o computador estamos informando as ligações entre os vértices. Ótimo, pois o que importa no grafo são as ligações entre os vértices. Agora, como ele verificaria, por exemplo, que a seqüência ABECDBCDE é uma solução? 


Após a entrada de dados o computador executará uma seqüência de instruções, que é traduzida para uma linguagem em que ele possa entender (linguagem de programação) onde basicamente ele verificará, passo a passo, se as arestas pertencem à lista na ordem que foi apresentada. Este processo é chamado de algoritmo.


Em nosso caso, depois da entrada dos dados, o primeiro passo seria verificar se AB é uma aresta, isto é se pertence à lista que você informou. Caso afirmativo, marcaria essa aresta como já usada e passaria para a próxima, que é BE, verificando se pertence à lista. Caso afirmativo, marcaria essa aresta como já usada e passaria para a próxima e assim por diante. Se, ao final, todas as verificações forem verdadeiras e todas as arestas da lista tiverem sido usadas, então a seqüência é uma solução.


Vamos simular esse procedimento, através do esquema apresentado abaixo.


 Não esqueça de ir marcando (na tabela da esquerda) as arestas à medida que forem sendo utilizadas. No esquema, a opção sim representa que a aresta pertence à lista e ainda não foi marcada, e a opção não representa a negação desse fato, isto é, a aresta não pertence à lista ou já foi marcada. Bom trabalho





1ªSeqüência: ABCDEADBE.
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� Lei nº 9.394/96 – Lei de Diretrizes e Bases da Educação Nacional. Art.35.


� Para maiores detalhes ver (BALAKRISHNAN, R. & RANGANATHAN, K., 1999).


� “força bruta” é o método no qual se verificam, uma a uma, todas as seqüências possíveis de respostas para um problema. No caso acima, usar a força bruta seria testar todas as 8 seqüências possíveis para descobrir quais delas representam um caminho euleriano.  


� Poderíamos utilizar, neste caso, o algoritmo de Floyd para exibir caminhos eulerianos em um grafo, e, portanto, todas as seqüências que os representassem. Entretanto, nosso objetivo aqui foi simular um procedimento que testasse todas as seqüências, uma a uma, método conhecido como “força-bruta”, para mostrarmos as idéias básicas de um algoritmo, e de como ele pode funcionar rodando em um computador, além de abordarmos, introdutoriamente, o conceito de complexidade.


� Esse algoritmo, que trabalha apenas com grafos valorados, com valores positivos, foi apresentado por Edsger Wybe Dijkstra, em 1952. Dijkstra nasceu em 1930, na cidade de Roterdan, Holanda, e morreu em 2002. Foi um cientista de computação e recebeu o � HYPERLINK "http://pt.wikipedia.org/wiki/Turing_Award" \o "Turing Award" �Turing Award�, de 1972, por suas contribuições fundamentais na área de linguagens de programação.


� Esse problema também foi trabalhado em um minicurso, na III Bienal da Sociedade Brasileira de Matemática, 2006, Goiás, ministrado por MUNIZ, Ivail Junior & JURKIEWICZ, Samuel. 
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