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Introdução

Uma secção cônica é uma curva que resulta da intersecção entre um plano e uma

superfície cônica assente numa base circular, que se estende indefinidamente através do seu vértice em ambas as direções.

Existem cinco tipos possíveis de secções cônicas: a elipse; a hipérbole; a parábola; a circunferência; e um par de retas concorrentes. Estes dois últimos são casos particulares da elipse e da hipérbole, respectivamente.

Vejamos então as características dos cortes que dão origem a cada um dos tipos de secções cônicas. A elipse, a parábola e a hipérbole são obtidas como secções de um plano que respectivamente corta todas a geratrizes da superfície cônica, é paralelo a uma geratriz da superfície cônica e é paralelo a duas geratrizes da superfície cônica.

Para se perceber melhor como se obtêm as secções cônicas atente-se na figura que se segue.
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As definições de cada uma destas curvas podem ser enunciadas como se segue.

Elipse: Lugar geométrico dos pontos, no plano, tais que é constante a soma das distâncias de cada um desses pontos a dois pontos fixos (focos da elipse) desse plano. Circunferência (caso particular da elipse): Curva plana fechada cujos pontos são eqüidistantes de um ponto fixo (centro) do seu plano.

Hipérbole: Lugar geométrico dos pontos, no plano, tais que é constante o valor absoluto da diferença das distâncias de cada um desses pontos a dois pontos fixos (focos da hipérbole) do seu plano e é constante o quociente das distâncias de cada ponto da curva a um ponto fixo (foco) e a uma reta fixa (diretriz) do plano da curva. (Esta curva é constituída por dois "braços".)

Parábola: Curva plana cujos pontos distam igualmente de um ponto fixo (foco) e de uma reta (diretriz), ambos situados no plano da curva. 
Estas curvas podem ser encontradas na natureza e por isso mesmo foram objeto de estudo para diversos matemáticos. A elipse, por exemplo, corresponde à geometria das órbitas de alguns planetas e cometas. A hipérbole corresponde à geometria das trajetórias de alguns cometas e de outros corpos celestes. A parábola corresponde à trajetória de um projétil lançado num campo gravítico, como se pode verificar com um jato de água. Pode ainda ser encontrada na forma da luz de uma lanterna projetada numa superfície plana. A circunferência, símbolo da perfeição na Grécia Antiga, pode ser encontrada nas ondas produzidas por uma pedra na superfície de um lago ou na roda. Quem deu às secções cônicas o nome de elipse, parábola e hipérbole, no século III a.. C. foi Apolônio de Perga, que estudou as propriedades destas linhas. As cônicas são, basicamente, linhas que se determinam quando planos com diferentes inclinações interceptam um cone.

A origem das Cônicas

O interesse pelo estudo das cônicas remonta a épocas muito recuadas, provavelmente ao século IV a.C. Dentre as centenas de matemáticos que se dedicaram à

teoria de Cônicas, vamos indicar a seguir uma lista dos que achamos relevantes para a nossa exposição.

Por volta de 350 AC um discípulo de Eudoxo, Menecmos(Menechme) observou que tais curvas poderiam ser obtidas de seções de um cone. Ele começa com um cone circular reto onde a geratriz forma com o eixo um ângulo de 45 graus, o ângulo entre duas geratrizes de uma seção plano pelo vértice é reto. Ele mostra que quando um cone é interceptado por um plano perpendicular a uma geratriz a curva obtida tem relações métricas do tipo y2=λx. Quando este ângulo é menor que 45 graus, cone agudo , a equação fica y2 =λx –k2x2 e no outro caso, cone obtuso, y2 =λx +k2x2. Assim a solução do problema de Delius seria obtida pela intersecção de uma seção de um cone reto com uma seção de um cone obtuso.

Nos próximos cem anos muita coisa foi escrita mais o principal foi o de Euclides (300 AC). Por volta de 225AC Apolônio de Perga, escreveu um grande tratado teórico de cônicas. Ele consiste de oito livros dos quais o último foi perdido. Para Apolônio, as cônicas são definidas como secções de um cone de base circular.

O trabalho de Apolônio é imenso e somente no livro perdido, o VIII, tinha 100 proposições. Dada a completude de sua obra, durante muito tempo não houve tentativas de melhora nos livros de Apolônio como aconteceu com os “Elementos” de Euclides. Por outro lado parece que Apolônio conhecia muito mais propriedades que as descritas neste livros, por exemplo a construção da cônica que passa por cinco pontos dados, a qual só foi parcialmente resolvido por Papus e completada por Newton. Outro exemplo são focos e diretrizes que pouco aparecem neste tratado, talvez porque já tivesse sido tratado por Euclides. Assim, começou a longa história que atravessou durante dois milênios o desenvolvimento da matemática.

No decorrer dos tempos as cônicas iam sendo vistas de diferentes perspectivas e

novas propriedades iam sendo descobertas. Por vezes, as cônicas revelavam relações

inesperadas entre a matemática e a realidade. É de salientar que alguns pintores do

Renascimento inventaram a perspectiva cônica por meio da qual representavam sobre

uma tela plana, com rigor quase fotográfico, objetos de vista tridimensionais, séculos

antes da invenção da fotografia.

Contudo, foi Desargues ao criar a geometria projetiva que interpretou matematicamente as intuições e processos dos pintores. No seu trabalho ele explorava o fato de uma circunferência ser vista como uma elipse quando não a abordamos de frente, e concluía que as cônicas se podiam obter umas através das outras por projeção. O mais importante era estudar quais as propriedades que se mantêm invariáveis por projeções. Das propriedades da circunferência podiam deduzir-se as propriedades das outras cônicas, o que simplificou muito mais a dedução dos resultados de Apolônio. 

Pascal, baseando-se nos métodos de Desargues escreveu um “ensaio sobre as cônicas” no qual comunica as suas descobertas entre as quais o “Teorema de Pascal”. Além de matemático, Apolônio, também era astrônomo, mas o rigor das observações astronômicas da época em que vivia e as capacidades de cálculo não eram suficientes para chegar à conclusão que as órbitas dos planetas em torno do Sol eram elipses.

Foi Apolônio de Pérga que atribuiu às cônicas a designação ainda hoje utilizada (elipse, parábola e hipérbole), apresentando-as no seu tratado “Secções Cônicas”, como secções produzidas numa mesma superfície cônica, dependendo a natureza da cônica apenas da inclinação do plano secante relativamente às geratrizes da superfície cônica.

A importância das cônicas

➢ Na astronomia

Durante muito tempo as concepções sobre o universo eram fundamentalmente geostáticas, ou seja, admitiam que a Terra estava fixa. Estas concepções, eram também geocêntricas, pois consideravam que a Terra ocupava o centro do universo, movimentando-se o Sol, a Lua e as estrelas em torno dela.

As estrelas eram imaginadas como cenários de fogueiras permanentes ou como almas que ascendiam o céu, permitindo, referenciar as posições dos astros que mudavam de posição relativamente a elas: o Sol, os planetas e a Lua.

Todos os astrônomos consideravam que os astros se moviam à volta da Terra e que as trajetórias dos outros planetas eram circunferências, ou curvas compostas por circunferências que rodavam umas sobre as outras. Mesmo depois de Copérnico, que no século dezesseis formulou a teoria heliocêntrica, acreditava-se que o “movimento natural” era o movimento circular e como tal, os planetas deveriam seguir esse tipo de trajetórias à volta do Sol.

Johann Kepler, astrônomo e matemático alemão, ao realizar inúmeras observações, concluiu, em 1609, que a trajetória dos planetas é uma elipse e que o Sol se encontra num dos seus focos, (1ª lei de Kepler). Este interesse por cônicas surgiu devido às aplicações à óptica e à construção de espelhos parabólicos.

Segundo a 1ª lei de Kepler, os planetas não descrevem uma trajetória circular, mas sim uma trajetória elíptica. Os centros dos planetas descrevem órbitas elípticas, ocupando o Sol um dos focos dessas elipses.
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Na astronomia, a descoberta do cometa Halley é paradigmática. Em 1704 Edmund Halley estudou as órbitas de vários cometas, para as quais existiam dados. Concluiu que os cometas de 1682, 1607, 1531 e 1456 eram afinal um único cometa que descrevia uma órbita elíptica à volta do sol com um período de cerca de 76 anos. Fez a previsão correta do seu retorno em 1758, o que fez com que o cometa ficasse conhecido pelo seu nome. Investigações recentes sugerem que os chineses tivessem registrado este cometa em cerca de 240 C.a.
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Ao realizar um estudo sobre o planeta Marte, Kepler tentou encontrar a circunferência que correspondia ao conjunto das posições que conhecia, baseando-se nos registros das observações astronômicas de Tycho Brahe, astrônomo dinamarquês com quem trabalhou.

Kepler verificou que tal não era possível, pois as posições conhecidas distribuíam-se por uma espécie de oval. Para sua surpresa, as curvas estudadas pelos gregos, XVIII séculos antes, constituíam agora um modelo para a interpretação das trajetórias dos planetas.

E não regiam apenas os planetas naturais, cometas e asteróides, como também todos os satélites artificiais e astronaves cujas trajetórias podem, hoje ser cuidadosamente pré-estabelecidas pelos matemáticos, minuto a minuto.

Partindo das leis de Kepler, anos mais tarde, Newton aplicou-lhes o seu cálculo diferencial, concluiu a Lei da Atração universal e verificou, também, que os satélites efetuam uma órbita elíptica em torno do seu planeta. A órbita da lua descreve uma trajetória elíptica da qual a Terra é um dos seus focos.

Também as trajetórias de bolas ou outros projéteis, dentro da atmosfera da Terra, são geralmente arcos de parábola, tanto mais perfeitos quanto menor é a resistência do ar. Balística é a ciência que estuda a trajetória e impacto de projéteis.
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➢ Em óptica e Acústica

Ao rodar em torno do seu eixo de simetria, a parábola, gera uma superfície parabólica ou parabolóide.
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Todas as superfícies geradas por cônicas, parabolóides, elipsóides, hiperbolóides, têm propriedades refletoras. Usam-se, por exemplo, nos espelhos e antenas parabólicas ou para criar condições acústicas especiais em auditórios, teatros, catedrais, como acontece na Catedral de S. Paulo (Londres) ou no teatro de S. Carlos.
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O interesse dos espelhos parabólicos resulta das seguintes propriedades da parábola e do parabolóide: Todo o raio luminoso que incide num espelho parabólico, paralelamente ao eixo, reflete-se passando por um ponto fixo, designado por foco. Reciprocamente, todo o raio luminoso que incide no espelho parabólico passando pelo foco reflete-se paralelamente ao eixo.

Uma fonte luminosa no foco produz um feixe de raios paralelos, logo com maior alcance. Pode utilizar-se para emitir feixes de ondas de rádio ou de outra natureza. 

O funcionamento dos espelhos parabólicos, dos fornos solares, das antenas parabólicas que captam ondas de rádio, de radar ou outras ondas eletromagnéticas, como as antenas de TV ou as dos radio telescópios, é justificado através desta primeira propriedade.

Durante o cerco de Siracusa, conta-se que Arquimedes, conseguiu incendiar naves romanas usando uns misteriosos espelhos, os “ustórios”, que enchiam de pavor os sitiantes e os punham em fuga. Conhecendo as propriedades das cônicas, é obvio que Arquimedes, estava a recorrer a um, ou vários, espelhos parabólicos colocados de modo a concentrar os raios de Sol refletidos num só ponto. Desviando esse ponto para uma galera romana, ela começava a arder.
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A segunda propriedade pode ser aplicada em todos os faróis de navegação, de automóvel, e em outros tipos de projetores.
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As propriedades ópticas e acústicas não são exclusivas da parábola. De fato, um raio que passe por um dos focos reflete-se na direção do outro foco, tanto na elipse, como na hipérbole.

➢ Em Engenharia e Arquitetura

Os arcos de cônicas surgem em Engenharia e Arquitetura, em pontes, pórticos, cúpulas. Torres e arcos, devido às suas propriedades físicas e estéticas.

Por exemplo, o cabo de suspensão duma ponte, quando o peso total é uniformemente distribuído segundo o eixo horizontal da ponte, tem a forma de uma parábola.
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Hipérboles e respectivas assíntotas em arquitetura (Oscar Niemeyer, Brasília).
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➢ Na tecnologia atual

Ao ligar a televisão podemos ver imagens ao vivo, provenientes de vários pontos do mundo. Atualmente isto é natural, mas há alguns anos atrás era impossível. 
As imagens de televisão transatlântico só se tornaram possíveis depois dos americanos terem lançado e colocado em órbita um satélite de comunicações, designado por Telstar. Muitos outros satélites se seguiram depois deste primeiro, o que permitiu que os técnicos de comunicação emitissem ou recebessem sinais de televisão ou rádio, passando por estes satélites.

O problema fundamental das comunicações consiste em localizar e consertar o rasto de qualquer satélite de comunicação no espaço, utilizando-se para isso antenas muito potentes e exatas, algumas delas com a forma de parábola.

Atualmente, é bastante comum ver-se antenas parabólicas nos telhados e terraços, por forma a receber programas estrangeiros de televisão. A construção destas antenas requerem grandes conhecimentos de geometria e análise.

Um simples instrumento ajudando a salvar vidas

Já imaginou ter um fogão em casa com energia solar? Pois, a idéia já é possível. O estudo com esse fogão tem mais de 10 anos de desenvolvimento, tendo iniciado na Alemanha. São coletores solares de alto desempenho que aquecem um fluido térmico e transportam calor para panelas. O fogão pode ficar no interior da casa e os coletores, do lado de fora, para captar energia do sol. Este instrumento foi implantado na Etiópia para ajudar a suprir a necessidade de alimento, e não só na África como também no sertão nordestino, esta idéia boa e barato faz sucesso. 
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Fogão solar
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Uiraúna, no sertão da Paraíba

Como construir Cônicas

Iremos trabalhar aqui apenas três métodos de construções de Cônicas, são eles:

1. Através de dobraduras;

2. Utilizando o compasso e régua;

3. Utilizando régua e barbante.

Não adentraremos nas definições com toda a formalidade matemática, e nem nos

apegaremos a demonstrações e fórmulas. O nosso intuito aqui é mostrar uma forma

interessante de desenhar curvas cônicas tanto para o discente quanto para o docente.

1 - Construção por dobraduras

(Método de Van Schooten)

Material: Para esta atividade você necessitará de papel manteiga, tesoura e compasso.

Elipse

Marque um ponto C mais ou menos no centro da folha de papel. Com o auxílio do compasso, desenhe uma circunferência de pelo menos 16 cm de raio, com centro em C e, a seguir, recorte a circunferência que você desenhou. Marque outro ponto qualquer dentro do círculo. Vamos chamar este ponto de F. Escolha um ponto D sobre a circunferência e dobre o círculo de tal maneira que o ponto D coincida com o ponto F, como mostra a figura ao lado. Tenha certeza de que a dobra seja bem marcada no papel e, então, desdobre o papel.

Repita essa operação para diferentes escolhas do ponto D. Quando você tiver realizado esta operação um grande número de vezes, poderá observar que as dobras parecem tangenciar uma curva. Esta curva é uma elipse.
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Parábola

a) Desenhe uma reta, horizontalmente numa folha de papel e marque, fora dessa reta, um ponto fixo F.

b) Selecione um ponto D sobre a reta, e dobre o papel de forma a fazer coincidir os pontos D e F. Trace sobre o papel a reta que coincide com a dobra. A figura abaixo, ilustra a construção de uma dobra.

c) Repita essa operação para diferentes escolhas do ponto D. Quando você a tiver realizado esta operação um número suficiente de vezes, poderá observar que as dobras parecem tangenciar uma curva. Esta curva é uma parábola.
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Ficando aproximadamente a figura.
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Hipérbole

(Semelhante a da elipse)

Marque um ponto F no seu exterior e dobre o papel diversas vezes de tal modo que o ponto F coincida com pontos sobre o bordo do círculo. Após dobrar o papel um grande número de vezes, as dobras devem ter definido no papel uma curva com o aspecto mostrado na figura abaixo.
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2 - Utilizando circunferências concêntricas.

Elipse

a) Escolha dois pontos sobre o papel C1 e C2. Tendo C1 como centro, trace circunferências concêntricas com raios variando de uma unidade. Por exemplo, trace circunferências concêntricas de raios 1, 2, 3, ...... 15 cm. Faça o mesmo com o ponto C2.

b) Agora vamos marcar pontos de intersecção das circunferências da seguinte maneira:

(1) Escolha um número menor do que 15, por exemplo 12.

(2) Marque o ponto de intersecção da circunferência de centro em C1 e raio 1 com a circunferência de centro em C2 e raio 11. (Repare que a soma dois raios deve ser constante e igual ao número que você escolheu. Continue assim, escolhendo raios que somem sempre o número escolhido.

c) Trace a curva unindo os pontos marcados.

Hipérbole

(Semelhante a da elipse)

a) Escolha dois pontos sobre o papel C1 e C2. Tendo C1 como centro, trace circunferências concêntricas com raios variando de uma unidade. Por exemplo, trace circunferências concêntricas de raios 1, 2, 3, ...... 15 cm. Faça o mesmo com o ponto C2.

b) Agora vamos marcar pontos de intersecção das circunferências da seguinte maneira:

c) Escolha um número bem menor do que 15, por exemplo 5.

d) Marque o ponto de intersecção da circunferência de centro em C1 e raio 15 com a circunferência de centro em C2 e raio 10. (Repare que a diferença dos dois raios deve ser constante e igual ao número que você escolheu. Continue assim, escolhendo raios cuja diferença seja sempre o número escolhido.

e) Trace a curva unindo os pontos marcados.

Parábola

Trace uma reta D, e um ponto f fora desta. Com a ajuda do esquadro trace uma reta perpendicular a reta D passando pelo ponto f. Com a régua ou compasso trace o ponto médio entre o ponto f e a reta D. Auxiliado pelo esquadro trace retas paralelas a reta D. Agora com o compasso faça medições entre a reta D e a primeira das outras retas, feito isso pegue o compasso(com a mesma abertura), entre em f e marque o ponto de intersecção com essa reta. Repita o procedimento para as demais retas, ao termino é só ligar esses pontos que formaram uma parábola (observe a definição).

3 - Com régua e barbante

Parábola (Método de Kepler)

Material: régua e barbante
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Elipse

Material:Construção com barbante, lápis e percevejo.

Marque sobre o papel duas retas perpendiculares com intersecção mais ou menos no centro da folha. Estas retas determinam sobre a folha de papel um sistema de coordenadas cartesianas com origem no ponto de intersecção das mesmas. Posicione os percevejos sobre a reta horizontal, afastando-os mais ou menos 3 cm da origem, em direções opostas. Use os percevejos para prender o papel na madeira. Amarre o barbante nos percevejos deixando mais ou menos 15 cm entre os nós. Se um lápis for inserido no laço de corda assim construído e for deslocado de um lado para outro de modo a manter o fio sempre esticado,
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Uma curva fechada será desenhada no papel. Os percevejos estão localizados nos focos.
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