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Introdução 

Uma das formas de contribuir para a melhora no ensino de Matemática no Brasil está no desenvolvimento de estudos de caso. Pesquisar realidades locais, compreender como metodologias utilizadas são, ou não, efetivas no processo ensino-aprendizagem, traz ao conhecimento dos pesquisadores, e da comunidade acadêmica, uma melhor visão sobre o ensino de matemática.


Nesse sentido,

um estudo de caso visa conhecer uma entidade bem definida como uma pessoa, uma instituição, um curso, uma disciplina, um sistema educativo, uma política ou qualquer outra unidade social. O seu objectivo é compreender em profundidade o “como” e os “porquês” dessa entidade (...) (PONTE, 2006).


Apesar do estudo de caso produzir um conhecimento restrito, o que às vezes é objeto de crítica, percebemos que eles vão acrescentando “novos elementos que enriquecem o nosso conhecimento colectivo acerca desses problemas e fenômenos.” (PONTE, 2006).

Com o objetivo de ampliar a visão sobre os resultados de um estudo de caso já realizado, dois professores trabalharam de forma colaborativa para aplicar novamente uma atividade desenvolvida em diferentes segmentos de ensino.  Nessa pesquisa anteriormente desenvolvida, a atividade de exploração tratou da análise de uma seqüência
 pelos alunos e quais estratégias eles desenvolveriam para encontrar, respectivamente, o décimo, o vigésimo e o centésimo termo. Um destaque nesse trabalho foi a realização da pesquisa em diferentes segmentos de ensino: Ensino Médio Regular; Ensino Médio EJA e Normal Superior. Ao realizarem uma análise conjunta do desenvolvimento das questões, em relação aos itens que pediam o décimo e vigésimo termo, os pesquisadores perceberam uma regularidade de respostas nas três modalidades de ensino pesquisadas. Já em relação ao item que pedia o centésimo termo, os pesquisadores apontaram diferenças nos registros dos alunos: 

· Ensino Médio: os alunos limitaram-se apenas ao uso da fórmula do termo geral de uma Progressão Aritmética;

· Ensino Médio EJA: completaram a seqüência acrescentando a razão (3) ao termo para achar o termo posterior;

· Normal Superior: desenvolveu através de tentativa e erro uma fórmula matemática que solucionasse o problema.

E como resultado, os pesquisadores envolvidos concluíram que uma atividade exploratória, quando aplicada a diferentes segmentos de ensino, precisa incorporar características que considerem essa diversidade de interesse dos alunos.


Já o presente trabalho, elaborado a partir da pesquisa anterior, tem como foco perceber como alunos, inseridos em outros contextos de ensino, se comportam diante de uma mesma atividade investigativa. Entendemos que analisar novamente os resultados dessa mesma atividade, porém em diferentes turmas, permite uma maior abrangência na análise de estudos de caso relacionados à seqüências numéricas.
Atividades de investigação em diferentes contextos de ensino


Investigar é sinônimo de descobrir coisas novas, ou até mesmo redescobrir, dar novo sentido a coisas já descobertas. Para Porfírio e Oliveira (1999), 

Investigar é um termo que, muitas vezes, é usado em sentido lato para descrever um certo tipo de atividade a que se associam características, tais como, descoberta, exploração, pesquisa, autonomia, tomada de decisões, espírito crítico. (PORFÍRIO, OLIVEIRA, 1999, p. 111)

Neste sentido, quando o aluno investiga em Matemática ele tem a oportunidade de construir novos conhecimentos, ao até mesmo rever conhecimentos, porém com novo sentido; de vivenciar a experiência dos matemáticos profissionais. Investigar não é mais do que procurar conhecer, compreender, procurar encontrar soluções para os problemas com os quais nos deparamos. (PONTE, 2003).

Para Frota (2005), práticas investigativas introduzidas na sala de aula de matemática parecem ser cruciais para o desenvolvimento de uma postura especulativa em Matemática.

Atividades de investigação podem conformar uma concepção de matemática como algo dinâmico, do conhecimento matemático como em construção, através do desenvolvimento de idéias e processos, constituintes do pensar e fazer matemáticos. (FROTA, 2005, p. 2)

Assim, a atividade de investigação designa um tipo de tarefa bem diferente dos exercícios tradicionais. Segundo Ponte (2003), essas tarefas se distinguem em quatro dimensões básicas: o seu grau de dificuldade, a sua estrutura, o seu contexto referencial e o tempo requerido para a sua resolução. Para o autor, os exercícios são tarefas sem grande dificuldade e estrutura fechada, enquanto que as investigações têm um grau de dificuldade mais elevado, além de uma estrutura aberta.

Além disso, uma “tarefa pode ser contextualizada numa situação real ou formulada em termos puramente matemático.” (PONTE, 2003, p. 6). Nesse sentido, a tarefa  utilizada nessa pesquisa foi elaborada de forma colaborativa pelos dois professores-pesquisadores em termos puramente matemáticos acerca de seqüências numéricas. 

Importante ressaltar que pesquisas colaborativas são importantes à medida que permitem o crescimento tanto dos alunos quanto dos pesquisadores participantes. Para Boavida e Ponte (2002), as investigações colaborativas são importantes e vantajosas por diversos motivos, pois:

· Juntando diversas pessoas que se empenham num objetivo comum, reúnem-se, só por si, mais energias do que as que possuem uma única pessoa, fortalecendo-se, assim, a determinação em agir; 

· Juntando diversas pessoas com experiências, competências e perspectivas diversificadas, reúnem-se mais recursos para concretizar, com êxito, um dado trabalho, havendo, deste modo, um acréscimo de segurança para promover mudanças e iniciar inovações; 

· Juntando diversas pessoas que interagem, dialogam e refletem em conjunto, criam-se sinergias que possibilitam uma capacidade de reflexão acrescida e um aumento das possibilidades de aprendizagem mútua, permitindo, assim, ir muito mais longe e criando melhores condições para enfrentar, com êxito, as incertezas e obstáculos que surgem. 

A colaboração dos professores participantes dessa pesquisa foi enriquecedor, pois contribuiu para o aperfeiçoamento dos profissionais envolvidos. Afinal, a formação profissional e as ações docentes se constituem também pelas historias vividas pelos professores no seu processo de ensinar e aprender, o que reforça e colabora para a formação de crenças, concepções e valores que podem interferir na construção dos conhecimentos pessoais do professor. (ABREU, PASSOS, 2005)
Abordagem metodológica


Nesta pesquisa, as atividades foram elaboradas sob a forma de investigações e/ou explorações e aplicadas em dois diferentes contextos de ensino: uma turma de segundo ano do Ensino Médio de uma escola da rede estadual de Minas Gerais, e uma turma de ensino superior, no 5º período do curso de Pedagogia, na disciplina Conteúdos Metodológicos da Matemática em uma faculdade particular, também de Minas Gerais.

A realização das atividades nas duas turmas foi dividida em dois momentos: o momento de discussão e produção do registro escrito pelos alunos e o momento de socialização,onde foram discutidos os resultados obtidos pelos alunos. Para análise dos dados, utilizamos os registros escritos pelos alunos e os protocolos pessoais de observação dos pesquisadores. Para melhor identificação dos dados obtidos na pesquisa, optou-se por enumerar e nomear os grupos com letras do alfabeto.


A atividade consistia numa seqüência (8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29,      32 ...), em que era pedido aos alunos que registrassem as informações que obtiveram a partir de suas observações quanto à seqüência. Os outros itens pediam que os alunos encontrassem o décimo termo da seqüência, o vigésimo terceiro e o centésimo trigésimo quarto termo. Optamos, nessa atividade, em alterar os termos a serem escolhidos, além de enfatizar que os alunos justificassem suas estratégias para encontrar tais termos. 


As questões tinham por objetivo principal verificar qual o entendimento dos alunos acerca de seqüências numéricas, no caso seqüências do tipo “Progressão Aritmética”, bem como quais seriam as estratégias que os alunos poderiam utilizar visando encontrar os termos pedidos.


Os dados obtidos e as estratégias encontradas pelos alunos na busca de soluções, foram analisados na perspectiva de produção do conhecimento matemático, buscando destacar pontos convergentes e divergentes dos diferentes segmentos de ensino. Optou-se ainda por relatar os resultados obtidos separados de acordo com o segmento de ensino, visando proporcionar melhor visualização devido a riqueza dos dados obtidos.

Ensino Médio: Construindo estratégias


A atividade foi aplicada a uma turma de 2º ano do Ensino Médio de uma escola da rede estadual de Minas Gerais. A turma, composta por trinta e cinco alunos, foi dividida em grupos de quatro alunos. Importante ressaltar que grande parte da turma já possui experiência na realização de práticas investigativas realizadas pela professora regente. O tema “seqüências” ainda não havia sido discutido na turma, o que seria então uma forma de introdução aos estudos do tema em questão. 


Foi entregue aos alunos uma folha contendo as questões a serem exploradas. Inicialmente, foi feita também uma introdução da tarefa a ser realizada, a fim de conscientizar a turma quanto ao sentido da atividade, bem como do papel que seria esperado dos alunos, por estarem na posição de investigadores. Este tipo de introdução, é designado por Tudella et al (1999) como sendo um modo misto de introdução, pois ocorre a distribuição da tarefa de forma escrita e também é feita de forma oral.


Alguns alunos novatos na turma, ainda inexperientes quanto à práticas investigativas, perguntaram: “Professora, o que é mesmo que a senhora quer que a gente faça?”. Porém, os próprios alunos argumentaram: “É a gente mesmo que deve achar a resposta. A professora não vai nos ajudar... Desiste!”. A professora argumentou que seu papel não seria de simplesmente certificar respostas, mas sim de ajudá-los a raciocinar na busca das soluções.


Na primeira parte da tarefa, que solicitava aos alunos o registro das informações que poderiam obter a partir da observação da seqüência (8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, 32 ...), todos os grupos perceberam que a razão da seqüência era três, ou como disse um aluno do grupo C: “A seqüência pula de três em três.” Esta foi a observação principal (e muitas vezes única) de diversos grupos. Outros grupos responderam que a seqüência é infinita, é crescente, que se alternam números pares e ímpares e que de dez em dez números, a casa das unidades se repete sempre na mesma ordem. 


No segundo item da atividade, que perguntava sobre qual seria o décimo termo da seqüência, todos os grupos responderam que para encontrar o próximo termo da seqüência, bastaria somar três ao número anterior, conforme disse uma aluna do grupo F: “Tá na cara, né professora! É somar 3 com 32, que dá então, 35!”


Para encontrar o vigésimo terceiro termo da seqüência, alguns alunos reclamaram de uma certa dificuldade, conforme disse um aluno do grupo A: “Nossa, professora! Vou ter que ficar contando de três em três até chegar lá? Ah, vai dar muito trabalho!”. A professora então, desafiou os alunos: “Se esse caminho vocês consideram trabalhoso, então tentem pensar uma outra estratégia”.


Algumas estratégias obtidas se destacam. Em especial, destaca-se a estratégia obtida pelo grupo B. Ao apresentar sua solução, uma das alunas argumentou que eles poderiam associar a seqüência a uma função de primeiro grau, pois o primeiro termo era oito, o segundo termo era onze, e assim por diante. Diante disso, montaram um sistema de equações e encontram a lei de formação da função.

Como uma função do primeiro grau é do tipo f (x) = ax + b, substituímos o valor de x por 1 e igualamos a 8, substituímos o x por 2 e igualamos a 11, e aí resolvemos o sistema. Encontramos que o a (ela quis dizer o coeficiente angular a) é 3 e o b (coeficiente linear b) é 5. Então a função é f (x) = 3x + 5. Para encontrar o vigésimo terceiro termo, trocamos o  x por 23 e aí encontramos o 74.  (Aluna do grupo B)
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Porém, dos nove grupos compostos, seis grupos foram completando a seqüência até chegar no vigésimo terceiro termo. Um outro raciocínio também mais elaborado, observado pelo grupo D se destacou. Eles perceberam que o último algarismo dos números da seqüência repetem a cada dez elementos.
O primeiro termo é 8, e o décimo primeiro é 38, o segundo termo é 11, e o décimo segundo é 41, e assim por diante. Então pra encontrar o septuagésimo termo, (que é o 70, né professora?), fizemos assim: vimos que na seqüência os números estão se repetindo de dez em dez termos. A seqüência termina em 8, 1, 4, 7, 0, 3, 6, 9, 2, 5. Para chegar no termo 70, vimos que tinha que terminar em 5. Assim, fizemos a diferença do décimo para o primeiro termo que era 30, multiplicamos por 7, pois é 70, (de 10 em 10 é 7 vezes) o que dá 210 e colocamos mais 5, que é a terminação do número, observando a seqüência. (Aluno do grupo D)

Um raciocínio análogo também foi obtido pelo grupo F, porém os alunos erraram algumas operações, o que fez com que não encontrassem o resultado correto.

Na questão que pedia para encontrar o centésimo trigésimo quarto termo, apenas quatro grupos conseguiram descobrir a resposta. Desses quatro grupos, dois deles foram completando a seqüência até chegar ao termo pretendido. 

Apesar da grande maioria dos grupos não ter conseguido chegar na resposta pretendida, a atividade se mostrou particularmente interessante. Mesmo nos momentos em que alguns grupos buscavam a resposta completando a seqüência, como foi o caso de encontrar o termo de posição 134, eles não desanimavam, apesar da insistência (e do incentivo) da professora de buscar uma outra forma de resolução. “Professora, pode até ter um jeito mais fácil de resolver, que eu gastaria menos tempo, mas eu sei que assim eu vou chegar na resposta”, disse um aluno do grupo G. A professora contrapôs: “Mas e se fosse para encontrar por exemplo, o milésimo termo? Você iria ficar completando a seqüência até encontrá-lo? Não seria melhor buscar uma outra alternativa, mais fácil, para buscar a solução? O principal nesta atividade não é busca da resposta correta, mas sim, as estratégias utilizadas para encontrá-la.” O aluno respondeu: “Olha professora, deve até ter um jeito mais fácil. Mas eu e o meu grupo não estamos conseguindo descobrir. Preferimos ir completando até chegar lá. Já estamos quase chegando... Falta pouco.”

Esta situação vivenciada mostra que, apesar do incentivo da professora, os alunos ainda se mostraram resistentes quanto ao fato de buscar novos caminhos, confirmando os resultados de Rocha (1995). A autora argumenta que as maiores dificuldades com que o professor se depara, parecem estar relacionadas com a necessidade de encorajar e apoiar os alunos ao longo da realização de um trabalho caracterizado por uma considerável margem de liberdade. E esta foi uma das maiores dificuldades vivenciadas pela professora-pesquisadora no desenvolvimento da atividade.

Pedagogia: Refletindo sobre processos

A atividade foi aplicada em uma turma de quinto período do curso de Pedagogia em uma faculdade particular de Ibirité, cidade da grande Belo Horizonte. A turma, composta por vinte e três alunas, foi dividida em grupos contendo quatro ou três componentes. É importante ressaltar que toda a turma declarou não ter experiência com práticas investigativas. Foi constatado que a grande maioria das alunas, quando cursaram o Ensino Médio, não haviam trabalhado com o tema seqüências numéricas, tema este aprofundado após a realização e socialização da atividade.


De maneira semelhante ao trabalho desenvolvido na turma de 2º ano do Ensino Médio, foi entregue aos grupos uma folha para cada dois componentes com as questões a serem exploradas. Outra similaridade com a atividade desenvolvida no 2º do Ensino Médio, foi a conscientização das alunas quanto ao sentido do desenvolvimento de uma atividade, bem como do papel esperado por elas, que estariam assumindo uma posição de investigadoras. Diferente da turma de 2º ano, as alunas entenderam bem essa posição colocada pelo professor-pesquisador e procuraram-no apenas para discutir os processos realizados e não simplesmente para a validação de suas respostas.


Outro ponto divergente no desenvolvimento da atividade foi o momento de socialização. Como o curso de Pedagogia habilita para o magistério na educação infantil e nos ciclos iniciais do Ensino Fundamental, esse momento foi utilizado para estimular o diálogo e a reflexão com os alunos. 


Na primeira parte da tarefa, que solicitava aos alunos o registro das informações obtidas através da observação da seqüência (8, 11, 14, 20, 23, 26, 29, 32, ....), todos os grupos perceberam que a variação da seqüência era de três unidades. Destacamos aqui que nenhum grupo apresentou, matematicamente, os processos utilizados para descobrir esse padrão. Tal situação pode evidenciar que os alunos não registram certos pensamentos por acharem eles muito “óbvios”. No momento de socialização, esse foi um ponto bastante discutido pelo professor-pesquisador, pois falar no ensino de matemática, sem analisar todas as etapas e processos utilizados e desenvolvidos pode levar à “lacunas” de aprendizagem. Essa preocupação toma relevância conforme o relatado por Ponte (2006):

“Trata-se do caso de Benny, um aluno de 12 anos, integrado num programa de ensino com largos recursos financeiros e se apresentava como altamente inovador, o Individually Prescribed Instruction (IPI). Este programa, fortemente estruturado, usava um método de ensino programado – o aluno só podia seguir para uma nova unidade depois de ter mostrado uma adequada compreensão e domínio da unidade anterior. Benny estava a fazer progressos muito acima da média e a professora considerava-o um dos seus melhores alunos. O investigador notou que ele era capaz de adicionar fracções e multiplicar números racionais correctamente na maioria dos exercícios, mas dizia que 
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 , escrito como número decimal era 1,2. A partir daqui o autor investigou a compreensão de Benny de números decimais e fracções e as suas concepções “sobre regras, relações e respostas em Matemática” (p. 7), concluindo, por fim, que os grandes objectivos do IPI não foram bem sucedidos com este aluno e que isso “resulta da sua abordagem behaviorista à Matemática, o seu conceito de individualização e o seu modo de instrução” (PONTE, 2006).


Esse relato apresentado por Ponte reafirma a necessidade de o professor estar atento aos detalhes inerentes ao desenvolvimento do pensamento matemático em uma atividade.


Ainda nessa primeira atividade, destacamos os relatos de três grupos: B, e D. O grupo B, destacou que os números nessa seqüência: “Aumentam de 3 em 3, por esse motivo alternam-se entre pares e ímpares”.

A fala desse grupo trouxe, à discussão, o motivo pelo qual uma seqüência cuja razão é um número ímpar apresenta sempre essa alternância entre números pares e ímpares. As alunas refletiram sobre esse questionamento feito pelo professor-pesquisador e destacaram que, nesse caso, a resposta pode ser entendida na divisão do número por dois. Como números pares, ao serem divididos por dois, tem resto igual a zero, e números ímpares, ao serem divididos por dois, tem resto igual a um, esse número ímpar, ao ser somado com a razão, também ímpar e de resto igual a um, fornece o seguinte pensamento:


11 = 2 . 5 + 1


14 =      11      +      3


14 = [2 . 5 + 1] + [2 . 1 + 1]


14 = [10 + 1] + [2 + 1]


14 = 10 + 2 + 1 + 1


14 = 10 + 2 + 2


Já o grupo D verificou que, o 2º, 4º, 6º e 8º números da seqüência, são primos. Entretanto, apesar dessa observação, elas não relataram porque os próximos números primos da seqüência não apresentam essa característica.


O segundo item da atividade, que perguntava sobre qual seria o décimo termo da seqüência, quase todos os grupos tiveram um mesmo tipo de resposta, e todas também semelhantes aos alunos do 2º ano. O grupo C, já conhecia a fórmula para o cálculo do termo geral de uma Progressão Aritmética e a utilizou para responder todos os itens seguintes.

Para encontrar o vigésimo terceiro termo da seqüência, destaquemos o grupo B que relatou: “A resposta é 74. Concluímos que se o décimo número é 35, o dobro será 70 e adicionamos o 3 três vezes e encontramos o resultado.”

A resposta desse grupo, demonstra uma desconexão entre o raciocínio utilizado na resolução e das respostas apresentadas. Elas não perceberam que sua fala conduz a outros resultados não condizente com as respostas por eles sugerida. 

Na questão que pedia para encontrar o centésimo trigésimo quarto termo, temos um desenvolvimento bastante interessante desenvolvido pelos grupos B, E, e F.

O grupo B, montou uma tabela com dez colunas e preencheu-a até o centésimo termo. Como para esse grupo o septuagésimo termo era o número 240, eles multiplicaram esse número por dois. Assim, esse grupo relatou que o termo de posição 140 é o número 480. Em seguida, eles foram subtraindo, sucessivamente, o número 480 até que chegassem ao número 462, que é o termo de ordem 134.  

O grupo E destacou que para descobrir números nessa seqüência, “pegamos quantos números que faltam até o número desejado, multiplicando por 3 e somamos último número da seqüência”
   
O grupo F optou por elaborar elaborou uma tabela contendo dez colunas e completaram a seqüência por ela.
Convergências e Divergências 

Como resultado de nossa primeira pesquisa, destacamos uma postura mais investigativa e participativa no desenvolvimento da atividade por alunos que já vivenciaram, anteriormente, momentos com atividades exploratórias. Já na atual pesquisa, as alunas do curso de Pedagogia, apesar de não vivenciarem uma aula que apresentasse essa característica investigativa, tiveram uma postura bastante próxima dos outros grupos já experientes em  uma atividade de investigação.

Uma similaridade presente nas duas pesquisas, foi a dificuldade dos grupos em registrar, comunicar e formalizar as idéias em uma linguagem matemática mais apurada.
Nas duas pesquisas, podemos perceber que os alunos, quando se deparam com questões mais fechadas, apresentam raciocínios mais simples e bem próximos, independente de qual contexto estão inseridos. À medida que a atividade exige um nível maior de atenção e generalização, os alunos passam a agir conforme os conhecimentos adquiridos. 
A divergência existente no trabalho dessas duas turmas, aparece nas questões que necessitam de um pensamento mais elaborado. É o que aconteceu no grupo B do segundo ano do Ensino Médio, que tratou a progressão como uma função. Já as alunas da Pedagogia usaram, em seu favor, o conhecimento adquirido ao longo do exercício de sua prática profissional. No item que pedia o centésimo trigésimo quarto termo, apenas dois grupos do segundo ano, B e D, realizaram a atividade completando a seqüência. Os grupos da Pedagogia montaram tabelas, fizeram generalizações, mesmo que com erros conceituais, e consideraram a ordem do número na seqüência, considerando-o para o cálculo.
Já em relação à primeira pesquisa feita anteriormente, percebemos os mesmos relatos feitos na comparação dos resultados da atividade entre as turmas. As divergências aparecem nas questões que exigem um raciocínio maior. As turmas analisadas, neste trabalho, demonstraram maior maturidade no desenvolvimento das questões, suas respostas são mais elaboradas e apresentam justificativas mais plausíveis. 
Reflexões Finais

Realizar um estudo de caso e amplia-lo posteriormente, fornece parâmetros interessantes sobre o tema pesquisado. 


Os alunos que apresentam um contato maior com o conteúdo matemático, alunos do 2º ano, e alunas que já possuem uma experiência com o ensino de Matemática, alunas da Pedagogia, tiveram melhores resultados que os alunos dos diferentes segmentos de ensino realizado anteriormente. Essa situação indica para os pesquisadores, que no ensino de Matemática, saber discursar em cima dos conteúdos e definições é fundamental no desenvolvimento da tarefa. 

Os estudos de caso fornecem uma micro-visão do pensar matematicamente, e por que não sobre o ensino de Matemática? 


 Os resultados obtidos mostraram que analisar uma atividade, aplicada em diferentes contextos de ensino, permite ampliar a visão no desenvolvimento do pensamento matemático por parte desses alunos investigados.


Afinal, investigar “significa ser capaz de formular boas questões e usar processos e conhecimentos matemáticos que permitam tomar decisões relativamente a essas questões.” (Oliveira; Porfírio, 1999). Assim, a análise do desenvolvimento dos alunos em uma atividade de investigação, quando estendida a outros grupos pode contribuir no maior esclarecimento nos estudos do desenvolvimento dos processos matemáticos utilizados pelos alunos.
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