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Introdução

Este trabalho aborda o tema estratégias gráficas no ensino e aprendizagem da matemática, inserindo-se na linha de investigação acerca do papel da visualização para o desenvolvimento do “pensar matemático”.

O trabalho foi desenvolvido junto a alunos de um curso de especialização em Educação Matemática, na sua maioria exercendo a docência de matemática na escola básica, com o objetivo de investigar as idéias desses alunos a respeito da variação de funções de uma variável real, a partir das representações dessas funções, de modo especial a representação gráfica das mesmas. Pretendia-se ao mesmo tempo incentivar o uso das múltiplas representações de uma função como estratégia para estudos de Cálculo.

Foi elaborado e aplicado aos alunos um conjunto de atividades pensadas de forma a abordar: 1) a interpretação simbólica e textual que o aluno atribui a funções a partir da representação gráfica das mesmas; 2) a representação gráfica construída pelo aluno, a partir da apresentação de funções usando a linguagem textual e simbólica. 

O artigo é estruturado em cinco seções. As duas primeiras discutem o papel da representação e visualização na aprendizagem matemática, em especial no estudo de  funções, conteúdo que integra o currículo do ensino médio, na escola brasileira, além de ser um tópico inicial de disciplinas  de matemática,  em diversos cursos de graduação. A seguir, relatam-se o desenvolvimento da pesquisa e os principais resultados. As conclusões buscam diretrizes que possam contribuir para o estudo de Calculo, nas licenciaturas.

Representação e visualização na aprendizagem matemática  

 “A capacidade visual é a mais importante fonte de informação sobre o mundo” (ADAMS e VICTOR,1993,p.207 apud ARCAVI, 2003,p.215) e é natural que esteja presente na construção do conhecimento matemático.  

Ao longo da história, é possível perceber que as representações através de figuras, imagens e diagramas sempre fizeram parte do “fazer matemático”.

A visualização foi a tônica geral do trabalho criativo dos matemáticos de todos os tempos. Um ou outro tipo de imagem acompanha constantemente suas especulações, [...]. A visualização, [...], ocupa um importante papel no desenvolvimento do pensamento matemático . Como tinha que ser, dada a natureza cognitiva do homem, tão condicionada pelos elementos visuais, intuitivos, simbólicos, representativos, e como corresponde à natureza da matemática e seus propósitos. (GUZMÁN, 1996)
Apesar dessa percepção, na primeira metade do século XX, os processos de representação visual foram levados para segundo plano, sendo descartada sua contribuição na comunicação e compreensão dos conceitos matemáticos. Uma análise do que foi produzido pela comunidade matemática nesse período permite afirmar que isso aconteceu, principalmente, devido à influência behavorista e às tendências formalistas do movimento conhecido como “Matemática Moderna”.

As conseqüências foram muito sérias no que se refere à visualização. Criou-se um ambiente de desconfiança com respeito a ela. Alguns propunham de forma militante que se prescindisse dela totalmente. A influência do formalismo na apresentação dos resultados da investigação se fez  a norma inevitável. A estrutura dos livros-textos tendia a conformar-se com os imperativos desta mesma corrente, não só a nível superior, senão, o que é pior, em muitos países também a nível fundamental e médio (“Matemática Moderna”). (GUZMÁN, 1996)
Nos dias atuais, já se percebe um certo consenso entre os educadores matemáticos em se considerar a visualização como um processo importante no ensino-aprendizagem da matemática. Essa tendência iniciou-se por volta dos anos 70 e se deu, em grande parte, pelo crescimento da Teoria Construtivista, enquanto opositora à behavorista. Porém, somente na década de 90, é que a pesquisa sobre visualização ganhou força e  reconhecimento como um campo significativo de pesquisa, sendo tema de diversas publicações e apresentações de artigos, relatos de experiência e pôsteres em encontros de educadores matemáticos de todo o mundo. De modo especial, vale ressaltar o trabalho de Presmeg (2006), que apresenta um estado da arte da pesquisa em visualização, para o ensino e aprendizagem de matemática.

A autora realizou, ela própria, uma pesquisa, com a duração de três anos, buscando entender mais de perto as circunstâncias que afetam os professores de modo a demonstrarem uma  “preferência para o visual” e como o professor facilita isso ou não junto a  seus alunos. Presmeg desenvolveu um trabalho exaustivo,  com 13 professores de matemática de escolas secundárias da Inglaterra. A pesquisadora classificou o grupo em três categorias: não-visual, médio e visual, de acordo com os escores por eles obtidos quanto à característica de “ensinar visualmente” (TV). Os resultados da pesquisa indicam que os alunos dos professores classificados como visuais fizeram muito mais uso das imagens nas suas tarefas matemáticas do que os dos grupos médio  e não-visual. Além disso, aspectos adicionais importantes fazem a diferenciação entre os professores dos grupos visual e não-visual. 

Os professores visuais constantemente fizeram conexões entre o assunto e outras áreas de pensamento, com outras sessões do programa, trabalhos feitos previamente, aspectos do assunto além do programa, e, acima de tudo, o mundo real. ... Foi um achado totalmente inesperado que professores visuais e não-visuais fossem distinguíveis dentro de certas condições de características associadas com criatividade... como franqueza para experiência externa e interna, autoconsciência, humor e teatro (PRESMEG, 2006).

O pensamento matemático envolve diferentes processos de pensamento, sendo a visualização um processo importante no desenvolvimento do pensamento matemático (ARCAVI, 2003).“A visualização é um processo através do qual as representações mentais podem ganhar vida”(DREYFUS (1991, p.31). 

Dessa forma, a visualização está presente na multiplicidade dos campos da matemática. Costa (2002), por exemplo, ao estudar os modos de pensamento geométrico associados à visualização,   identificou três formas diferentes (Tabela 1). 

	Modos de pensamento visual-espacial
	Definição de cada modo de pensamento visual-espacial

	Pensamento visual-espacial resultante da percepção (PVP), pensamento global.
	Operações intelectuais sobre material perceptivo-sensorial, de memória.

	Pensamento visual-espacial resultante da manipulação de imagens e da construção mental de relações entre imagens (PVM/ PVR), pensamento dinâmico.
	Operações intelectuais relacionadas com manipulação, transformações de idéias, conceitos e modelos.

	Pensamento visual resultante da exteriorização do pensamento (PVE)
	Operações intelectuais relacionadas com representação, tradução e comunicação de idéias, conceitos e métodos.

	Tabela 1. Modos de pensamento visual-espacial e respectivas definições propostos por Costa (2002).


A cada um desses modos de pensamento visual estão associados processos mentais. Intuições primárias, reconhecimentos visuais, utilização da memória (vivências anteriores), primeiras inferências intuitivas, por exemplo, são associados ao pensamento visual-espacial resultante da percepção (PVP). Abstração reflexiva, intuições secundárias, descoberta de relações, entre outros, são processos mentais associados ao pensamento_visual-espacial resultante da manipulação de imagens e construção mental de relações entre imagens PVM/PVR. Os processos mentais de ações, representação e ligações entre representações de codificação e decodificação são exemplos de processos associados ao pensamento visual resultante da exteriorização do pensamento (PVE).
A comunicação através de gráficos é largamente utilizada no mundo de hoje para transmitir informações, pois permite sintetizar e organizar dados de maneira mais clara e eficaz  do que, às vezes, um amontoado de palavras. A leitura gráfica exige entretanto o desenvolvimento da capacidade de percepção e de análise,  pois não está restrita ao imediatamente perceptível, exigindo uma leitura que vai além das características visíveis. 

Nos trabalhos desenvolvidos nas aulas de matemática, a representação através de figuras, gráficos, imagens e diagramas pode funcionar como meio para se chegar à solução de um problema, podendo ser também um objetivo educacional. Os Parâmetros Curriculares Nacionais do Ensino Médio indicam que a articulação e interpretação de símbolos e códigos em diferentes linguagens contribuem para os alunos desenvolverem as competências de “representação e comunicação”, “investigação e compreensão” e “contextualização das ciências no âmbito sócio-cultural”. (Brasil, 1999) 

Representação e visualização na aprendizagem de Cálculo  

A aprendizagem do Cálculo tem sido o foco de uma série de pesquisas internacionais e nacionais. Esse fato pode ser constatado, por exemplo ao se analisar os trabalhos discutidos no Grupo de Educação Matemática no Ensino Superior, no I e II Seminário Internacional de Pesquisa em Educação Matemática. 

Tradicionalmente, o estudo do cálculo sempre foi altamente simbólico. Com isso,  os estudantes se especializam em manipular fórmulas e técnicas, não desenvolvendo um real entendimento dos conceitos. Esse método de estudo quase sempre possibilita, segundo Koirala (1997 apud BERRY e NYMAN, 2003), uma  “compreensão processual”, mas não uma  “compreensão conceitual” dos tópicos de cálculo.  Reflexões como essa impulsionaram na década de 80, nos EUA, o surgimento do “Movimento de Reforma do Cálculo” que abriu discussões sobre quais poderiam ser as mudanças na forma que o assunto era ensinado. Tais discussões sinalizaram a aplicação da “Regra de três”  que estimulava a interlocução das várias representações matemáticas.  

Um dos princípios que devem guiar o ensino de cálculo é a “Regra de três”: quaisquer que sejam os possíveis tópicos, devem ser ensinados gráfica e numérica, como também analiticamente. A pontaria é produzir um curso onde os três pontos de vista são equilibrados, e onde os estudantes vêem uma idéia principal sob vários ângulos. (HUGHES-HALLETT et. al,1994 apud BERRY e NYMAN, 2003)

Experiências realizadas indicam que a diversificação de estratégias didáticas contribui para uma aprendizagem mais significativa dos conceitos matemáticos. A possibilidade de “..reconhecer representações equivalentes de um mesmo conceito, relacionando procedimentos associados às diferentes representações” (BRASIL, 1999) amplia as capacidades de interpretação, representação, argumentação  e comunicação. 

Apesar da importância hoje atribuída a um ensino de Cálculo que incentiva o uso de gráficos, privilegiando inicialmente uma abordagem  mais intuitiva dos conceitos, Frota (2002) ao investigar as estratégias de aprendizagem de Cálculo de alunos de engenharia pôde constatar que as “estratégias grafico-numéricas” são pouco utilizadas pelos estudantes: apenas um percentual entre 12,9% e 19,2% de uma população de 885 alunos de Cálculo dos cursos de engenharia da instituição onde desenvolveu sua pesquisa, “mostrava-se favorável ao emprego de estratégias de representação gráfica, ou ao uso de especulações numéricas, ao lidar com questões matemáticas que apresentam um certo grau de novidade, ou dificuldade” (FROTA, 2004, p.9). Em um estudo mais aprofundado, acompanhando 19 alunos, a pesquisadora pôde constatar que os alunos quase nunca lançavam mão de estratégias gráficas na solução de questões de integral; o esboço do gráfico era feito, segundo eles, apenas quando seu emprego era naturalmente sugerido, por exemplo, quando se pedia para calcular uma área ou um volume. 

Na realidade, os alunos parecem apresentar dificuldades no traçado de gráficos, o que tem motivado muitas pesquisas (Nasser, 2006; CURY, 2006). Pode ser que essas dificuldades estejam impedindo que os alunos lancem mão das estratégias gráficas como forma de resolver problemas. O trabalho aqui relatado, ao diagnosticar as dificuldades de professores no uso de representações gráficas de funções reais de uma variável, pode ser um incentivo ao uso e desenvolvimento do pensamento visual como forma de introduzir os estudos  do Cálculo.    

Desenvolvimento da pesquisa

A pesquisa foi conduzida em Janeiro de 2007, junto a uma turma de alunos de um curso de especialização em Educação Matemática, composta de 18 licenciados em matemática e 1 pedagogo. A pesquisadora teve como colaboradora a professora de Cálculo do curso, estruturado de forma que os professores possam revisitar determinados conteúdos de matemática, além de experimentar  e discutir novas metodologias de ensino. 
Ao todo, foram aplicadas 4 atividades que abordaram tanto a interpretação simbólica e textual, a partir da representação gráfica, como o processo inverso, em que, a partir da linguagem textual e simbólica, solicitava-se uma representação gráfica. 

A primeira atividade teve como objetivo diagnosticar as idéias dos alunos sobre os intervalos de crescimento e decrescimento de funções, fornecendo para isso exemplos com as representações gráficas de quatro funções (Exercício 1).  Pretendia-se, inicialmente, uma abordagem intuitiva, com foco nas percepções dos alunos acerca do aspecto global das funções e sua variação, a partir de uma análise da representação gráfica das mesmas. Essa atividade caracteriza-se como relacionada ao pensamento visual-espacial decorrente da percepção (PVP).

A seguir, o trabalho evoluía, com a intenção de que os alunos fossem incentivados a formalizar e generalizar o conceito. Para isso foi proposta a questão: “Seja f(x)  definida no intervalo [x1,x2]. O que significa dizer que f(x) é crescente em [x1,x2]? Você é capaz de expressar essa idéia graficamente? E usando a linguagem matemática?”. A questão posterior tinha a mesma forma da citada anteriormente, mas se referia a uma função decrescente no intervalo [x1,x2]. A atividade pretendia incentivar o pensamento visual resultante da exteriorização do pensamento (PVE), conduzindo o aluno a utilizar diferentes formas de representação da função.

As atividades 2 e 3 abordaram o tema “limites” de uma forma intuitiva, sem utilização da simbologia formal. A expressão “...o que acontece com a função à medida que x se aproxima de...” retrata que a atividade foi pensada de forma a assumir um caráter investigativo. Foram apresentadas questões que abordavam limites de forma variada, limites no infinito e limites laterais. Mais uma vez o objetivo da atividade era incentivar o pensamento visual-espacial decorrente da percepção (PVP).

A última atividade diferenciou-se das outras, pois, enquanto as anteriores buscaram principalmente uma interpretação a partir da representação gráfica, nessa, buscou-se o processo inverso: a partir de informações de uma função dadas em linguagem textual e simbólica, obter um gráfico da função. Essa reversibilidade de raciocínio tem sido apontada por educadores matemáticos como um importante passo para se transitar do  pensamento matemático elementar para o avançado.

[...} quando construímos um gráfico de uma função, nós executamos um processo matemático, seguindo certas regras que podem ser postas em linguagem matemática; ao mesmo tempo estamos provavelmente a gerar uma imagem mental visual desse gráfico, isto é, nós estamos a visualizar a função duma forma que mais tarde nos ajudará a raciocinar sobre a função. As imagens mentais e as imagens matemáticas estão intimamente ligadas aqui. È precisamente esta ligação entre a Matemática e Psicologia que tornam os processos interessantes e relevantes para a compreensão da aprendizagem e pensamento em Matemática avançada. (DREYFUS,1991 apud COSTA, 2002, p.261)  

Essa  atividade também teve seu foco no desenvolvimento do pensamento visual resultante da exteriorização do pensamento (PVE), incentivando ligações entre representações.

As atividades foram aplicadas em 2 aulas. Os alunos foram distribuídos em 8 duplas e um trio e tiveram cerca de 50 minutos para responder às questões. Como eram atividades com caráter diagnóstico e investigativo, não foram fornecidas orientações durante o tempo em que os alunos estavam procedendo à resolução das atividades.

Ao finalizar o tempo, como cada grupo tinha recebido duas folhas de atividades, uma foi recolhida para análise da pesquisadora e a outra ficou com o grupo, para facilitar a discussão dos resultados desenvolvida posteriormente pela professora. A partir das questões propostas, a professora conduziu, assim, uma  introdução ao cálculo de “Limites de uma função real de variável real”, procedendo depois à formalização e generalização do conceito.

Os registros foram examinados a partir das mesmas categorias de formas de pensamento visual-espacial (COSTA, 2002) usadas para elaborar as atividades.

Principais Resultados 

Verificou-se, na primeira atividade, que os alunos não tiveram dificuldades em identificar os intervalos de crescimento e decrescimento das funções. As dúvidas foram com relação à inclusão ou não, nos intervalos, dos pontos onde muda o crescimento e decrescimento. Seis grupos interpretaram erroneamente tal fato. 

Essa atividade envolveu intuição, interpretação, reconhecimento visual e utilização da memória (vivências anteriores), processos mentais associados ao pensamento visual-espacial decorrente da percepção (PVP). 

Este modo de pensamento visual-espacial envolve experiências de concentração mental, de controle e experiências de observação. As experiências de observação envolvem percepção e interpretação, são medições que dependem da experiência passada, de aspectos específicos da nossa cultura, portanto o que vemos, depende do que trazemos à situação.  (COSTA, 2002, p.264)  

Quanto à atividade que solicitava mais de uma representação da função para caracterizar se era crescente ou decrescente num intervalo, 3 grupos não conseguiram expressar de forma clara o significado de uma função f(x) ser crescente ou decrescente num intervalo [x1,x2]. Foram observadas deficiências, tais como: representação gráfica divergente da linguagem matemática e linguagem textual confusa, sem a presença da representação gráfica e simbólica. 

O maior insucesso observado em tais questões se justifica, pois os processos mentais associados ao pensamento visual resultante da exteriorização do pensamento(PVE), estimulado nessa atividade, são mais elaborados que os do PVP, envolvendo, nesse caso específico, ligações entre representações, construção  de argumentação, codificação e decodificação .

Nas questões que tratavam do conceito intuitivo de limites no infinito, houve acerto por parte de 7 grupos naquelas que envolviam limites no infinito, mas, nas que abordavam limites laterais, apenas 2 grupos forneceram os resultados corretos. Apesar da atividade explorar o PVP, percebeu-se menor índice de acertos nestas questões do que na primeira. Isso se justifica, pois o PVP se apóia nas experiências vivenciadas pelo sujeito, que certamente foram maiores em relação aos conceitos de crescimento e decrescimento de funções do que as noções sobre limites.

Na última atividade (Tabela 2), que solicitava a representação gráfica de uma função a partir de condições determinadas, 5 grupos conseguiram fornecer uma representação gráfica que atendesse às condições citadas. Os outros 4 não conseguiram sintetizar todos os dados numa mesma representação, fornecendo gráficos que satisfariam apenas parte das condições ou nenhum. Dentre os processos mentais associados ao PVE, destaca-se nesta atividade a codificação e decodificação, ações, representação e ligações entre representações.

	Esboce o gráfico de uma função definida no intervalo  ]-∞,∞[ com as seguintes condições:

· crescente no intervalo ]- ∞,1[   

· decrescente no intervalo ]1, ∞[

· f(1)= 5

· à medida que x se aproxima de 1 por valores menores que 1, os valores da função se aproximam de 4

· à medida que x se aproxima de 1 por valores maiores que 1, os valores da função se aproximam de 3

· à medida que x cresce infinitamente, os valores da função se aproximam de zero. 

· [image: image1.jpg]


à medida que x decresce infinitamente, os valores da função decrescem infinitamente.


A figura 1 mostra as variações gráficas apresentadas nos registros, com todas as condições satisfeitas. Verifica-se, por esses exemplos, que os alunos conseguiram traduzir em informação visual, o que foi dado de forma textual e simbólica, estabelecendo ligação entre as formas de representação. Na figura 2, é apresentado um gráfico que atende apenas as três primeiras condições, demonstrando uma limitação do grupo em sintetizar todas as informações e também de, a partir de um primeiro desenho, estabelecer novas investigações para se chegar ao resultado pretendido. Uma representação que atende apenas à primeira condição é mostrada na figura 3. 
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Considerações finais

Os resultados revelam uma certa dificuldade dos alunos em “pensar graficamente” e em estabelecer conexões entre os vários tipos de representações de uma função. A justificativa pode estar no fato de que os processos visuais ainda são pouco estimulados nas salas de aula de matemática, em todos os níveis. 
Pesquisas como a de Presmeg (2006) indicam que as escolhas metodológicas do professor influenciam a forma de raciocinar dos alunos. Dessa forma, faz-se necessário que os cursos de formação de professores promovam discussões sobre a utilização dos processos visuais no ensino-aprendizagem da matemática, pois estudantes dispostos a utilizar os processos visuais apresentam uma maior habilidade na resolução de problemas matemáticos. 

Os matemáticos mais experientes possuem imagens visuais, modos intuitivos de perceber os conceitos e métodos, de grande valor e eficácia em seu trabalho criativo e no domínio de campo em que se movem. Assim, são capazes de relacionar, de modo muito versátil e variado, constelações freqüentemente muito complexas de fatos e resultados de sua teoria e através de tais redes significativas são capazes de escolher de maneira natural e sem esforço os modos de ataque mais eficazes para resolver os problemas que enfrentam. . (GUZMÁN, 1996)
A análise dos dados também evidencia um tipo de aprendizagem e estudo mais focado nas bases práticas que teóricas. O  fato de não apresentarem dificuldades em responder à primeira questão, composta por exemplos, poderia, por uma interpretação superficial, indicar que os alunos conseguiriam formalizar e generalizar o conceito de função crescente e decrescente tanto gráfica como simbolicamente com facilidade, o que não ocorreu. Tal situação pode se justificar, pois, no ensino da matemática, freqüentemente as atividades são resolvidas de forma mecânica, não sendo, portanto, instrumentos de diálogo com a teoria.  Essa situação é citada por Frota(2004)

A predominância de uma ênfase prática de estudo evidencia a importância que é dada pelos alunos à resolução de exercícios, como resultado, talvez, da ênfase que tem sido dada ao ensino de matemática na escola básica. È possível que exercícios estejam sendo propostos e resolvidos, ou seja  que os alunos estejam sendo treinados, mas que esteja faltando uma reflexão sobre a prática, que incite a busca de padrões de similaridade ou diferença de resolução das questões, explicados teoricamente, recursivamente, de modo que aos poucos as sínteses teóricas sejam construídas.

Devido à forma intuitiva de abordagem dos conceitos, esperava-se um índice de acertos maior nas questões, pois 18 dos 19 alunos do curso de especialização são licenciados em matemática, portanto já freqüentaram um curso de cálculo e atuam como professores de matemática da educação básica, na qual os conceitos relativos à representação gráfica de funções são ensinados. Pode-se buscar uma justificativa para essa observação no fato de que os cursos de cálculo tradicionais conduzem o aluno para um entendimento instrumental de regras e técnicas, sem uma construção significativa dos conceitos. Sobre o ensino de cálculo  Berry e e Nyman ( 2003) afirmam:

Um modo instrumental de ensinar não produz pensadores criativos e uma fundamentação sólida na qual se constroem conceitos adicionais e habilidades. Ensinando entendimento relacional, que não só proporciona para os estudantes o que fazer e como fazer, mas também podem explicar o que eles estão fazendo e por que, demonstrando uma compreensão dos conceitos subjacentes às regras.

Ao afirmar que “um curso introdutório de cálculo deveria ser informal, intuitivo e conceitual, baseando-se principalmente em gráficos e funções” e que “fórmulas e regras deveriam ser cuidadosamente desenvolvidas de forma intuitiva e não fornecidas prontas” Koirala (1997 apud BERRY e NYMANN, 2003) também sinaliza um caminho para que se promova uma “compreensão conceitual” dos conceitos de cálculo.

Os  professores contemporâneos não estão condicionados à “camisa de força” do formalismo da Matemática Moderna, mas têm como desafio diversificar estratégias de aprendizagem, possibilitando ao estudante o estudo de um mesmo conceito sob várias perspectivas. Nesse contexto, não se pode desconsiderar o poder do processo de visualização na construção e compreensão das idéias matemáticas. As várias interpretações de um mesmo conceito, a transcrição das visualizações em expressões formais e vice-versa devem fazer parte do fazer matemático diário de professores e alunos.

Promover o estudo de cálculo através da visualização gráfica, numa perspectiva que permita a comunicação entre as várias formas de representação matemática e a passagem de um tipo de linguagem a outro pode, com efeito,  elevar a qualidade da aprendizagem nos cursos de cálculo. Os professores, muitas vezes, engessados pelas “grades” curriculares, apressam-se em introduzir o instrumental simbólico, não dedicando o tempo necessário às reflexões que podem suscitar das conexões entre as várias linguagens matemáticas e que certamente contribuiriam para um entendimento “relacional” (BERRY e NYMAN, 2003)  dos conceitos de cálculo.
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Tabela 2 – Atividade 4








� Mestranda em Ensino de Matemática-Puc Minas, Professora de Cálculo Diferencial-Instituto de Ensino Superior Integrado -IESI


� Professora da PUC Minas – Mestrado em Ensino e Departamento de Matemática e Estatística.





