PAGE  
3


ESTRATÉGIAS DE RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS DE RACIOCÍNIO COMBINATÓRIO POR ALUNOS DE 1ª À 4ª SÉRIE

 Cristiane Pessoa – UFPE – crispessoa@hotmail.com

Rute Borba – UFPE – rborba@ce.ufpe.br
Rute Elizabete de Souza Rosa Borba
INTRODUÇÃO


A maioria dos problemas de raciocínio combinatória (arranjo, combinação e permutação) é introduzida formalmente na escola a parir do 2º ano do Ensino Médio. Apenas o do tipo produto cartesiano é trabalhado nas séries iniciais do Ensino Fundamental. Portanto, neste estudo buscou-se verificar as estratégias usadas por alunos de 1ª à 4ª série do Ensino Fundamental e o seu desempenho em relação à resolução dos diferentes tipos de problemas de raciocínio combinatório antes da sua introdução formal na escola.


Carraher, Carraher e Schliemann (1988), observaram em seus estudos que é possível que uma criança adquira fluência nos métodos informais de resolução sem dominar as regras escolares. Existem múltiplas lógicas corretas na resolução de cálculos e a escola valoriza mais métodos formais e, assim, pesquisas têm demonstrado que crianças e adolescentes utilizam métodos de resolução de problemas que, embora corretos, não são aproveitados pela escola.
 
Foram analisadas neste estudo estratégias que alunos utilizam ao resolverem problemas de raciocínio combinatório, sem tê-los, ainda, estudado formalmente. Estas análises poderão subsidiar a obtenção de respostas a diversas questões: Como conceitos envolvidos em problemas de raciocínio combinatório se formam? Quais são as idéias que os alunos têm sobre esses problemas? Quais métodos eles utilizam para solucioná-los? Como se dá o desenvolvimento da compreensão desse conceito ao longo dos anos? Há progressão nas estratégias com o passar dos anos de escolarização, mesmo não tendo sido esse conceito alvo de ensino? Quais processos podem auxiliar na superação de dificuldades de resolução desses problemas ao longo das séries? O que pode ser utilizado no ensino desse conceito a partir das pistas de compreensão que os alunos nos oferecem com as suas estratégias? O presente estudo se propõe a buscar respostas para algumas destas indagações.

Vergnaud (1986) defende que alguns conceitos desenvolvem-se por um longo período de tempo, iniciando-se a partir dos quatro ou cinco anos e indo até os 15 ou 16 anos de idade, aproximadamente. Para este autor, o saber forma-se, tanto nos aspectos práticos quanto nos aspectos teóricos, a partir de problemas a resolver, ou seja, de situações a dominar.

Estudos em estruturas multiplicativas têm investigado a compreensão de problemas que envolvem diferentes significados para as operações de multiplicação e divisão. Alguns têm olhado a compreensão da multiplicação enquanto isomorfismo de medidas (Kornilaki, apud Nunes, Campos, Magina e Bryant, 2001), da divisão enquanto distribuição eqüitativa (Correa apud Nunes, Campos, Magina e Bryant, 2001) e da influência de significados da divisão no tratamento dado ao resto (Borba e Selva, 2006). Outros estudos (Brown (1981); Schliemann (1988); Bryant, Morgado e Nunes (1992); Pessoa, Silva e Matos Filho (2005); Pessoa e Matos Filho (2006a)) têm comparado o desempenho em problemas multiplicativos diversificados e têm apresentado como um resultado a dificuldade dos sujeitos de diferentes idades em resolver problemas que envolvem o raciocínio combinatório, também um problema de estrutura multiplicativa.

Pesquisas que investiguem como os alunos de diferentes idades e níveis escolares podem superar as dificuldades em resolver os problemas de raciocínio combinatório são necessárias, especialmente as que observem como se dá o desenvolvimento deste raciocínio ao longo dos anos. 

A FORMAÇÃO DE CONCEITOS

Segundo Vergnaud (1986), os conceitos desenvolvidos por uma criança são inseridos em campos conceituais. Estes podem ser definidos como a interação complexa entre um conjunto interligado de conceitos e um conjunto de situações de utilização desses conceitos. O domínio progressivo das situações, por parte do indivíduo, exige o concurso de uma certa variedade de conceitos, de procedimentos e de representações simbólicas que se apresentam estreitamente conectadas. 

Vergnaud (1982), afirma que os conceitos envolvem um conjunto de situações-problema, que lhes dão significados psicológicos; um conjunto de invariantes, que podem ser vistos como as propriedades lógico-operatórias dos conceitos, as quais permitem generalização e certo grau de transferência de aprendizagem; e, finalmente um conjunto de símbolos utilizados na representação dos conceitos. Esses aspectos de cada conceito formam um tripé (situações, invariantes e representações) e estão intimamente interligados a outros, isto é, um conceito não se desenvolve isoladamente e sim, nas relações com outros conceitos, através dos diferentes tipos de problemas que utilizam vários contextos e simbolismos. Esta interligação entre conceitos ajudará no desenvolvimento da capacidade de relacionar situações aparentemente, ou não, semelhantes.

É necessário, portanto, que se ofereçam situações diversas para a resolução de problemas para que os alunos possam fazer reflexões, a fim de estabelecerem relações e, assim, construírem novas aprendizagens, ampliando suas redes de conhecimentos.

Neste sentido, são importantes pesquisas que busquem perceber as concepções e estratégias dos alunos para resolverem e compreenderem determinados problemas ou conceitos, mesmo que estes não tenham sido ainda introduzidos formalmente na escola. 

O CAMPO CONCEITUAL DAS ESTRUTURAS MULTIPLICATIVAS

No campo conceitual das estruturas multiplicativas, assim como em todo campo conceitual, o aluno não constrói um conceito em torno de um problema, mas constrói um campo de conceitos que lhes dão sentido num campo de problemas. Para Vergnaud (1991), o campo conceitual das estruturas multiplicativas consiste em todas as situações que podem ser analisadas como proporções simples e múltiplas para as quais, normalmente, é preciso multiplicar e/ou dividir. Ele afirma, ainda, que diferentes conceitos matemáticos estão relacionados a estas situações, entre eles estão as funções lineares e não-lineares, espaços vetoriais, análise dimensional, fração, razão, proporção, números racionais, além da multiplicação e divisão, dentre outros. 

Os problemas multiplicativos são introduzidos de modo formal na escola, geralmente, a partir da 2ª ou 3ª série do Ensino Fundamental. Estas estruturas, normalmente, são apresentadas na sala de aula e pelos livros didáticos como uma continuidade (uma extensão) da adição, sendo a multiplicação, então, vista como uma adição de parcelas repetidas. Entretanto, embora multiplicações possam ser resolvidas numericamente via adição de parcelas repetidas, as bases de raciocínio destas operações são diferenciadas. De acordo com Nunes e Bryant (1997), a criança deve aprender a entender um conjunto inteiramente novo de sentidos de número e um novo conjunto de invariáveis relacionadas à multiplicação e à divisão e não mais à adição e subtração, pois as situações de raciocínio multiplicativo não envolvem ações de unir e separar. É necessário reconhecer que a conexão entre multiplicação e adição não é conceitual e, sim, está centrada no processo de cálculo, ou seja, o cálculo da multiplicação pode ser feito usando-se a adição repetida porque a multiplicação é distributiva com relação à adição. 

Os problemas de estruturas multiplicativas foram classificados diferentemente por alguns autores, mas a maioria das categorias apontadas se inter-relacionam – as quais serão vistas a seguir.

Nunes e Bryant (1997) afirmam que há níveis diferentes de raciocínio multiplicativo e classificam os seguintes tipos de problemas: Correspondência um-a-muitos envolvendo os subtipos: multiplicação, problema inverso de multiplicação e produto cartesiano; Relação entre variáveis (co-variação); e Distribuição.

Os problemas de correspondência um-a-muitos, envolvem a idéia de proporção, trabalhando com a ação de replicar. Dentre os seus subtipos destaca-se para este trabalho o de produto cartesiano (exemplo: Rita vai viajar levando 3 saias e 4 blusas. Quantos trajes diferentes ela pode vestir mudando suas saias e blusas?)

De modo semelhante, os Parâmetros Curriculares Nacionais - PCN (BRASIL, MEC, 1997) diferenciam quatro grupos de situações envolvendo problemas multiplicativos: Comparativa; Proporcionalidade; Configuração retangular; e Combinatória. 

Os problemas de combinatória (exemplo: Para a festa de São João da minha rua temos 6 rapazes e 8 moças para dançar a quadrilha. Quantos pares diferentes posso formar se todos os rapazes dançarem com todas as moças?) se assemelham aos de produto cartesiano classificados por Nunes e Bryant (1997) e é este o tipo que se investiga neste estudo.

Vergnaud (1983, 1991), descreve três grandes classes de problemas multiplicativos que envolvem relações ternárias e quaternárias: isomorfismo de medidas; produtos de medidas; e proporções múltiplas.

Os problemas de tipo produto de medidas (exemplo: Tenho 3 saias (verde, azul e amarela) e 2 blusas (branca e preta). Quantas combinações de roupas posso fazer, usando todas as blusas com todas as saias?) são os que se relacionam com os de produto cartesiano (Nunes e Bryant, 1997) e os de combinatória (PCN - Brasil, MEC, 1997).

No sentido de atentar para diferenças conceituais que possam existir, mesmo quando procedimentos de cálculo são iguais, Vergnaud (1991) defende que a ampliação da perspectiva conceitual de uma criança exige a competência para a realização do cálculo relacional que a capacita para a escolha da operação adequada ao que o problema propõe e para a realização do cálculo numérico correspondente. Os grifos se referem a uma diferenciação feita por Vergnaud, na qual é distinguido o cálculo numérico do cálculo relacional, como diferentes competências para a resolução de problemas e operações. Os cálculos numéricos são as resoluções dos algoritmos propriamente ditos e os cálculos relacionais envolvem operações de pensamento necessárias para compreender os relacionamentos envolvidos na operação.

Existem complexidades diferentes de acordo com o tipo de problema. Estes problemas podem ser resolvidos via multiplicação ou divisão ou pela combinação das duas, porém, o que determina o grau de dificuldade pode não ser a aplicação de uma ou outra operação, mas a estrutura lógica do problema, ou seja, o seu cálculo relacional.

A presente pesquisa centrou-se nos problemas que Vergnaud (1983, 1991) denomina de produto de medidas, Nunes e Bryant (1997) denominam de produto cartesiano e os PCN (1997) denominam de combinatória. As três classificações envolvem a idéia de raciocínio combinatório (termo utilizado no presente estudo).

A classificação específica dos tipos de problema de raciocínio combinatório será vista a seguir.

O RACIOCÍNIO COMBINATÓRIO

De acordo com Morgado, Pitombeira de Carvalho, Carvalho e Fernandez (1991), pode-se dizer que a análise combinatória é a parte da matemática que analisa estruturas e relações discretas. Eles destacam dois tipos de problemas freqüentes em análise combinatória: (1) demonstrar a existência de subconjuntos de elementos de um conjunto finito dado e que satisfazem certas condições e (2) contar ou classificar os subconjuntos de um conjunto finito e que satisfazem certas condições dadas.

Para os autores supracitados a primeira aprendizagem matemática da criança é contar os elementos de diferentes conjuntos, ou seja, enumerar esses elementos para determinar quantos são. A combinatória, como um tipo de contagem, exige que seja superada a simples idéia de enumeração de elementos de um conjunto para se passar à contagem de grupos de objetos, ou seja, de subconjuntos, tendo como base o raciocínio multiplicativo. 

Historicamente a combinatória pode ser conhecida como “a arte de contar”. Nesta perspectiva, Merayo (2001) afirma que a análise combinatória é a técnica de saber quantos objetos há em um conjunto sem realmente ter que contá-los, porque essa técnica não necessita listar ou enumerar todos os elementos que formam o conjunto.

A matemática fornece algumas formas de solução que nos permite resolver uma grande quantidade de problemas de análise combinatória. São eles: combinações, arranjos e permutações.

Merayo (2001) define arranjo, permutação e combinação da seguinte forma:

Seja um conjunto de m elementos distintos. Recebem o nome de arranjo de ordem n desses m elementos, a todo grupo ordenado formado por n elementos tomados dos m, de tal maneira que dois grupos são considerados distintos se diferem em algum de seus elementos ou bem, se tendo os mesmos elementos, diferem pela ordem em que estão colocados (p.236)... Permutação de m objetos distintos, qualquer agrupamento desses objetos que difere um do outro unicamente pela ordem de colocação de seus objetos (p.241)... Seja um conjunto formado por m elementos distintos. Recebe o nome de combinação de ordem n desses m elementos, cada grupo formado por n elementos tomado dos m, tal que duas combinações se consideram distintas se diferem em algum de seus elementos. Nesta ordenação não influi a ordem de colocação, isto quer dizer que, dois agrupamentos são iguais se contêm os mesmos elementos, ainda que colocados em distinta ordem. (p. 269).

Portanto, baseado em classificações anteriores ((Vergnaud (1983, 1991), Nunes e Bryant (1997), PCN (1997)) e em Merayo (2001)), os problemas básicos trabalhados no Ensino Fundamental e no Ensino Médio são:

· Produto cartesiano, produto de medidas ou combinatória.

Ex.: Maria tem 3 saias e 5 blusas. Quantos trajes diferentes ela pode formar combinando todas as saias com todas as blusas?

· Permutação

Ex.: Calcule o número de anagramas da palavra AMOR.

· Arranjo

Ex.: A semifinal da Copa do Mundo será disputado pelas seguintes seleções: Brasil, França, Alemanha e Argentina. De quantas maneiras distintas podemos ter os três primeiros colocados? 

· Combinação

Ex.: Uma escola tem 9 professores, dos quais 5 devem representar a escola em um congresso. Quantos grupos de 5 professores pode-se formar?

Estas definições se referem à contagem dos agrupamentos simples, ou seja, dos grupos em que não há repetição de nenhum elemento. É importante ter-se consciência de que há também os agrupamentos com repetição, nos quais há um acréscimo no número de agrupamentos simples correspondente à contagem dos agrupamentos com repetição. As repetições nos arranjos, nas permutações e nas combinações significam que se pode tomar o mesmo elemento mais de uma vez na composição de um mesmo agrupamento.

Na opinião de Morgado et al. (1991), embora a análise combinatória disponha de técnicas gerais que permitam abordar certos tipos de problemas, a solução de um problema combinatório exige a compreensão plena da situação descrita, sendo esse um dos encantos desta parte da matemática, e que problemas fáceis de enunciar revelam-se por vezes difíceis, exigindo uma alta dose de criatividade e compreensão para a sua solução. É necessário que se tenha a consciência de que o que vai ser contado influi na forma de contar. Na escola, os alunos, sobretudo os do Ensino Médio, nível em que a maior parte desses tipos de problemas é trabalhada formalmente, podem errar na resolução de problemas de raciocínio combinatório por seguirem pistas semânticas. Eles podem buscar, muitas vezes orientados por “bizus”, palavras-chave para descobrirem qual tipo de fórmula devem usar para resolver o problema: combinação, arranjo ou permutação. Alunos de anos escolares anteriores não têm conhecimento destas fórmulas e, portanto, não poderão recorrer às mesmas para solucionarem os problemas. 

Nesher (1988, apud Nunes e Bryant, 1997) defende que o tipo de problema multiplicativo mais difícil para as crianças é o que envolve produto cartesiano, ou seja, o que nesse estudo está se chamando de problemas de raciocínio combinatório. Ela aponta duas razões para essa complexidade: (1) o problema envolve dois conjuntos básicos mais um terceiro conjunto, o qual é identificado pela combinação de cada elemento em um conjunto básico com cada elemento do outro conjunto; (2) a correspondência um-a-muitos não é explicitamente indicada na formulação verbal. Cabe ao solucionador do problema descobrir que para cada elemento do conjunto básico há uma série de transformações referentes à quantidade do outro conjunto básico. 

Diversos estudos empíricos têm evidenciado a dificuldade dos alunos na resolução de problemas de raciocínio combinatório.

Um destes é o estudo de Brown (1981), no qual foi verificado que problemas de raciocínio combinatório é um tipo mais difícil do que outros problemas de relação um-a-muitos.

Schliemann (1988) realizou uma pesquisa sobre a compreensão da combinatória por cambistas de jogo do bicho e estudantes recém aprovados no vestibular que receberam instrução sobre a análise combinatória na escola. Dentre outras conclusões, ela observou que os estudantes ainda apresentavam dificuldades no que se refere à compreensão da análise combinatória, valendo a pena salientar que metade desses estudantes havia entrado na universidade para cursos da área de ciências exatas e tecnologia.

Bryant, Morgado e Nunes (1992) realizaram uma pesquisa na qual 32 crianças entre 8 e 9 anos resolveram dois problemas de correspondência um-para-muitos simples e outros dois problemas de produto cartesiano. O grupo foi dividido em dois subgrupos: o das crianças que dispunham de material manipulativo completo para a resolução dos problemas e o outro subgrupo tinha apenas parte do material manipulativo para resolver os problemas. Para as duas faixas etárias os problemas de produto cartesiano se apresentaram como mais difíceis, tanto para as crianças às quais foi oferecido material completo quanto para as que receberam material não completo.

De acordo com os estudos de Pessoa, Silva e Matos Filho (2005) e Pessoa e Matos Filho (2006a), os alunos das terceiras e das quintas séries do Ensino Fundamental ainda apresentam dificuldades em resolver problemas multiplicativos. Esta pesquisa evidencia, também, que os alunos demonstram maior dificuldade na resolução dos problemas que envolvem o raciocínio combinatório, quando comparado ao desempenho em outros problemas multiplicativos. 

Santos, Rattes, Lima e Valério (2003), citadas por Santos (2006), realizaram uma pesquisa na qual compararam o desempenho de alunos do Recife na resolução de problemas envolvendo a correspondência um-a-muitos simples e o raciocínio combinatório. O resultado encontrado foi que, antes e após a intervenção, os alunos apresentaram maior facilidade em problemas de correspondência um-a-muitos simples do que nos de combinatória. 

Pelo conjunto de resultados apresentados nos estudos descritos, problemas de raciocínio combinatório apresentam grande dificuldade para alunos de diferentes idades e níveis escolares. Neste sentido, faz-se necessário investigar de que forma os alunos compreendem problemas de estruturas multiplicativas, especificamente no que se refere aos do tipo que envolve o raciocínio combinatório. 

OBJETIVO

· Analisar as estratégias e o desempenho de alunos da 1ª à 4ª série do Ensino Fundamental na resolução dos diferentes tipos de problema de raciocínio combinatório (produto cartesiano, arranjo, permutação e combinação).

METODOLOGIA

Participaram deste estudo, 99 alunos da 1ª à 4ª série de duas escolas, uma particular e uma pública estadual de Pernambuco, com idades variando entre 6 e 12 anos, escolhidos aleatoriamente dentro de cada turma. 

Cada aluno resolveu, individualmente, uma ficha (ver Apêndice1) contendo 8 problemas envolvendo o raciocínio combinatório (2 de cada tipo: produto cartesiano, combinação, arranjo e permutação). Os quatro primeiros problemas envolviam números que levavam a menor número de possibilidades na solução e os quatro últimos envolviam mais possibilidades. Foi dito que os problemas poderiam ser resolvidos da forma que quisessem e considerassem melhor: por desenhos, tabelas, gráficos, contas ou quaisquer outras formas.

A análise que segue foi baseada nas estratégias utilizadas pelos alunos ao resolverem esses problemas. Além disso, analisaram-se os acertos e erros dos alunos por série, por tipo de problema, por números envolvidos e por tipo de escola.

ANÁLISE DOS RESULTADOS


Na Tabela 1 encontram-se os percentuais de acertos por série e por tipo de problema. Nesta tabela pode-se perceber que o melhor desempenho foi observado nos problemas de produto cartesiano, único tipo de problema de raciocínio combinatório trabalhado nas séries iniciais do Ensino Fundamental. Nos problemas dos outros tipos: combinação, arranjo e permutação, acertos e erros/dificuldades de resolução ao longo das séries foram evidenciados.

Tabela 1: Percentual de acertos por tipos de problemas/série

	Tipo de problema
	PRODUTO CARTESIANO
	PERMUTAÇÃO
	ARRANJO
	COMBINAÇÃO

	1ª série
	0
	0
	0
	0

	2ª série
	34
	4
	7
	22

	3ª série
	33
	5
	8
	10

	4ª série
	49
	5
	17
	19

	Percentual total (por tipos de problemas)
	29
	3
	8
	13



Observou-se, de modo geral, que os alunos das séries mais avançadas apresentaram um melhor desempenho que os alunos das séries iniciais. Verificou-se, assim, que houve progressos no que se refere à gradação por série, ou seja, na primeira série, nenhum aluno apresentou acerto, entretanto, com o passar das séries, os alunos passaram a apresentar maiores acertos. 

Esta melhoria em desempenho pode, em parte, ser creditada ao ensino em sala de aula, pois quando a escola começa a trabalhar formalmente a multiplicação, enfatiza, entre os tipos mais comuns, também este tipo de problema. Além disso, conforme pesquisa de Pessoa e Matos Filho (2006b), alguns livros didáticos já introduzem este trabalho com o raciocínio combinatório na primeira série. Salienta-se, porém, que alguns tipos de raciocínio combinatório, como os problemas de arranjos, combinações e permutações, não são trabalhados nestas séries e, mesmo assim, alguns alunos foram bem sucedidos em suas resoluções de algumas destas situações, o que evidencia também um possível desenvolvimento extra-escolar na compreensão do raciocínio combinatório. 

Embora nenhum dos alunos da primeira série tenha acertado nenhum dos problemas, observou-se que alguns deles iniciaram corretamente as suas resoluções. Suas dificuldades consistiam, em geral, em esgotar todas as possibilidades. O mesmo pode ser observado nas outras séries. Embora muitos desses alunos não tenham conseguido encontrar a resposta correta para os problemas propostos, vale a pena analisar os tipos de respostas e as estratégias por eles utilizadas.

Os tipos de respostas mais freqüentes dos alunos em relação aos problemas propostos são os seguintes:

· Em branco – não se pode nestes casos saber se o aluno não respondeu porque não sabia, porque não se interessou, porque não quis fazer ou se considerou o problema de difícil resolução.

· Apenas resposta – o aluno dá apenas a resposta, correta ou errada para o problema proposto.

· Resposta incorreta, sem o estabelecimento de relação (incompreensão do problema) – o aluno apresenta uma resposta incorreta e na sua resolução não há indícios de relação com a questão proposta.

· Resposta incorreta, com o estabelecimento de relação (apresenta certa compreensão do problema) – o aluno erra a resposta, entretanto, sua estratégia de resolução é válida para o que é solicitado, mantém uma relação com a lógica do problema, entretanto, na maioria das vezes, neste caso, o aluno não consegue esgotar todas as possibilidades para o tipo de problema proposto.

· Resposta correta – O aluno consegue compreender a lógica do problema e chegar à resposta correta, encontrando formas de esgotar todas as possibilidades.

As formas de resolução apresentadas pelos alunos foram as seguintes:

· Adição ou subtração utilizando os valores apresentados no enunciado.  A resposta, geralmente, é incorreta sem relação.

· Desenha ou escreve possibilidades sem o esgotamento de todas, deixando a resolução incompleta ou extrapola as possibilidades, repetindo-as. A resposta, geralmente, é incorreta com relação ou incorreta sem relação.

· Desenha ou escreve possibilidades com o esgotamento de todas. A resposta, geralmente, é correta.

· Percebe que o problema está relacionado a um produto. A resposta, geralmente, é correta com relação ou incorreta com relação.

A seguir, pode-se observar algumas das estratégias utilizadas pelos alunos ao resolverem os problemas propostos.

DESENHA OU ESCREVE POSSIBILIDADES SEM O ESGOTAMENTO DE TODAS / RESPOSTA INCORRETA, SEM ESTABELECIMENTO DE RELAÇÃO

[image: image1.png]2. Quantes palavras diferentes (com ou sem sentido) poderei formar usando as letras da palavra

AMORY g orae.  alboral - qlecoxs (B




Figura1: resolução de M. E., aluna da 1ª série da escola pública.
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Figura 2: resolução de M. R. S., aluna da 4ª série da escola particular.

[image: image3.png]2. Quantas palavras diferentes (com ou sem sentido) poderei formar usando as letras da palavra

AMOR?

LR, Trolole, Ol hede,Comart,




Figura 3: resolução de M. S. S. aluna da 3ª série da escola pública.


Nos exemplos acima se pode observar alunos da 1ª, 3ª e 4ª série, tanto da escola pública quanto da particular, que utilizam como estratégia de resolução a escrita sem o esgotamento de todas as possibilidades e a resposta é incorreta sem relação com o problema. Aparentemente não houve compreensão da lógica do problema, pode-se inferir que as lógicas utilizadas pelos alunos foram outras que não a solicitada, como por exemplo, palavras iniciadas pela letra “A” ou uma palavra com cada uma das letras da palavra “amor”.

A forma de resolução (escrita) é favorecida pelo tipo de problema e pela abordagem do enunciado. Um dado interessante a ser observado é que este é um erro apresentado por alunos de diferentes séries.

DESENHA OU ESCREVE POSSIBILIDADES SEM ESGOTAMENTO DE TODAS / RESPOSTA ERRADA, MAS COM ESTABELECIMENTO DE RELAÇÃO, OU SEJA, APRESENTA COMPREENSÃO DO PROBLEMA
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Figura 4: resolução de L. S. M., aluna da 2ª série da escola particular.
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Figura 5: resolução de E. R. B. A., aluna da 4ª série da escola pública.

RESPOSTA ERRADA, MAS COM ESTABELECIMENTO DE RELAÇÃO, OU SEJA, APRESENTA COMPREENSÃO DO PROBLEMA / DESENHA OU ESCREVE POSSIBILIDADES EXTRAPOLANDO-AS

[image: image6.png]ior) participam de um concurso em que serao sorteadas duas

7. Trés alunos (Mario, Raul e Juni
dos no concurso? g

bici \etas Quantos(rﬁsultadT diferentes podem ser obti

/\/\ R
[\X/\J ) J




Figura 6: resolução de K. S. F. C., aluna da 2ª série da escola pública.

As resoluções apresentadas acima também são de alunos das diferentes séries, entretanto, apesar de não acertarem a resposta, apresentam interessantes estratégias de resolução, demonstrando que compreenderam o que é solicitado pelos problemas. Pode-se observar também que são estratégias de tentativa de esgotamento das possibilidades nos diferentes tipos de problemas.

É importante lembrar que esses são tipos de problemas que ainda não foram trabalhados nessas séries, só são introduzidos formalmente no 2º ano do Ensino Médio. Essas estratégias poderão auxiliar na análise de como os alunos compreendem esses problemas antes de sua introdução formal na escola.

A aluna K.S.F.C. (Figura 6) demonstra que, de certa forma, compreende o que o problema solicita, entretanto, extrapola as possibilidades, repetindo-as. Este é um problema do tipo combinação, no qual a ordem em que os elementos são organizados não importa, ou seja, a combinação Raul e Mário é igual à combinação Mário e Raul. Ela se utiliza da mesma estratégia que usou e foi válida para o 5º problema (ver Figura 9), do tipo arranjo, no qual a ordem dos elementos é importante, portanto, Joana e Vitória é diferente de Vitória e Joana, de acordo com a lógica do tipo de problema.

Mesmo lidando com números pequenos, a aluna E.R.B.A. (Figura 5) não controlou as possibilidades, repetindo algumas e não esgotando todas, mas mesmo assim demonstra perceber a lógica implícita no problema, utilizando-se de uma estratégia válida.

A aluna L.S.M. (Figura 4) utiliza uma interessante estratégia, ela substitui as pessoas por números e vai tentando fazer as combinações, entretanto, este é um problema com uma grande quantidade de possibilidades, o que dificulta a sua conclusão a partir desta estratégia.

DESENHA OU ESCREVE POSSIBILIDADES COM O ESGOTAMENTO DE TODAS / RESPOSTA CORRETA 
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Figura 7: resolução de R. J., aluno da 4ª série da escola pública.

[image: image8.png]’i}m mmw-

’“v NS
.32@%“ — alk A‘\a%\“

=1 F‘@RN(A

4 / e i ‘ﬂwn—ew‘”"J
"‘. y S ] _ ‘ /

. ‘,\L,;. 0

t





Figura 8: resolução do aluno L.L., aluno da 2ª série da escola particular.
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Figura 9: resolução de K. S. F. C., aluna da 2ª série da escola pública.


As figuras acima mostram resoluções de alunos que conseguiram perceber a lógica dos problemas, acertando as respostas. É importante observar que são alunos das diferentes séries (exceto da 1ª, que como foi citado anteriormente, não apresentou acertos) e tanto da escola particular quanto da pública.


É interessante observar a estratégia do aluno L. L. (Figura 8), que, assim como a aluna L. S. M. (Figura 4) resolvendo o 4º problema, substitui os elementos citados no enunciado por outros símbolos, criando uma nova representação. A grandeza numérica trabalhada neste problema é menor que a trabalhada no 4º problema, o que pode ter sido um facilitador para que este aluno encontrasse a resposta, diferentemente do que ocorreu com a sua colega.


Percebe-se que os acertos ocorrem, em sua maioria, com os problemas cuja grandeza numérica é pequena porque as estratégias que os alunos utilizam neste nível de ensino ainda são bem longas e detalhadas, eles ainda não dominam as fórmulas e assim se utilizam da forma de resolução que melhor se encaixa na suas possibilidades de resolver e compreender o problema.

PERCEBE QUE O PROBLEMA ESTÁ RELACIONADO A UM PRODUTO
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Figura 10: resolução de S. B. S., aluna da 3ª série da escola particular.
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Figura 11: resolução de R. J., aluno da 4ª série da escola pública.

As resoluções apresentadas acima são de alguns alunos que conseguiram perceber que o problema está relacionado a um produto. 

A resolução do aluno R. J. (Figura 11), assim como a de muitos dos alunos pesquisados, está relacionada a uma multiplicação por se tratar de um problema do tipo produto cartesiano, tipo comumente trabalhado na escola. A estratégia da aluna S. B. S. (Figura 10) é bastante interessante porque ela inicia fazendo as combinações, depois percebe que cada seleção tem seis possibilidades de ser a 1ª colocada e já que são quatro possibilidades de seleção, ela, ao invés de continuar fazendo as combinações, simplifica e multiplica 4 seleções por 6 possibilidades cada uma. Ou seja, ao longo da resolução ela percebeu que se trata de um produto, o que parece ser um grande avanço no que se refere às suas estratégias de resolução e sua compreensão do problema.

CONCLUSÕES

Diante do que foi observado, pode-se concluir que alunos desenvolvem compreensões sobre problemas de raciocínio combinatório, ora influenciados pela escola (como no caso dos problemas de produto cartesiano – trabalhados nas séries iniciais), ora como resultado de experiências extra-escolares (como no caso de alguns problemas de combinações, arranjos e permutações – não trabalhados nas séries iniciais).

Eles desenvolvem interessantes estratégias que devem ser aproveitadas pela escola para ajuda-los a avançar na compreensão dos diversos tipos de problemas e no seu desenvolvimento conceitual. 

Estes resultados levam à reflexão de que o trabalho escolar é importante no sentido de ajudar os alunos a compreenderem os conceitos, os seja, é imprescindível que a escola esteja atenta ao que está trabalhando com os seus alunos, pois este trabalho, de uma forma ou de outra, tem resultados, no seu desempenho. A escola deve, também, reconhecer que os alunos podem desenvolver conhecimentos em atividades extra-escolares.

No caso dos problemas de raciocínio combinatório, a maior parte dos alunos começa tentando buscar uma compreensão do problema, sendo a maior dificuldade a de esgotar todas as possibilidades que o problema solicita. Sabendo ser esta uma das maiores dificuldades, a escola deve trabalhar o esgotamento de possibilidades em seu trabalho de raciocínio combinatório, possibilitando um maior desenvolvimento dos alunos na compreensão destas situações.
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APÊNDICE 1 – Problemas propostos aos alunos (na ordem em que foram apresentados)

Escola: ________________________________________________________

Aluno(a): ______________________________________________________

Idade:________________ Data: ______________ Série: ________________

Resolva os seguintes problemas:

1. Maria tem 3 saias (uma azul, uma preta e uma verde) e 5 blusas (nas cores amarela, bege, branca, rosa e vermelha). Quantos trajes diferentes ela pode formar combinando todas as saias com todas as blusas? 

(PRODUTO CARTESIANO)

2. Quantas palavras diferentes (com ou sem sentido) poderei formar usando as letras da palavra AMOR?

(PERMUTAÇÃO)

3. As quartas de final da Copa do Mundo será disputado pelas seguintes seleções: Brasil, França, Alemanha e Argentina. De quantas maneiras diferentes podemos ter os três primeiros colocados? 

(ARRANJO)

4. Uma escola tem 9 professores (Cristiano, Isabel, Laura, Mateus, Nívea, Pedro, Roberto, Sandra e Vítor), dos quais 5 devem representar a escola em um congresso. Quantos grupos diferentes de 5 professores pode-se formar?

(COMBINAÇÃO)

5. Para representante de turma da sala de aula se candidataram 3 pessoas (Joana, Mário e Vitória). De quantas maneiras diferentes poderão ser escolhidos o representante e o vice-representante?

(ARRANJO)

6. Para a festa de São João da escola, tem 3 meninos (Pedro, Gabriel e João) e 4 meninas (Maria, Luíza, Clara e Beatriz) que querem dançar quadrilha. Se todos os meninos dançarem com todas as meninas, quantos pares diferentes poderão ser formados?

(PRODUTO CARTESIANO)

7. Três alunos (Mário, Raul e Júnior) participam de um concurso em que serão sorteadas duas bicicletas. Quantos resultados diferentes podem ser obtidos no concurso? 

(COMBINAÇÃO)

8. De quantas formas diferentes poderei arrumar as fotos de meu irmão, meu pai e minha mãe na estante, de modo que elas fiquem lado a lado?

(PERMUTAÇÃO)

