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PRODUZINDO SIGNIFICADOS AOS NÚMEROS REAIS 

EM UM CONTEXTO EXPLORATÓRIO-INVESTIGATIVO

Thaís de Oliveira (GdS-FE/Unicamp) [tha_unicamp@yahoo.com.Br]

Dario Fiorentini (FE/Unicamp) [dariof@unicamp.Br]

O objetivo deste trabalho é relatar e analisar uma experiência de sala de aula que tinha a seguinte questão investigativa: a prática exploratório-investigativa, envolvendo números Reais e em especial os números Irracionais, pode constituir um contexto favorável à produção de significados para estes números nas duas últimas séries do Ensino Fundamental?

Para conhecer e compreender essa possibilidade, preparamos e aplicamos uma tarefa exploratório-investigativa a duas classes de 7a série de uma Escola Estadual de Campinas. 

Neste texto, descrevemos e analisamos os resultados obtidos a partir da atividade desenvolvida, destacando as produções e significações matemáticas produzidas pelos alunos, sobretudo aquelas relativas aos números Reais. Mas, antes disso, tecemos algumas considerações sobre o problema do ensino e aprendizagem do conceito de Número Irracional, e sobre as investigações matemáticas e a dinâmica didático-pedagógica das aulas desenvolvidas.

Algumas considerações sobre Números Irracionais

O Número Irracional gerava medo no passado. Era o medo do inexpremível ou do informe (aquilo que não tem forma). A descoberta dos irracionais foi muito perturbadora e provocou a primeira crise nos fundamentos da Matemática da Escola Pitagórica. Os gregos ficaram sem resposta por muito tempo. Chegavam a afirmar, segundo Miguel (1993), que a Geometria era mais completa que a Aritmética. Chamaram os números comensuráveis de “rhetos” (racionais) e os incomensuráveis de “arhetos” (irracionais).

Dedekind, em 1872, em seu ensaio denominado “Continuidade e Números Irracionais”, apresentou uma proposta que pode, de modo simplificado, ser assim expressa: (1) existem mais pontos na linha reta do que apenas os racionais; (2) para explicar a continuidade da reta precisamos, além dos racionais, também dos irracionais.

O conceito de Número Irracional é bastante abstrato até mesmo para aqueles que estudam matemática no Ensino Superior, como relatou Moreira (2004) em sua tese de doutorado. Isso, de certa forma, reforçou ainda mais nossa curiosidade em saber até que ponto o número Irracional é passível de significação aos alunos das duas últimas séries do Ensino Fundamental.

O Número Irracional é normalmente apresentado da seguinte forma pelos textos didáticos escolares:

· Um número que não pode ser escrito como uma razão de números inteiros;

· Um número que tem forma decimal não periódica infinita;

· Números que completam a reta.

Tradicionalmente, as passagens dos textos didáticos de matemática sobre este assunto resumem-se em um amontoado de regras de operação com radicais onde não se apresenta justificativas convincentes. Constitui-se, aos olhos do estudante, em conhecimentos pouco úteis, pouco desafiadores e desligados dos demais temas de estudo. O tema proposto, na verdade, demanda um certo grau de abstração. E isso representa um desafio didático-pedagógico ao professor.

Segundo os PCNs (BRASIL 1998), “é desejável que o estudante, ao concluir o Ensino Fundamental, seja capaz de identificar um Número Irracional como um número de representação decimal infinita, e não-periódica, e a localização de alguns deles na reta numérica, com régua e compasso”(p. 87).

Visando promover, em sala de aula, um contexto favorável à identificação e significação, por parte dos alunos de sétima série, para os Números Irracionais, planejamos e aplicamos uma tarefa exploratório-investigativa.

A tarefa e a atividade exploratório-investigativa em aula

Os estudos realizados pelo Grupo de Sábado (GdS) e pelo Prapem da FE/Unicamp têm encontrado - conforme Fiorentini e Cristovão (2006) – que as práticas exploratório-investigativas são uma alternativa que ajudam a problematizar e produzir significados para a matemática escolar. Essas práticas vêm sendo desenvolvidas por esses grupos a partir dos estudos portugueses com as investigações matemáticas (IM), as quais surgiram no final da década de 1980 nos EUA e Reino Unido como uma alternativa didático-pedagógica de ensino significativo de matemática e que contempla, ao mesmo tempo, aspectos conceituais, procedimentais e atitudinais.

O uso de IM em sala de aula pode contribuir para a emergência de um ambiente similar àquele vivido pelos matemáticos quando estão em processo de produção/criação do conhecimento matemático. É um ambiente que caracteriza-se como exploratório, de formulação de conjecturas ou hipóteses as quais são testadas e verificadas ou mediadas por diferentes mídias, passando por processos de negociação e validação. 
Ponte et al.(2003) têm desenvolvido esta alternativa didático-pedagógica em Portugal, onde já existem muitas experiências, estudos e publicações a respeito de investigações matemáticas. No Brasil, esta metodologia é ainda pouco conhecida entre os educadores matemáticos e, às vezes, confundida com a resolução de problemas.

Devido à quantidade de alunos presentes em cada classe de uma escola pública, em média 40 alunos, a possibilidade que surge para se trabalhar com IM nesse contexto é mediante o trabalho em grupos de quatro integrantes, cada qual tendo uma função bem definida para o desenvolvimento da atividade. Cada grupo recebe uma ficha contendo as instruções para o desenvolvimento da atividade e esta seria entregue já na primeira aula. 

A parte introdutória da ficha 1 continha a especificação da função que cada integrante do grupo deveria desempenhar e depois a tarefa exploratório-investigativa. 
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1) Faga um grupo de quatro integrantes para o desenvolvimento da tarefa.
2) Escolha sua fungdo principal dentro do seu grupo:

» um sera o redator, responsével por registrar a produgdo do grupo, assim
como os passos que este fez para chegar &s conclusdes;

* um coordenador, que ird controlar o tempo, verificar se o grupo estad
produzindo, chamar o professor quando necessério com as questdes das
dividas organizadas e resolver os possiveis conflitos em seu grupo;

= dois relatores, que serdo responséveis pela elaboracdio do pdster final
destinado & socializagdo e explicagéo para toda a classe sobre trabalho
desenvolvido pelo grupo.

Cada aluno tera o dever de colaborar com a produgéo do grupo e, no
final, cada grupo deverd apresentar um relatério para o professor (com a
maior quantidade de registros produzidos) e um péster para ser apresentado
& classe (com os registros enxutos e organizados com a separagdo das
questdes que jé& foram respondidas, bem como as conjecturas e duvidas
levantadas, incluindo aquelas para as quais ndo foram encontradas
justificativas).
3) Apresentagéo da tarefa exploratdrio-investigativa, o atendimento aos grupos e
a coordenagdo de todos o trabalho estardo sob responsabilidade dos
professores-estagiarios.

4) Sempre registre o raciocinio utilizado!





Ficha 1: Orientações sobre a atividade em grupo

Essa organização da classe favorece tanto uma discussão interna entre os integrantes de um grupo quanto a orientação e o acompanhamento do professor, podendo, assim, circular por toda a sala e intervir com questionamentos, instigando os grupos de forma que eles desenvolvam com êxito a atividade.

Abaixo, listamos os objetivos operacionais previstos para cada aula de 50 min.

1a Aula: Conhecer o que são aulas investigativas e sua dinâmica de trabalho em classe; formar grupos de 4 integrantes; tomar conhecimento da atividade e da tarefa exploratório-investigativa a ser desenvolvida, bem como a dinâmica de trabalho; definir as funções de cada integrante do grupo. 

2a Aula: Explorar matematicamente a tarefa proposta. Proporcionar condições ou meios para a compreensão e exploração livre da tarefa e a organização das primeiras idéias, tendo em vista a identificação de relações, regularidades e possíveis conjecturas. 
3a Aula: formular conjecturas ou hipóteses e tentar testá-las, justificá-las e validá-las. 

4a Aula: Produzir pôsteres, destacando as idéias, relações e conjecturas discutidas e testadas e argumentações ou justificações de validação das mesmas. 

5a Aula: Socializar, a partir dos pôsteres, os trabalhos produzidos por cada grupo, seguindo-se discussão e negociação dos resultados e uma sistematização final.
A tarefa exploratório-investigativa apresentada aos alunos pela ficha 2:

[image: image2.jpg]1) Pense em um numero inteiro positivo
qualquer (Por exemplo: 5, 8, 9, 11,...). Este
namero, agora, ¢ a area do seu quadrado.
Encontre o valor do lado do quadrado o mais
precisamente possivel.

2) Este numero que representa o lado deste seu
quadrado sempre existe para qualquer area que
vocé imaginar? Experimente outros numeros e
justifique sua resposta.

3) Que tipo de numero € este? Encontre mais de
uma maneira de representar o valor deste lado.
Este numero sempre pertence a reta numérica?
Encontre uma maneira de justificar sua
resposta.





Ficha 2: A tarefa exploratório-investigativa

O objetivo investigativo da aplicação dessa tarefa era: identificar e analisar as diferentes significações e produções matemáticas apresentadas pelos alunos num contexto de atividade exploratório-investigativa. Em face deste objetivo, procuramos, então, registrar nossas observações em classe em um diário de campo e realizamos, também, gravações em áudio, as quais foram transcritas. Além disso, aplicamos também um questionário aos alunos, com o intuito de captar seu ponto de vista sobre as atividades desenvolvidas, a metodologia de ensino empregada e os aprendizados obtidos. Um outro material importante foi a produção escrita dos alunos, seja a partir de registros em papel, seja na produção final dos pôsteres. Estas produções e as respectivas análises e interpretações são apresentadas a seguir.

Desenvolvimento e análise da atividade desenvolvida

Para melhor descrever, analisar e interpretar a atividade desenvolvida em classe, a dividimos em dois momentos.

1o Momento: Explorações e significações iniciais sobre número irracional
Iniciamos a movimentação dentro da sala de aula indo de grupo em grupo com a seguinte questão: Que número vocês escolheram para ser a área do seu quadrado?

As resoluções iniciais foram divididas em dois grupos diferentes: uma voltada para os quadrados perfeitos e outra voltada para as aproximações sucessivas como segue abaixo. Os que tomaram como alternativa inicial números quadrados perfeitos aceitaram o desafio de explorar números que não eram quadrados perfeitos. 

No planejamento, uma das preocupações discutidas no Grupo de Sábado era a respeito do uso, pelo alunos, da tecla “raiz quadrada” da calculadora. Temia-se que os alunos, ao escolherem um número – quadrado não perfeito - para a área, poderiam fazer o cálculo na calculadora, encontrando imediatamente o número aproximado do lado, acreditando que este valor representava exatamente sua medida. 

Entretanto, na prática, verificou-se comportamentos diferentes do previsto. Na 7ªB, por exemplo, os alunos não associaram, de imediato, a medida do lado do quadrado com a raiz, embora tivessem utilizado a calculadora para obter, por aproximações sucessivas, o valor da medida do lado do quadrado. Na 7ªA, apenas um grupo da sala percebeu a associação da medida do lado a ser obtida com a raiz quadrada da medida da área, utilizando, assim, a tecla da raiz quadrada da calculadora para obter a medida solicitada. 

Os demais grupos das duas sétimas séries não perceberam, ao longo do processo, essa associação e prosseguiram com seus cálculos com ou sem apoio da calculadora, até questionarem a morosidade desse processo de cálculo. 
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A seguir, ilustramos a forma mais comum de utilização da calculadora para encontrar a medida aproximada do lado, mediante teste de hipóteses das possíveis soluções. 
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Figuras 2 e 3: Tentativas para o cálculo da medida do lado para um quadrado de área 5,                             

                        utilizando calculadora. 

Este processo de cálculo da medida do lado trouxe algumas dificuldades, principalmente por perceberem que as aproximações pareciam não ter fim. Os alunos encontravam números com casas decimais cada vez maiores sem que obtivessem um valor exato ou periódico. 

Podemos perceber nas figuras 2 e 3 a forma como os alunos exploraram e trataram essa questão, principalmente o acréscimo sucessivo de casas decimais de modo a obter um número mais próximo possível. 

Foi necessário interromper este processo principalmente pelo questionamento de uma aluna: “A gente já está cansada de tanto fazer conta, nunca a gente acha o número”. Foi nesse momento que consideramos oportuno chamar atenção para a radiciação como operação inversa da potenciação. Assim, passaram a perceber que o estavam fazendo tinha relação com a seguinte proposição:  se a área do quadrado = Lado x Lado = Lado ao quadrado, então, lado = 
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.
2o Momento: Exploração e produção de significados para os números irracionais com o auxílio da calculadora

Na primeira etapa da atividade, ficou claro o quanto seria difícil trabalhar essas questões do número poder ter infinitas casas decimais não-periódicas. Era preciso argumentos que justificassem estes fatos. Não estávamos desenvolvendo uma aula expositiva, logo não bastava afirmar isso, os alunos precisavam de questões instigadoras que os levassem a construírem, por si próprios ou a partir de algumas mediações, estes conceitos.

É interessante notar que, ao se trabalhar com aulas exploratório-investigativas, podemos aproveitar as próprias hipóteses ou significações que os alunos levantam durante a atividade para promover questionamentos e organizar ou nortear novas alternativas de exploração e significação de conceitos.  

A alternativa encontrada para desenvolver esses conceitos surgiu quando um dos alunos – Machael – nos entrega um papel com a representação de um número decimal com várias casas decimais, como mostra a Figura 4, a seguir.   
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Figura 4: Notas do trabalho com o número encontrado para 
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no computador.

Ao perguntarmos que número era esse, ele respondeu que era o máximo de aproximação que ele havia conseguido, no computador de sua casa, para a raiz quadrada de 17. Pedimos, então, para ele fazer o processo inverso para verificar se realmente aquele número multiplicado por ele mesmo (isto é, elevado ao quadrado) resultava no desejado 17. Infelizmente, na aula seguinte, este aluno faltou, mas o grupo continuou tentando, utilizando as ferramentas (calculadora simples e científica) que dispunham no momento, sem perder de foco o modo como o computador poderia ajudar a fornecer uma aproximação mais precisa para a raiz quadrada de um número.

Ao usar as calculadoras disponíveis, percebiam suas limitações, veja o episódio que aconteceu com certa freqüência em alguns grupos:

Um aluno diz: “Aí professora, eu encontrei!”, afirmando que tinha achado, na calculadora, o número exato da medida do lado de um quadro de área 17. 

Aluno: Olha professora, eu fiz 4.1231057 vezes 4.1231057 e deu 17 exato!

Ou seja, o aluno, valendo-se da autoridade de uma calculadora comum e utilizando a propriedade fundamental que define a raiz quadrada de um número, julgou que havia provado que raiz quadrada de 17 era um número racional.  Pedimos, então, para ele fazer a mesma multiplicação numa calculadora científica e, para seu espanto, encontrou como resultado o número 17,00000061. 


Outros alunos também tinham percebido o mesmo problema utilizando calculadoras e deflagrou-se então uma discussão:

Profa: Por que na sua calculadora dá um valor, na científica dá outro e no computador dá outro ainda?

Aluno: A calculadora mente professora? Eu aumentei um número que tinha dado no computador e se eu fizesse aquele dava 16,999999... e eu acho que esse número não acaba, que tem mais...

Perguntei então para verificarem o número de casas decimais que cada calculadora tinha. Contamos juntos e, a partir da diferença no número de casas de decimais de cada calculadora, discutimos a aproximação das ferramentas utilizadas e os possíveis arredondamentos. Ou seja, perceberam que uma calculadora só é confiável até uma certa casa decimal.

 
Os alunos, por si só, perceberam, a partir de então, que precisavam justificar os fatos e levantar conjecturas para construir bem um conceito específico. Estas observações foram feitas por vários grupos, embora com diferentes escolhas numéricas.  Desta forma, tornou-se próximo deles o entendimento das tentativas fracassadas, na História da Matemática, de se obter um valor preciso de um número irracional ou de se produzir significado para grandezas incomensuráveis. 

Analisando este fato, percebemos que os alunos podiam compreender o fato de que se podia aproximar muito do valor preciso de número, mas que isso nunca seria possível de fato. Os alunos de sétima série, intuitivamente e mesmo sem saberem, estavam trabalhando com a noção de limite de uma seqüência quando esta tende a um número infinito de casas decimais. Ou seja, exploravam, embora intuitivamente e sem rigor matemático, questões complexas pertinentes à disciplina de Análise na Reta Real. 

Fatos concretos, como 
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 ser um número decimal com infinitas casas decimais, nos ajudou a justificar a questão da aproximação feita pela calculadora. Este cálculo era facilmente desenvolvido à mão (sempre sobra o mesmo resto, garantindo a repetição periódica do cálculo) e comparável ao resultado obtido na calculadora: 0,3333333 (número decimal com finitas casas decimais).

Cabe destacar que o uso da calculadora em classe não impediu que os alunos explorassem as operações com radicais. Esse foi o caso de Jorge quando preparava o relatório final e buscava produzir justificações que validassem algumas operações com radicais.  Jorge com a calculadora científica à mão, digita 3,16227766² e a calculadora apresenta como resultado 9,999999999. A seguir, diz ele: “olha só!” e digita
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e obtém 10. Argumentou que essas diferenças eram devidas às aproximações feitas pela calculadora.                     

Depois de todas essas explorações realizadas a partir das questões 1 e 2 da Tarefa 1, a maioria dos grupos concluiu que aquele número procurado não podia ser escrito na forma decimal exata ou periódica, uma vez que só era possível encontrar intervalos cada vez menores se aproximando dele, e também, que tais números não representavam dízimas periódicas. O uso de radicais foi uma forma utilizada para representá-los, mas era preciso, também, encontrar outras maneiras de representá-lo, pois, segundo Duval (1993), a compreensão efetiva de um conceito matemático repousa sobre a coordenação de pelo menos dois registros diferentes de representação deste conceito. Assim, o propósito da terceira questão da Tarefa 1 era a representação dos irracionais na reta numérica. 

Esse propósito, porém, não pôde efetivamente ser atingido. Uma das razões disso foi o fato dos alunos não saberem aplicar o Teorema de Pitágoras. Não contávamos com isso, pois o Prof. Responsável pela classe garantiu que os alunos tinham tido contado com este Teorema no 1o semestre.  Entretanto, descobrimos depois que este trabalho com o Teorema não havia sido feito de maneira sistemática em sala de aula, mas apenas através de uma pesquisa na Internet e em livros (prática comum do professor para trabalhos extra-classe em grupos).  

Poderíamos ter tentado explorar a representação geométrica na reta numérica na última (5a) aula, mas esta estava reservada à socialização das produções dos diversos grupos. A seguir, apresentamos a transcrição de parte desse momento de socialização final ocorrido na 7a B. 

Aluno: Quando a gente escolheu o quadrado de área nove o lado do quadrado deu 3 que é um número exato.

Profa: E quais outros números vocês encontraram? 
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 vocês..., 
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.

Aluno: 
[image: image13.wmf]2

dá 1,41421356

Profa: ponto ponto ponto... 

Os alunos, rindo, confirmam a necessidade dos três pontos.

Profa: Que significa estes “...”? Se eu não faço isso eu não garanto que este número tem infinitas casas decimais e é Irracional. Este número existe, mas porque não serve à nossa resposta?

Aluna: Porque se você fizer ele vezes ele dá 1,9999999.

O momento da socialização foi fundamental, pois, além de dar a conhecer a todos o que cada grupo produziu, representou também um momento de síntese e sistematização do trabalho desenvolvido, clarificando, assim, os conceitos e significados de número irracional para a maioria dos alunos. Isso mostra que o trabalho exploratório-investigativo com números irracionais representa uma alternativa mais rica e envolvente/estimulante que as aulas expositivas, conquistando a participação efetiva e produtiva de alunos normalmente pouco interessados no estudo da matemática.  

Em síntese, podemos dizer que os alunos de 7a série de uma escola pública, embora não se tenham conseguido atingir todos os objetivos previstos – sobretudo a representação de um número irracional na reta numérica -, conseguiram produzir significados e representar os números irracionais: aritmeticamente (como números decimais com infinitas casas decimais não-periódicas), algebricamente (como radicais) e geometricamente (como comprimento do lado de um quadrado ou como diagonal de um retângulo ou, ainda, como lado – hipotenusa - de um triângulo retângulo).        

Considerações Finais

Os resultados obtidos, de um lado, confirmam a hipótese de que as atividades exploratório-investigativas representam um contexto favorável à produção de sentidos aos números Reais e, de outro, que este processo, quando bem planejado, tendo o apoio de um grupo de professores com experiência neste campo, como foi o Grupo de Sábado, representa uma alternativa didático-pedagógica altamente instigante e mobilizadora do pensamento matemático dos alunos e de sua atitude exploratória, questionadora e investigativa em relação às idéias matemáticas. 

Algumas dificuldades, entretanto, puderam ser percebidas durante o processo de trabalho de campo. A primeira delas diz respeito ao grande número de alunos por classe, em torno de 40 alunos. Um professor sozinho, mesmo organizando grupos de quatro alunos como foi o caso deste projeto, dificilmente poderia atender e orientar de maneira efetiva as atividades de cada grupo. Essa presença e orientação são importantes em trabalhos de natureza exploratório-investigativas, pois, a todo o momento, o professor pode atender às dúvidas, ajudar a promover o levantamento e formulação de hipóteses e conjecturas.

Uma segunda dificuldade percebida por nós e reconhecida pelo próprio professor responsável, como manifestou em sua entrevista, foi o pequeno número de aulas destinadas à essa experiência. As aulas investigativas, em classe, não poderiam, a princípio, ter um número fixo de tempo para serem realizadas, pois as investigações matemáticas podem ser comparadas a uma viagem na qual sabemos o ponto de partida, mas não o ponto e o momento da chegada. Segundo Larrosa (1999, p. 52-3), uma experiência autenticamente formativa é como uma viagem aberta em que...  

pode acontecer qualquer coisa, e na qual não se sabe onde se vai chegar, nem mesmo se vai chegar a algum lugar. (...) E a experiência formativa seria, então, o que acontece numa viagem e que tem a suficiente força como para que alguém se volte para si mesmo, para que a viagem seja uma viagem interior.

Ainda, segundo este autor, no processo de formação, o mais importante não é o que se aprende. O que importa é a relação interior que o aluno estabelece com a matéria de estudo. Trata-se “de uma experiência com a matéria de estudo, na qual o aprender forma ou transforma o sujeito” (p. 52).
Alguns indícios de mudança, sobretudo de atitude perante o saber matemático, puderam ser percebidos em alguns alunos a partir dessa experiência. Algumas delas foram observadas pelo próprio Prof responsável quando diz que “vários alunos ao longo do ano tiveram um desenvolvimento, que eu percebi, de interesse... Inclusive nas oitavas, houve uma participação de alguns grupos que eu não contava, não esperava... Um grupo de três meninas que não tinham muito interesse nas minhas aulas e nessas aulas elas se empenharam mais; elas faziam, participavam...”. 

Em relação aos aspectos cognitivos ou intelectuais auferidos com a experiência, cabe destacar, para nossa surpresa, que os alunos de escola pública, quando bem orientados e mobilizados, podem nos surpreender com suas interpretações, hipótese e raciocínios, sendo capazes de produzir significações para os números Irracionais, representando-os não apenas aritmeticamente como uma seqüência de racionais (números com infinitas casas decimais não-periódicas) ou algebricamente como radicais e geometricamente como medida do comprimento de um segmento incomensurável. 

Outras pesquisas, entretanto, se fazem ainda necessárias nos dois últimos anos do Ensino Fundamental, principalmente no que tange às questões relativas à incomensurabilidade, à localização precisa de um número irracional na reta real e à densidade dos Reais na reta.
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Figura 1: Exemplo de um grupo, sem utilizar calculadora para obter as aproximações.
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