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Introdução

Com a corrente da Matemática “Moderna” tanto a Geometria como a Teoria dos Números ficaram relegadas à segundo plano nos currículos da Matemática, nos últimos anos, a Geometria voltou a recuperar sua força e importância nos currículos, porém não ocorreu o mesmo com a Teoria dos Números, talvez por não se ter encontrado um meio termo para sua apresentação como simples receituário ou, porque, seu ensino mais profundo apresenta muitas dificuldades de compreensão, tanto para os professores, como para os alunos (Sierra, Acosta, Garcia e Astudillo, 1989).
Entre os obstáculos apontados, pelos professores de Matemática, na transposição didática
 dos conceitos aritméticos está a falta de modelos, pois, para cada problema o método utilizado na sua resolução é diferente e, além disso, nos livros didáticos existem poucas atividades metodológicas que levem, os alunos, à ampliação do pensamento aritmético, reduzindo-se a exercícios repetitivos. 

Para auxiliar o professor de Matemática a transpor essas dificuldades investigamos problemas que, quando modelados, recaem em Equações Diofantinas Lineares, objetivando apresentar, ao aluno do curso de Licenciatura em Matemática, da Universidade Luterana do Brasil – ULBRA, um tópico da Teoria dos Números que não está contemplado no curso e que, também, não aparece no currículo do Ensino Básico. 
Acreditamos que a resolução de problemas que recaem em Equações Diofantinas é importante e propicia desenvolver assuntos como máximo divisor comum, divisibilidade, número de soluções inteiras de uma equação, existência ou inexistência de soluções em uma equação e até mesmo, inequações. Possibilita, também, o desenvolvimento de aulas com a metodologia resolução de problemas. 
As atividades propostas foram aplicadas em um grupo de 11 licenciandos que, de forma voluntária, participaram de um experimento de ensino. O experimento de ensino teve por objetivo proporcionar, aos futuros professores de Matemática, um espaço para discussão e reflexão, durante o curso de Licenciatura em Matemática, da importância de estudar e de desenvolver atividades relativas à Teoria dos Números, para que esta área da Matemática ganhe mais espaço nos currículos escolares de todos os níveis.
Fundamentos Teóricos
A Teoria dos Números é a ciência que tem por objetivo principal estudar as propriedades e relações entre os Números Inteiros. Um dos objetos de estudo da Teoria de Números são as Equações Diofantinas Lineares, objeto dessa investigação. 

Uma Equação Diofantina Linear com duas incógnitas é, segundo Alencar Filho (1992), uma equação do tipo 
[image: image1.wmf]c

by

ax

=

+

, onde a, b e c são inteiros dados, sendo 
[image: image2.wmf]0

¹

a

 e 
[image: image3.wmf]0

¹

b

. Todo par de inteiros x0, y0 tais que 
[image: image4.wmf]c

by

ax

=

+

0

0

 é uma solução inteira ou apenas uma solução da equação 
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. A condição para a existência de solução deste tipo de equação é dada pelo seguinte teorema: A Equação Diofantina Linear 
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Oliveira e Machado (2006) afirmam que a utilização de conhecimentos sobre Equações Diofantinas Lineares, facilita a resolução de muitos problemas da vida cotidiana, contextualizados a partir da vida real, propiciando o desenvolvimento de idéias matemáticas importantes.
As Equações Diofantinas Lineares foram trabalhadas utilizando a metodologia resolução de problemas. Essa metodologia é uma atividade complexa que envolve diferentes processos, tais como compreensão, inferências, dedução, recuperação do conhecimento prévio, interpretação de premissas e raciocínio (Sanchez, Escudero e Massa, 2001). Para Pais (2002) um dos objetivos da educação matemática é despertar no aluno o hábito permanente de fazer uso de seu raciocínio e de cultivar o gosto pela resolução de problemas.
 Na metodologia resolução de problemas buscamos desenvolver as habilidades de argumentação, observação, dedução e, principalmente, o espírito crítico do aluno, através do desenvolvimento de atividades de ensino e aprendizagem sob forma de desafios e pela proposição de problemas interessantes.

As atividades didáticas, envolvendo a resolução de problemas, podem ser desenvolvidos de forma a estimular nos alunos o interesse pela Matemática, aprimorando o raciocínio lógico e ampliando a compreensão dos conceitos básicos para o refinamento do pensamento aritmético, fazendo com que o mesmo desenvolva a capacidade de manipular conceitos e propriedades de forma clara e objetiva (Groenwald, Sauer e Franke, 2005). 

O estudo, das Equações Diofantinas Lineares, possibilita discussões acerca da possibilidade, ou não, de encontrarmos solução para um problema e também, da possibilidade de um problema apresentar mais de uma solução.
Esse tipo de situação didática possibilita, ao aluno, romper com cláusulas implícitas do contrato didático que, muitas vezes, dificultam o processo de ensino e aprendizagem da Matemática. Para Brousseau, citado por D’Amore (2005), contrato didático são os hábitos (específicos) do professor esperados pelo aluno e os comportamentos do aluno esperados pelo professor.  Em uma situação de ensino, preparada e realizada por um professor, o aluno tem como tarefa resolver um problema que lhe é apresentado, mas o acesso a essa tarefa é feito através da interpretação das perguntas colocadas, das informações fornecidas, das obrigações estabelecidas que são constantes da maneira de ensinar do professor.    
Objetivos
1. Analisar o processo de ensino e aprendizagem dos conceitos relacionados com Equações Diofantinas Lineares, investigando como realizar a transposição didática desses conceitos para o Ensino Básico.
2. Construir um espaço de discussão, com alunos do curso de Licenciatura em Matemática, sobre a necessidade de trabalhar com o tema Equações Diofantinas Lineares no Ensino Básico.

Metodologia da investigação

Esse trabalho foi desenvolvido em duas etapas: estudo exploratório em torno dos conceitos de múltiplos, divisores, máximo divisor comum, algoritmo da divisão e Equações Diofantinas Lineares e implementação de um experimento de ensino. 

A primeira etapa, para atender aos objetivos propostos, se constituiu em um estudo exploratório em torno do tema estudado. O estudo exploratório, segundo Trivinos (1987), permite aos investigadores envolvidos aumentar sua experiência em torno do problema, aprofundando seus estudos nos limites de uma realidade específica, buscando antecedentes e maiores conhecimentos para, em seguida, planejar uma pesquisa do tipo experimental.

Essa fase foi desenvolvida com reuniões semanais para discussão do trabalho a ser desenvolvido com todo o grupo de pesquisa. Durante essa etapa foi realizada a pesquisa bibliográfica, com os recursos do Laboratório de Matemática e com consultas a bibliotecas de outras instituições de ensino.

Na segunda etapa foi aplicado um experimento de ensino, com as atividades pesquisadas na primeira etapa. O experimento de ensino buscou criar um espaço de discussão, onde os alunos trabalhando em pequenos grupos pudessem refletir e buscar soluções para os problemas apresentados e o professor, através da análise das conjecturas levantadas pelos alunos, os auxiliassem a alcançarem sucesso no desenvolvimento do trabalho proposto. 

Visou, também, possibilitar que estudantes de Licenciatura em Matemática se defrontassem com situações que possibilitassem a construção de condições para realizar a transposição didática de tais conceitos para o Ensino Básico.

Os participantes, dessa etapa, foram 11 alunos do início do curso de Licenciatura em Matemática da Universidade Luterana do Brasil- ULBRA, em Canoas, Rio Grande do Sul. A aplicação do experimento de ensino foi realizada em cinco terças feiras, dos meses de setembro e outubro de 2005, com duração de 4 horas aula em cada encontro. 

A implementação do experimento de ensino teve a participação de uma aluna de iniciação científica, que desenvolveu as atividades com os alunos licenciandos, enquanto as observações eram realizadas por um professor do grupo de pesquisa. 

Os dados foram coletados através da observação participativa, registrando os eventos. Posteriormente os dados foram descritos e analisados em 5 categorias, que são: perfil do aluno participante do experimento, estratégias cognitivas, individual de resolução de problemas, estratégias cognitivas, do grupo na resolução de problemas, motivação para a realização das atividades e capacidade de trabalho em grupo.

Optou-se pela abordagem qualitativa, entendendo que nessa perspectiva é possível uma análise mais detalhada da situação pesquisada, possibilitando conhecer e entender as circunstâncias particulares em que o objeto do estudo se insere.

Experimento de Ensino
Para motivar a reflexão da necessidade do desenvolvimento do tópico Equações Diofantinas Lineares, no Ensino Básico, é importante que alunos de Cursos de Licenciatura em Matemática, que serão futuros professores, analisem o processo de ensino e aprendizagem desses conceitos, tendo a oportunidade de conhecer e atuar com atividades que envolvam essa teoria.

Com tal objetivo foi implementado um experimento de ensino com atividades planejadas de forma a permitir a reflexão sobre a importância de estudar e desenvolver atividades relativas à Equações Diofantinas Lineares ao longo do Ensino Básico, bem como, de analisar o processo de ensino e aprendizagem desses conceitos. 
De acordo com Borba (2004), experimento de ensino é um tipo de pesquisa na qual as atividades pedagógicas são propostas a estudantes, de forma que o pesquisador-professor possa “ouvir”, de forma detalhada, a Matemática desenvolvida pelos mesmos. Entendemos, também, que os experimentos de ensino buscam criar um espaço de discussão, onde os alunos, trabalhando em grupos, possam refletir e buscar soluções para os problemas apresentados e o professor, através da análise das conjecturas levantadas pelos alunos, possa auxiliá-los a alcançar sucesso no desenvolvimento do trabalho proposto.

É importante ressaltar que os problemas propostos não se limitam a assuntos isolados, mas são tratados de forma integrada, visando uma melhor compreensão dos conceitos para que os estudantes, futuros professores, tenham condições de aperfeiçoar sua prática e possam realizar a transposição didática adequada desses conceitos quando atuarem no Ensino Básico.  

As atividades visavam investigar se os alunos apresentavam um raciocínio aritmético de alto nível. Para Resnick citado por Lins e Gimenez (1997) um raciocínio aritmético de alto nível é aquele que estabelece relações e faz com que o sujeito estabeleça processos não-algoritmos. Na aritmética é o estabelecimento de generalizações e a dedução de regras com base em observações de padrões numéricos.

No experimento de ensino foi empregada a metodologia resolução de problemas, é importante ressaltar que os problemas, primeiramente, foram resolvidos individualmente, em seguida os alunos foram distribuídos em pequenos grupos para discutir as estratégias desenvolvidas na resolução dos problemas.  A resolução, tanto individual, quanto do grupo foi registrada e entregue para posterior avaliação do grupo de pesquisa.

Análise e discussão dos resultados


1. Perfil do aluno

Com a intenção de conhecer melhor os participantes do experimento, foi aplicado um questionário, preenchido pelos alunos envolvidos nesse projeto.

Observando a figura 1, percebemos que a idade dos participantes foi bastante variada.

	IDADE
	N.º de Participantes

	17 
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 22 anos
	4

	22 
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 27 anos
	3

	27 
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 32 anos
	1

	32 
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 37 anos
	2

	37 
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 42 anos
	0

	42 
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 47 anos
	0

	47 
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 52 anos
	1


Figura 1: Idade do grupo investigado

Dos 11 participantes, 6 trabalham mais de 40 horas semanais, 2 trabalham 20 horas por semana e apenas 3 não trabalham. Entre os alunos, há uma aluna que já leciona, ela exerce suas atividades em uma escola estadual, em uma turma de 4ª série do Ensino Fundamental.


Também, verificamos que a grande maioria dos alunos cursou o Ensino Fundamental em escolas públicas, como podemos observar na figura 2.
	
	Escola Particular
	Escola Pública

	Participantes
	1
	10


Figura 2:  Ensino Fundamental

E todos os alunos, sem exceção, cursaram o Ensino Médio em escolas públicas.

2. Estratégias cognitivas utilizadas pelos alunos na resolução dos problemas
2.1 O número de soluções da equação 4x + 7y = 83, onde x e y são inteiros positivos, é: (Extraído do Provão do ano de 1999, questão n.º 22).
(A) 0
    (B) 1
          (C) 2

(D) 3

(E)infinito.

	Estratégias utilizadas na resolução do Problema
	N.º de participantes

	Isolou uma variável da equação e substituiu na mesma equação, concluiu que a equação não possui solução.
	2

	Encontrou uma solução por tentativa e erro.
	1

	Encontrou duas soluções por tentativa e erro.
	2

	Não justificou o procedimento e afirmou que existem infinitas soluções.
	2

	Não resolveu o problema.
	4


Figura 3: Estratégias utilizadas na resolução individual do problema 2.1
	Estratégias utilizadas na resolução do Problema
	N.º de grupos

	Encontrou três soluções por tentativa e erro.
	1

	Encontrou duas soluções por tentativa e erro.
	1

	Isolou uma variável da equação e substituiu na mesma equação, concluiu que a equação não possui soluções.
	1

	Não resolveu o problema.
	1


Figura 4: Estratégias utilizadas na resolução, em grupos, do problema 2.1
Este problema foi apresentado, aos alunos, sem prévias explicações, é uma equação simples, cuja resolução pode ser encontrada isolando uma das variáveis e verificando entre os possíveis valores, aqueles que se encaixam nas especificações do problema, nesse caso, existem 3 soluções possíveis. Nenhum participante encontrou o número correto de soluções. Ao trabalharem em grupos apenas um grupo encontrou a solução correta.
2.2 Um circo cobra R$ 6,00 a entrada de crianças e R$ 11,00 a de adultos. Qual é o menor número de pessoas que pode assistir a um espetáculo de maneira que a bilheteria seja R$ 350,00?

	Estratégias utilizadas na resolução do Problema
	N.º de participantes

	Equacionou o problema e encontrou o resultado correto.
	2

	Resolveu por tentativa utilizando os conceitos de múltiplos e divisores, encontrou o resultado correto.
	4

	Resolveu por tentativa e não encontrou o resultado correto.
	4

	Considerou que o número de crianças deveria ser igual ao número de adultos, por isso não encontrou o resultado correto.
	1


Figura 5: Estratégias utilizadas na resolução individual do problema 2.2
	Estratégias utilizadas na resolução do Problema
	N.º de grupos

	Resolveu por tentativa utilizando os conceitos de múltiplos e divisores, encontrou o resultado correto
	3

	Equacionou o problema e encontrou o resultado correto.
	1


Figura 6: Estratégias utilizadas na resolução, em grupos, do problema 2.2
Este problema foi resolvido corretamente por seis participantes, sendo que, apenas dois alunos reconheceram que era uma Equação Diofantina Linear com duas variáveis, os demais resolveram, o problema, por tentativa e erro.

Um dos participantes considerou que o número de crianças deveria ser igual ao número de adultos, um erro de interpretação, tendo em vista que esta informação não constava no problema.
2.3 Quantas quadras de basquete e quantas de vôlei são necessárias para que 80 alunos joguem simultaneamente? E se forem 77 alunos?

	Estratégias utilizadas na resolução do Problema (para 80 alunos)
	N.º de participantes

	Equacionou o problema e encontrou o resultado correto.
	2

	Resolveu por tentativa utilizando os conceitos de múltiplos e divisores, encontrou o resultado correto.
	5

	Resolveu por tentativa e não encontrou o resultado correto.
	3

	Considerou que o número de quadras de basquete deveria ser igual ao número de quadras de vôlei, por isso não encontrou o resultado correto.
	1


Figura 7: Estratégias utilizadas na resolução individual do problema 2.3
	Estratégias utilizadas na resolução do Problema (para 80 alunos)
	N.º de grupos

	Resolveu por tentativa utilizando os conceitos de múltiplos e divisores, encontrou o resultado correto


	3

	Equacionou o problema e encontrou o resultado correto.
	1


Figura 8: Estratégias utilizadas na resolução, em grupos, do problema 2.3

	Estratégias utilizadas na resolução do Problema (para 77 alunos)
	N.º de participantes

	Concluiu que não tem solução e justificou corretamente
	2

	Concluiu que não tem solução, mas não justificou.  
	2

	Resolveu por tentativa, encontrando uma solução em que sobravam alunos sem jogar.
	4

	Não resolveu o problema.
	3


Figura 9: Estratégias utilizadas na resolução individual do problema 2.3

	Estratégias utilizadas na resolução do Problema (para 77 alunos)
	N.º de grupos

	Concluiu que não tem solução e justificou corretamente
	2

	Concluiu que não tem solução, mas não justificou.  
	2


Figura 10: Estratégias utilizadas na resolução, em grupos, do problema 2.3

Na primeira questão com 80 alunos, a maioria dos participantes encontrou o resultado correto. Na resolução com 77 alunos, as dificuldades foram maiores, apenas quatro participantes concluíram que seria impossível distribuir esse número de alunos em um número inteiro de quadras, de forma que os times joguem simultaneamente como pede o problema.  A maioria dos participantes optou por distribuir os alunos de forma que sobrassem ou faltassem jogadores deixando alunos sem jogar, ou times incompletos.
Verifica-se, nessa situação, que o aluno apresenta dificuldades em resolver problemas que não apresentam solução. Segundo D’Amore (2005) nestes casos o estudante necessita assumir pessoalmente uma ruptura do contrato didático para poder responder que o problema não pode ser resolvido, essa nova situação contraria todas as suas expectativas, todos os seus hábitos, todas as cláusulas até então colocadas em jogo nas situações didáticas, levando-o a preferir respeitar as supostas cláusulas do contrato didático. 

2.4 Para agrupar 18 ônibus em filas de 4 e de 12, quantas filas serão formadas de cada tipo? 

	Estratégias utilizadas na resolução do Problema
	N.º de participantes

	Concluiu que não têm solução
	1

	Resolveu por tentativa, encontrando uma solução em que sobravam ou faltavam ônibus nas filas.
	5

	Utilizou 1 ônibus em duas filas e assim conseguiu agrupar da forma como  o problema pede.
	3

	Não resolveu o problema.
	2


Figura 11: Estratégias utilizadas na resolução individual do problema 2.4
	Estratégia utilizada na resolução do Problema 
	N.º de participantes

	Concluiu que não têm solução
	2

	Resolveu por tentativa, encontrando uma solução em que sobravam ou faltavam ônibus nas filas.
	1

	Utilizou 1 ônibus em duas filas e assim conseguiu agrupar da forma como  o problema pede.
	1


Figura 12: Estratégias utilizadas na resolução, em grupos, do problema 2.4
Apenas um aluno concluiu que é impossível distribuir esse número de ônibus em filas de 4 e 12 ônibus. Uma estratégia interessante e criativa, utilizada por três alunos, foi a de organizar filas perpendiculares de forma a utilizar um ônibus em duas filas e assim alcançar o objetivo proposto pelo problema com o número de ônibus sugerido. 

2.5 Ao entrar num bosque, alguns viajantes avistam 37 montes de maçã. Após serem retiradas 17 frutas, o restante foi dividido igualmente entre 79 pessoas. Qual a parte de cada pessoa? (Problema de Mahaviracarya, citado em Domingues e Iezzi, 2003):
	Estratégia utilizada na resolução do Problema 
	N.º de participantes

	Equacionou o problema e encontrou um resultado correto
	1

	Não equacionou o problema corretamente e não obteve o resultado esperado 
	3

	Resolveu por tentativa e erro e encontrou um resultado correto.
	1

	Não resolveu o problema.
	5


Figura 13: Estratégias utilizadas na resolução individual do problema 2.5
	Estratégia utilizada na resolução do Problema 
	N.º de participantes

	Equacionou o problema e encontrou um resultado correto
	1

	Não equacionou o problema corretamente e não obteve o resultado esperado 
	1

	Não resolveu o problema.
	1


Figura 14: Estratégias utilizadas na resolução, em grupos, do problema 2.5
Esse problema permitiu que os alunos do experimento de ensino se confrontassem com um problema que possui mais de uma solução. A maior dificuldade encontrada pelos alunos foi, novamente, a interpretação.  Não conseguiram equacionar corretamente o problema e, conseqüentemente, não obtiveram sucesso na resolução do mesmo. 

Mesmo os alunos que optaram por resolver através da estratégia de tentativa e erro, cometeram erros de interpretação que comprometeram a solução do problema.

Além disso, os alunos que encontraram solução para o problema não discutiram a possibilidade de haverem outras soluções possíveis.

3. Motivação para a realização das atividades
Através das observações realizadas por um dos professores do grupo de pesquisa, verificamos que os alunos participaram ativamente do experimento de ensino, demonstrando interesse, disposição e concentração no desenvolvimento das atividades.

Os alunos tiveram dificuldades em relacionar os conceitos matemáticos na resolução dos problemas, outro fator, que ocasionaram erros, foi a interpretação dos textos, muitas vezes equivocada, porém verificamos que essas dificuldades se tornaram agentes motivadores na realização das atividades, tendo em vista que os alunos se sentiam desafiados a superar essas adversidades.

Alguns alunos concluíram que suas dificuldades estão relacionadas à forma como lhes foram transmitidos estes conceitos no Ensino Fundamental e Médio, pois aprenderam somente algoritmos sem relacioná-los com situações práticas, o que impossibilitou a compreensão exata dos conceitos matemáticos que foram trabalhados ao longo do experimento.

Muitos alunos demonstraram interesse em participar de outros experimentos como o realizado, pois como futuros professores do Ensino Básico, consideram as atividades desenvolvidas de extrema importância para que consigam realizar a correta transposição didática desses conceitos. Segundo Pais (2002) quando o sujeito passa a ter um relativo domínio sobre um determinado saber, torna-se possível desencadear uma práxis transformadora e também geradora de novos saberes.

4. Capacidade de trabalho em grupo

Os alunos demonstraram desenvoltura no trabalho em grupo, propiciando um clima de discussão e troca de idéias, bem como, um ambiente favorável ao levantamento de dúvidas em todas as atividades propostas, o que é fundamental para a aplicação da metodologia resolução de problemas. Segundo Demo (2000) é evidente que um trabalho de equipe garante mais o questionamento reconstrutivo, pois potencializa a capacidade crítica e reconstrutiva.

Os participantes, com poucas exceções, não se conheciam antes do experimento, mesmo assim verificou-se um bom relacionamento entre os componentes dos grupos. Quando havia divergência quanto à resolução de um problema, cada membro expunha o seu raciocínio e a estratégia utilizada, em seguida o grupo optava pela resolução que considerava mais adequada.

 
Observamos que os alunos com mais disciplinas concluídas e também os que já lecionavam, obtiveram maior êxito na resolução dos problemas e muitas vezes esses alunos colaboraram com o grupo esclarecendo as dúvidas de outros colegas, proporcionando uma intensa troca de experiências, o que resultou no crescimento de todos os participantes.

Conclusão

Os alunos, participantes do experimento de ensino, embora motivados e interessados, enfrentaram dificuldades na interpretação e resolução dos problemas propostos. A estratégia cognitiva utilizada para resolver os problemas foi a de tentativa e erro, não levantaram hipóteses nem realizaram o enfrentamento dessas hipóteses.


Verificamos que o trabalho em grupo propiciou um ambiente de reflexão e discussão, levando, muitas vezes, os alunos a encontrarem a resolução correta de um problema, que individualmente não tinham conseguido.  

Ficou evidente que os cursos de Licenciatura em Matemática devem primar por desenvolver um espaço para a discussão, reflexão e estudo de conceitos aritméticos que privilegiem o desenvolvimento de estratégias para a prática docente, levando, os futuros professores, a vivenciarem durante a sua formação estratégias metodológicas que os subsidiem a realizar a transposição didática adequada para o Ensino Básico.

Concordamos com Lins e Gimenez (1997) que afirmam que um bom trabalho aritmético, para a prática do professor é: reconhecer a necessidade de uma mudança curricular que sirva para desenvolver um sentido numérico; integrar diversos tipos de raciocínios na produção de conjecturas; assumir o papel dos distintos cálculos, que não se reduzam a obtenção de resultados, e contribuam para aprimorar processos como planificar, desenvolver estratégias diferentes, selecionar as mais adequadas; fomentar uma avaliação que contemple a regulação e o controle constante do processo de ensino proposto. 
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� Transposição didática é o trabalho, que de um objeto de saber a ensinar faz um objeto de ensino (Chevellard citado por Pais, 2002).
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