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Em minha pesquisa de doutorado, analisei a natureza da aprendizagem matemática em um curso online de formação continuada de professores na área de Geometria. O curso, intitulado Geometria com o Geometricks, foi desenvolvido com encontros síncronos, por chat e videoconferência, a partir de discussões de atividades desenvolvidas com o Geometricks. Seu principal objetivo era familiarizar os professores
 de uma rede de escolas, espalhadas por diferentes localidades do país, com esse software. O design desse curso, bem como especificidades, recursos e atividades foram apresentados em outros textos já publicados (ZULATTO, 2005; ZULATTO, 2006; ZULATTO; PENTEADO, 2006).
De modo singular, os recursos da videoconferência permitiam que construções geométricas fossem compartilhadas visualmente e que qualquer participante pudesse controlar o mouse da máquina do professor. Ou seja, um arquivo do Geometricks era aberto pelo professor e ele, ou qualquer aluno, poderia realizar uma construção geométrica, como se a tela que estava compartilhada fosse a do seu computador. Por estar com o controle do mouse, associado metaforicamente a uma caneta, Zulatto e Borba (2006) denominaram essa possibilidade de “passar a caneta”. Dessa forma, era fomentada a interação e a participação ativa dos alunos-professores, constituindo, por meio do diálogo, uma comunidade virtual de aprendizagem. 
Os resultados me levaram a inferir que, nesse contexto, a aprendizagem matemática teve natureza colaborativa, coletiva, e argumentativa. Nesse texto foco a natureza argumentativa. Para tanto, parto de uma abordagem teórica sobre o tema; apresento um retrato de discussões matemáticas de duas atividades, realizadas nos encontros síncronos; e finalizo com uma análise dessas discussões à luz da literatura.
ARGUMENTAÇÃO NO PROCESSO DE APRENDIZAGEM MATEMÁTICA
Chalés Pierce, lógico e filósofo, ao estudar a lógica da descoberta científica, concluiu que há três tipos de raciocínio: dedução, indução e abdução. Assim, ao produzir conhecimento matemático, o raciocínio lógico pode ser de natureza dedutiva (do todo para a parte), indutiva (da parte para o todo) e abdutiva (“combinação do indutivo e do dedutivo com um componente a mais, a Reificação, que são hipóteses ou conjecturas testáveis matematicamente” (MISKULIN, 1999, p.345)). Para Pierce (1977, p.220), “a dedução prova que algo deve ser; a indução mostra que alguma coisa é realmente operativa; a abdução simplesmente sugere que alguma coisa pode ser”. Dessa forma, a abdução é um modo de raciocínio que, a partir de um método de inferência, assume uma conclusão como aproximada, que pode conduzir à verdade.

Às idéias de Pierce, Miskulin (1999, p.348) reforça que o raciocínio abdutivo representa o “arriscar”, as tentativas e expectativas de solucionar um problema e é concebido “como um dos mais importantes raciocínios no processo de se ‘fazer matemática’, pois o sujeito, ao resolver problemas, lança mão de inferências e hipóteses e testa-as matematicamente”, reorganizando as estratégias e os procedimentos utilizados. Para Josephson e Josephson (1996, p.5), a abdução “é uma forma de inferência que vai dos dados que descrevem algo, a uma hipótese que melhor explique ou esclareça os dados”.

Scucuglia (2006, p.86) observa que o processo de generalização de informações, em sua essência, “pode ser concebido como um processo de indução, no qual as inferências intuitivas são privilegiadas. E, inerente ao indutivo no fazer matemático, está a necessidade de uma abordagem dedutiva”. Corroborando essa idéia, Miskulin (1999) ressalta que a indução possui valor pedagógico, podendo auxiliar na compreensão.

Pierce (1977) destaca a importância da “hipótese” para o processo de descoberta científica. É o início desse processo e, a partir dela, é possível gerar a explicação científica de um fenômeno. Nesse sentido, Miskulin (1999) complementa que, para esse autor, o processo abdutivo é parte do método científico, não o separando dos processos de testagem, ou seja, a partir de uma hipótese, suas conseqüências devem ser deduzidas e testadas. 

Isso posto, entendo que indução, dedução e abdução podem atuar de forma articulada e condicionam a produção de conhecimento matemático, em um processo de levantar hipóteses, procurar testá-las e justificá-las para verificar sua veracidade. 

Nesse sentido, alguns autores ressaltam que a busca por uma justificativa não deve priorizar o convencimento, mas, além disso, a explicação (HANNA, 2000; MARIOTTI, 2000; MARRADES; GUTIÉRREZ, 2000; VILLIERS, 1998). Lourenço (2002, p.101) postula que
a necessidade de se provar resultados parece ser de reconhecida importância, entretanto, a forma segundo a qual se faz, na medida do possível, deve ser revista, sobretudo quando se trata de ensino, uma vez que a simples observação constata que essas demonstrações se mostram destituídas de significado para os estudantes.

Pensando sobre esses aspectos, ao estruturar o curso Geometria com Geometricks, o software de geometria dinâmica (SGD) foi uma das tecnologias escolhidas para, entre outros aspectos, estimular o processo de argumentação matemática. Softwares dessa natureza permitem que figuras sejam arrastadas pela tela mantendo-se os vínculos estabelecidos nas construções. 

Esse recurso do arrastar suscitou, na Educação Matemática especialmente, algumas discussões, como Laborde (1998), que diferencia “desenhar” e “construir” uma figura com um SGD. Por exemplo, três segmentos de mesmo tamanho, que formam ângulos internos de 60º, podem ser considerados um desenho de um triângulo eqüilátero. Mas somente terá sido construído um triângulo eqüilátero se seus vértices puderem ser arrastados de forma a manter as propriedades desta figura, ou seja, se passar pelo “teste do arrastar” (OLIVERO et al., 1998).

Em Zulatto (2002) apresentei um estudo sobre esse tipo de software, discutindo suas potencialidades e limitações, do ponto de vista dos professores de matemática que o utilizam em suas aulas. Eles destacam como aspectos positivos, a possibilidade de realizar construções geométricas, de promover atividades investigativas e descobertas matemáticas, de visualização e dinamicidade.

Ao construir e arrastar as figuras é possível identificar as propriedades geométricas descobertas. Além disso, quando conteúdos matemáticos são trabalhados com softwares, os alunos têm mais facilidade de observar as figuras, suas propriedades e invariantes, de acordo com os professores entrevistados em Zulatto (2002). Eles ainda enfatizam que, com os softwares, “é possível visualizar as figuras em várias posições, em um curto espaço de tempo, devido à possibilidade de arrastá-las pela tela. Assim, é possível visualizar ‘todos’ os casos de uma mesma figura geométrica” (p.90), o que dificulta que sejam estabelecidas associações com figuras prototípicas.

Marrades e Gutiérrez (2000) pontuam que as duas maiores contribuições dos SGD são, primeiramente, propiciar um ambiente em que os alunos possam experimentar livremente, checando suas intuições e conjecturas e, segundo, propiciar maneiras não tradicionais de ensino e aprendizagem de conceitos e métodos matemáticos. Para eles, uma das vantagens dos SGD, corroborando as idéias de Laborde (1998), é a possibilidade de construir figuras complexas e visualizá-las em diferentes posições sem ter que construí-las novamente, acompanhando, em tempo real, as modificações pelo arrastar. Dessa forma, a possibilidade de arrastar torna esse ambiente potencialmente diferente do tradicional uso do lápis-e-papel.

Villiers (2001, p.31, grifo do autor) ressalta, ao abordar o papel da demonstração com SGD, que esta tem significado para o aluno quando responde às suas dúvidas, provando o que para ele não é óbvio, e complementa que “uma demonstração é um argumento necessário para validar uma afirmação, um argumento que pode assumir várias formas diferentes desde que seja convincente”, que explique porque uma construção ou propriedade é válida. A verificação (quanto à verdade de uma afirmação) e a explicação (quanto ao fato de uma afirmação ser verdadeira) são duas das funções que Villiers (2001) apresenta para a demonstração.

A demonstração não é um requisito necessário para a convicção – pelo contrário, a convicção é mais freqüentemente um pré-requisito para a procura de uma demonstração [...], a convicção anterior à demonstração fornece motivação para a demonstração (p. 32).
Segundo esse autor, por meio de verificações “quase-empíricas”, como a construção de triângulo em um SGD e a medição da soma dos seus ângulos internos, que resulta sempre em 180º, qualquer que seja o triângulo encontrado ao arrastar seus vértices, um alto nível de confiança na validade dessa conjectura é atingido. Diante dessa exploração com o software, pelo arrastar, já ficamos convencidos de que a soma dos ângulos internos de um triângulo é 180º (MARRADES; GUTIÉRREZ, 2000). O que falta é uma explicação satisfatória da razão pela qual essa afirmação é verdadeira. Esse pode ser um dos papéis da demonstração
.

Quando aborda questões da prova com o uso do computador, Hanna (2000) aponta três condições (necessárias, mas não suficientes) para a aceitação da “prova visual”: confiabilidade (de que os meios subjacentes de chegar na prova são de confiança), consistência (garantia de que os meios e o fim da prova são consistentes com outros fatos e provas conhecidos) e repetibilidade (convicção de que a prova pode ser confirmada ou demonstrada por outras pessoas). Para essa autora, os SDG podem ser usados para aumentar o papel dos processos heurístico, de exploração e visualização na sala de aula.

No contexto da formação de professores de Matemática, Garnica (1995, 1996a, 1996b) observa que, focando a sala de aula,

[...] uma prova deve explicar, convencer, permitir o reconhecimento do fazer em Matemática, enriquecer nossa intuição, conquistar e permitir que sejam conquistados novos objetos e, final e sinteticamente, ampliar os horizontes de compreensão dos conceitos e práticas matemáticos (GARNICA, 1995, p. 29).

Com essa perspectiva, o curso Geometria com Geometricks procurou explorar aspectos da argumentação matemática com vistas a entender as construções desenvolvidas e as propriedades a elas associadas. 
O DESENVOLVIMENTO DAS ATIVIDADES

Para o desenvolvimento do curso elaboramos atividades que pudessem explorar temas de Geometria com o software Geometricks. Em sua maioria, essas atividades foram baseadas nos livros didáticos adotados pelas escolas. Assim sendo, o conteúdo era familiar aos alunos-professores, que estariam tendo a oportunidade de refletir sobre o mesmo numa perspectiva que incorpora a tecnologia informática na prática docente.

Após uma familiarização inicial com o menu do software, era proposto que os alunos-professores resolvessem um conjunto de atividades no decorrer da semana e, aos sábados, a distância e em tempo real, era realizada a discussão online dessas atividades. Apresento um retrato de aspectos relevantes dessas discussões. Por limitação de espaço, selecionei duas atividades que ilustram a natureza argumentativa no processo de aprendizagem matemática.
Atividade 1
Uma das atividades versou sobre as bissetrizes de um paralelogramo:
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EXPLORANDO BISSETRIZES DE UM PARALELOGRAMO

1. Construa um paralelogramo ABCD

2. Trace as bissetrizes dos ângulos internos deste paralelogramo

3. As quatro bissetrizes formam um quadrilátero EFGH

4. O que você pode dizer sobre o quadrilátero EFGH?

5. O que acontece quando você arrasta os pontos A,B, C ou D?

6. Que condições são necessárias para que o quadrilátero EFGH seja um quadrado?

7. Que quadrilátero você obtém, quando traça as bissetrizes do quadrilátero EFGH? 

Justifique sua resposta.

8. O que acontece no caso de ABCD ser um quadrado? Por quê?

Após a leitura da atividade e a construção dos itens um a três, os alunos-professores foram questionados sobre o quadrilátero EFGH (questão quatro). 
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Figura 1.1
Elaine afirmou que EFGH é um paralelogramo. Em seguida Artur supôs que fosse um retângulo. Neuza também era dessa opinião. Marcelo tentou fazer perguntas que suscitassem a reflexão e a busca por justificativas, aproveitando as sugestões dos alunos-professores. Questionou, inicialmente, se todo retângulo é um paralelogramo. Pedro observou que para isso bastava checar se a medida dos ângulos era 90º, utilizando-se do menu do software. Isso foi feito e foi possível confirmar essas medidas, tendo ficado esclarecido que, como está presente na maior parte dos livros, o retângulo é um caso particular do paralelogramo, mas faltava uma explicação matemática que justificasse os valores encontrados.
Marcelo: O problema é que além da medida dos ângulos feita pelo Geometricks, se nós podemos por uma demonstração, introduzir para um aluno da sétima, oitava, alguém que a gente fazendo essa construção de bissetrizes assim, por exemplo, no quadro negro, ou mesmo aqui com o Geometricks, de que nós vamos ter ali dentro um retângulo. Alguém conseguiu fazer isso? Ou, se alguém não conseguiu fazer isso nós vamos abrir um fórum para tentar, vamos estar colocando esta questão no fórum, sobre uma demonstração, eu a Rúbia vamos estar dando o primeiro passo, uma dica, caso ninguém apresente o início da demonstração, ou quem sabe até a demonstração inteira, até segunda feira, ok?!

Além de justificar que EFGH é um retângulo, procuramos justificar a hipótese de Pedro: “Uma coisa que nós observamos também é que quando você traça as bissetrizes do retângulo, no centro do retângulo você vai ter um quadrado”. Os alunos-professores participaram ativamente.
Observo que nem sempre era fácil acompanhar os raciocínios que iam surgindo, já que o diálogo acontecia em tempo real e era preciso acompanhá-lo em conjunto com o desenho:

Lincoln: Professor, uma coisa que a gente pode observar, se você pegar a bissetriz que passa pelo vértice E, a intersecção dela com o lado seguinte do nosso retângulo, forma aí, se a gente puder pedir o lado EF e o F ir até o ponto de intersecção e descobrirmos que tem dois lados iguais, então a gente pode ver que a intersecção vai determinar um lado de um quadrado, lados iguais consecutivamente, se você pudesse marcar a intersecção na bissetriz que passa no vértice E interceptando o lado FG, a gente pode ver que parece formar um quadrado EF e F à intersecção. O ângulo, e como é a bissetriz, se o ângulo é 90º, temos 45º. E podemos ver também que o triângulo ELF é um triângulo isósceles, por ter os lados iguais? Se a gente puder estar provando aí essa relação entre essas figuras até chegar o ângulo do quadrado ou como se diz, quadrado, estamos tentando provar a tese se é um quadrado ou não. 

Marcelo: Olha, a idéia acrescentada pelo Lincoln é muito interessante, analisando o triângulo ELF é um triângulo que vai ter os seus ângulos internos, o ângulo E vai medir 45º, visto que é a bissetriz do retângulo. O ângulo interno desse triângulo que dois lados azuis e um vermelho, o ângulo F vai ter também 45º e, portanto, o ângulo L tem 90º. Então esse é um triângulo isósceles. E então como que nós fazemos então para concluir esse raciocínio de que KLMN é um quadrado?

Lincoln deu seqüência ao problema, envolvido, sem esperar dos colegas ou dos professores a continuidade:

Lincoln: Procede então o que foi comentado, mesmo assim, chegando à conclusão que K, L e M são ângulos retos ainda podemos afirmar que é um quadrado? Porque falta agora medir essas distâncias né?! KL, LM, MN e NK, distância iguais, ou seja, os lados mantendo, os lados congruentes, mesmo valor, podemos então chegar à conclusão de que seria então um quadrado, ou não procede o que a gente está, o que estou afirmando?

O desafio, nesse momento, era encontrar uma justificativa para medidas iguais dos lados de KLMN. Maria Divina iniciou, e o debate se seguiu até que foi preciso fechá-lo por falta de tempo:

Divina: eu estava observando a bissetriz E que passa a uma mesma distância da bissetriz G e se você observar a bissetriz F passa também a uma mesma distância da bissetriz H. [...]. Se as quatro paralelas, as perpendiculares, podemos observar essa questão aí do paralelismo e perpendicularismo. Dá para realmente saber que a distância é a mesma.
Marcelo: Maria, eu acho que ainda está faltando um argumento, já está claro que os ângulos são 90º, portanto as retas azuis são paralelas duas a duas, ou seja, y é paralela a z, tá ok?! E x é paralela a w. Mas como que daí eu concluo que KL, eu posso concluir que KL é, então, paralelo a MN, mas como que daí eu vou... Como os ângulo são iguais eu posso dizer que KL é congruente com MN, mas como dizer que KL é congruente com KN. Essa que é a pergunta que falta resolver. Resolvida essa, se KL for congruente a KN, fazemos um raciocínio semelhante para dizer que KL é congruente a LM, aliás nem precisa, porque já que são paralelos já está resolvido o assunto. Alguém tem uma sugestão?

Pedro: A idéia seria pensar assim, se nós temos o triângulo ELF, colocando o segmento EL e temos um segmento um pouquinho maior na mesma linha EM. A subtração desses segmentos EM – LE, dá o segmento do quadrado, quer dizer, que é a tese que a gente está tentando provar que é o quadrado. Da mesma forma, a gente pega o ponto H, onde está a bissetriz desse vértice, mede a distância HM, HN, subtrai essa duas distâncias, como eu sei que os segmentos NH e LE são praticamente congruentes, têm o mesmo valor, então eu posso concluir que MN e LN têm a mesma medida, podemos chegar à conclusão que realmente é um quadrado, procede?

Marcelo: Prezado Pedro, essa é uma das dificuldades talvez de fazer Geometria à distância, mas não me pareceu, se é que eu pude acompanhar os passos, eu não acho que houve uma conclusão ainda sobre isso (tempo).

Rúbia: Lincoln, para eu entender então o que você está comentando, se isso que você falou for válido, está resolvido, porque aí LN vai ser igual a MN. Agora a minha dúvida é, como que você está garantindo que EM é exatamente igual a HN e aí, então, porque que você falou que HN é igual a EL, ok?!  (tempo)

Marcelo: Pessoal, nós estamos com o tempo terminando e está, esta questão fica aqui em aberto aqui agora. É claro que medir os ângulos da maneira como foi proposto nós íamos ver, e medindo os segmentos, nós íamos ver que era um quadrado. A questão então que está em aberto é ainda provar que aquele KLMN é um quadrado, estamos quase chegando lá! Mas não tem problema e essa demonstração pode ser omitida de um aluno às vezes da quinta a oitava série, ele apenas ia experienciar que é um quadrado, mas talvez já haja espaço para fazer isso no ensino médio, tá ok?!

A discussão dessa atividade se estendeu para uma interação coletiva além dos encontros síncronos, visto que, por e-mail, demonstrações elaboradas foram compartilhadas.
Atividade 2
Um dos temas abordados no curso foi Geometria Analítica. Já tendo sido realizada a construção e exploração da parábola, seguimos para a construção da hipérbole, por lugar geométrico, que partiu de dois pontos livres A e O. Uma circunferência com centro em O e raio AO foi traçada em seguida. Nessa circunferência foi fixado o ponto Q e, externo a ela, foi marcado um ponto livre P. Posteriormente, foi construída a mediatriz de P e Q e uma reta que passava por O e Q. O ponto L era a interseção dessas duas últimas retas. Ao movimentar o ponto Q era possível visualizar o lugar geométrico de L:
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Figura 2.1 



         Figura 2.2

A partir de então, iniciamos uma discussão na tentativa de justificar essa construção. Marcelo questionou porque a figura gerada é uma hipérbole. Uma definição do foi lida e traduzida para a figura da tela, de onde permaneceu a pergunta sobre como justificar a hipérbole dessa forma construída:

Marcelo: então quando eu pego a distância na nossa construção, a distância LO – LP tem que ser constante, a diferença entre elas. Pode ser também LP – OL porque eu estou interessado apenas no módulo, tá ok!? Essa distância entre eles vai ser denominada de 2a, da mesma maneira que a distância entre os focos é 2c. Essa distância tem que ser constante, essa diferença entre eles, tá ok!? Vou dar mais um minutinho para que vocês me venham com a idéia sobre algum tipo de argumento sobre porque que LO – LP é constante quando eu [...] arrasto o ponto Q e gero esse lugar geométrico.

Para facilitar um pouco a visualização mais uma dica, vamos por uma linha que não é necessária para a construção, mas para que fique mais claro, que todos vejam que a distância LP e OL, tá ok!? (figura 2.2) [...] Eu gostaria que agora alguns de vocês se pronunciassem, ou sobre um argumento... tentassem, não tem problema se não estiver correto [...].
Gleice apresentou uma justificativa:

Eu acho que a distância permanece constante porque o ponto Q e o ponto O eles são constantes, são fixos, a distância entre eles é sempre a mesma. Aí você fez a construção da mediatriz do ponto Q ao ponto P, obtendo aí o ponto L, que está sempre à mesma distância de Q e P, por isso quando você movimenta permanece sempre a mesma distância, a diferença é sempre constante.

Em seguida, outra questão, deixada por Gleice numa aula anterior, foi retomada. Ela questionou se a construção de uma parábola, e também de uma simétrica a ela, com relação à reta diretriz, poderia ser considerada uma hipérbole. Esse ficou sendo um desafio. Encontramos uma justificativa, ainda que não tivéssemos ficado totalmente satisfeitos com ela. “Eu achei uma solução, que está correta na minha opinião, mas ainda não é tão elegante quanto mereceria. Ou seja, a pergunta da Gleice é muito boa mesmo” (Marcelo).

Iniciamos por construir uma parábola com a concavidade para cima, e outra com foco simétrico com relação à reta diretriz, com concavidade voltada para baixo:
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Figura 2.3

Para ser uma hipérbole, pela definição já estudada anteriormente, a diferença entre PR e RK deveria ser uma constante. “Mas note o seguinte, nessa construção o que está ficando constante, que tem a mesma distância é RK, que é congruente com QR, agora não é mais como na outra de que esse ponto mantinha então aquele raio da circunferência constante, ta vendo? Quando eu arrasto, por exemplo, o ponto Q, QR com RK está constante, mas não necessariamente QR – RK vai estar constante. Notaram a diferença?” (Marcelo).
Essa observação, no entanto, não poderia ser considerada uma justificativa. Utilizando o software era possível fazer a verificação através da medição dos segmentos PR e RK. Um primeiro resultado foi PR – RK = 13,69 - 8,49 = 5,2. Arrastando o ponto Q essas medidas se alteraram e sua diferença deveria permanecer constante. No entanto, foi obtido 5,17 – 1,74 = 3,43. Foi sugerido que esse tipo de contra-exemplo poderia ser explorado no primeiro ano do ensino médio, já que não há imprecisão do software dessa grandeza e observado, ainda, que era necessário um argumento mais geométrico sobre porque que gerado dessa forma não é uma hipérbole. Do ponto de vista geométrico Marcelo argumentou:

Marcelo: note o seguinte, primeiramente eu vou estar fazendo aqui também um segmento aqui KP e também o segmento PT, tá ok!? (figura 2.4) Vamos ver o seguinte, existe uma posição aqui onde eu possa arrastar Q de tal maneira que esse ângulo aqui vai ficar reto e essa distância aqui, como eu construí uma parábola, eu vou ter que KR=QR, ok!? 
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Figura 2.4

[...] Por essa construção que eu fiz aqui na parábola KR=QR, visto que aqui essa reta é a mediatriz entre os pontos P e Q, em ambos os casos. Então agora eu tenho o retângulo KRTP e nós poderemos dizer que tem medida de 2 para 1 (se referindo ao segmento aos segmentos TR e PK como dobro da medida do segmentos TP e RK, numa proporção de 2 para 1(. Ou seja, essa medida aqui é 1+1 (referindo-se a PK( e essa daqui é 1 (apontando com o mouse o segmento TP(. Notem que esse 2 para 1 não está usando a mesma métrica que o software usa no menu de observações, tá ok!?

Bom, então aqui, de qualquer jeito, nesse caso aqui, nós podemos ver que ao eu ter aqui o meu RK=1 e esse KP=2 então essa diagonal aqui (PR(, pelo teorema de Pitágoras, vai medir 
[image: image3.wmf]5

. Claro para todos, não?! E portanto, PR-KR vai dar 
[image: image4.wmf]5

- 1, que é um pouco mais do que 1, correto? Vai dar 2 vírgula alguma coisa, vai dar 1 e alguma coisa.

E, prosseguindo com esse raciocínio, arrastou o ponto Q de forma a obter outra figura para PKRT, pois “como eu quero provar que isso não é uma hipérbole, eu vou achar um outro ponto agora da hipérbole, dessa que seria a hipérbole, e mostrar que a diferença entre PR e KR não é 1 vírgula alguma coisa” (Marcelo).
O outro “ponto especial” para Q é quando P, T, R e K estão alinhados (figura 2.5). Julgando ser mais fácil visualizar, preferimos deixar os pontos não alinhados (figura 2.6):
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Figura 6.7.5 




        Figura 6.7.6

Nessas condições, quando os pontos estão alinhados, o segmento PR medirá 1,5 (uma vez que a medida de KR = RQ). Assim, a diferença entre PR e KR é exatamente 1,0 (pois é 1,5 – 0,5). Anteriormente tínhamos encontrado um valor um pouco maior que 1,0. Portanto, percebemos que a diferença não se mantinha constante, o que contradiz a definição da hipérbole.

Essa atividade ilustra como o curso Geometria com Geometricks tinha a perspectiva de abordar aspectos de argumentação matemática, aproveitando não apenas as idéias dos professores, mas também dos alunos-professores, que não se limitavam a ajudar a pensar as respostas, mas a propor problemas também.

ARGUMENTAÇÃO MATEMÁTICA COLABORATIVA
A abordagem investigativa foi explorada no curso Geometria com Geometricks, e as atividades foram elaboradas de forma a estimular os alunos a encontrarem justificativas às suas respostas. Propúnhamos problemas abertos, que poderiam ter solução única, mas que em sua maioria poderia ser encontrada percorrendo-se diferentes caminhos. Muitos sabiam usar as propriedades matemáticas no desenvolvimento das atividades, mas não sabiam justificá-las. Hipóteses e conjecturas eram levantadas no decorrer das atividades, sem que houvesse uma explicação.

Quando percebíamos que justificativas e argumentações não eram exploradas, procurávamos debatê-las nos encontros síncronos, já que nele os alunos-professores poderiam pensar coletivamente, trocar idéias, etc. Percebemos que, em sua prática docente, poucos sentiam necessidade de procurar justificativas matemáticas para as conclusões obtidas e, dessa forma, não estavam familiarizados com esse tipo de proposta. Juntos, certamente poderiam valer-se de ajuda mútua, ou mesmo se apropriar da solução apresentada por um colega. Em alguns momentos, fomos além e sugerimos que tentassem realizar uma demonstração formal do problema em questão.

Como exemplo, tomamos aquele momento em que Gleice levantou uma questão desafiadora sobre o tema “cônicas”, apresentada na atividade 2. Como sugerem Goldenberg et al. (1998) e Hadas et al. (2000), ambientes de geometria dinâmica podem criar oportunidades para incertezas, que levam os alunos a buscarem explicações. Foi preciso relembrar alguns conceitos para conseguir argumentar sobre o encaminhamento proposto ao problema. Pensando colaborativamente-com-Geometricks foi possível encontrar um contra-exemplo que garantisse que as duas curvas esboçadas não correspondiam à construção de hipérboles. Estávamos convencidos, mas sem saber explicar o porquê. Revisitando definições e propriedades matemáticas já estudadas foi possível estruturar argumentos que justificassem nossa hipótese. 

Certamente as mídias envolvidas no processo de comunicação e exploração matemática atuaram como indutoras de demonstrações, como observam Lourenço (2002) e Marrades e Gutiérrez (2000). Fatores visuais, muitas vezes, propiciavam a convicção dos alunos-professores sobre suas conjecturas, e os faziam sentir a necessidade de uma explicação.

Na atividade 1, os alunos-professores levantaram hipóteses e procuraram justificá-las, explorando o quadrilátero EFGH formado pelas bissetrizes da figura original ABCD e o quadrilátero KLMN formado pelas bissetrizes de EFGH. As idéias e os argumentos foram compartilhados coletivamente, no momento que surgiam. O encontro síncrono possibilitava o diálogo simultâneo e a interação entre todos os envolvidos nos processos de ensino e aprendizagem.

Essa atividade ilustra, ainda, a presença de um processo de abdução e inferência. Depois de traçadas as bissetrizes do paralelogramo ABCD, os alunos-professores se arriscavam, conjecturando que EFGH era um retângulo e, traçadas as bissetrizes dessa figura, levantaram a hipótese de KLMN ser um quadrado, a partir de conhecimentos, valores e crenças construídos ao longo da sua experiência profissional (MISKULIN, 1999). Ademais, é possível perceber que as hipóteses eram, muitas vezes, levantadas pelos próprios alunos (foram eles que concluíram sobre EFGH ser um retângulo e KLMN ser um quadrado) e destaco que os argumentos eram encadeados coletivamente. Havia troca de conhecimento entre os colegas, que procuravam argumentar, ainda que informalmente, sobre a validade das propriedades em cena. As idéias “pipocavam” durante o diálogo. Diferentes possibilidades eram apontadas. Assim, o que se constata é que o desenvolvimento de argumentações deu-se, em sua maioria, a partir do que poderíamos chamar de “abdução colaborativa”.

Em alguns momentos do curso, as justificativas ocorreram por meio de provas visuais, considerando as condições apresentadas por Hanna (2000). Para garantir que a construção resistisse ao teste do arrastar foi preciso buscar argumentos matemáticos que a sustentassem, aumentando o papel dos processos heurístico, de exploração e visualização, valorizando os olhos como um órgão que possibilita a descoberta (GARNICA, 1995).

Essa abordagem esteve constantemente presente no curso. Como fazíamos uso de videoconferência em quase todos os encontros síncronos, a comunicação oral e visual (das construções realizadas no Geometricks) era muito mais utilizada que a escrita (algébrica). Assim sendo, as conjecturas eram levantadas a partir da visualização das figuras construídas no Geometricks e suas justificativas aconteciam oralmente, encadeando-se argumentos que explicassem as propriedades observadas.

A mídia atuante possibilitou que idéias fossem compartilhadas e que justificativas fossem elaboradas. No encontro síncrono isso pôde acontecer em tempo real e esse exemplo ilustra o pensar colaborativo, em um processo de aprendizagem de proposições e “argumentações matemáticas”. Essa costuma ser uma atividade individual, cada um com seu caderno e livro, na maioria das nossas experiências presenciais e a distância. 

Não encontrei referências que abordassem essa questão. Talvez porque o processo aconteça de forma tão natural que não tenha suscitado questionamentos. Professores apresentam algumas demonstrações, explicam como é o processo de encadeamento de argumentos e convidam os alunos a tentar desenvolvê-lo. Apoiados em teoremas, proposições, etc. demonstramos teoremas pensando com lápis, papel e livro. Essa é a prática usual em aulas de Matemática.

O curso foi espaço para uma nova forma: demonstrávamos de forma colaborativa, em um ambiente online. O encadeamento não era apresentado, ou mesmo elaborado, por uma mesma pessoa, era construído a partir de contribuições de diferentes participantes. Não era possível identificar “o” autor desse processo.

Observo que acompanhar esse encadeamento de justificativas não era trivial, mesmo visualizando as figuras na tela do computador. Talvez por ser uma prática diferente daquela que estamos acostumados, sentíamos dificuldade em seguir as distintas linhas de raciocínio que surgiam e nem sempre se complementavam. Como disse anteriormente, em tempo real tínhamos que seguir o raciocínio dos colegas, que não necessariamente tinham uma seqüência lógica, as idéias “pipocavam”, cada um compartilhava as suas com os demais, e era preciso esforço para acompanhá-las e organizá-las. Na atividade 1, chegamos a pedir que fosse enviado por escrito, depois do encontro, a demonstração estruturada.

Por todo o exposto, o curso tinha a perspectiva de abordar aspectos da argumentação matemática, procurando fazer dessa busca um pensar coletivo. Destaco que o curso era um espaço para argumentar coletivamente, e esse processo só foi possível pela presença da mídia em colaboração com humanos. Observo que apesar das construções serem baseadas nos livros textos, e dessa forma usuais nas práticas pedagógicas, foi possível perceber que os alunos-professores não tinham o costume de elaborar justificativas para as mesmas. Assim sendo, considero a reflexão dessa dimensão uma contribuição no âmbito da formação continuada. E, por fim, pontuo que a investigação de experiências em EaD, cujo o foco principal esteja nas propostas em que processos dedutivo, indutivo e abdutivo coletivos sejam vivenciados pelos alunos, é um campo fértil para futuras pesquisas.
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� Por serem alunos do curso, nesse trabalho, estarei denominando-os de alunos-professores.


� Outras funções são tratadas por Villiers (2001) e Hanna (2000), como a descoberta (de novos resultados), a sistematização, a comunicação e o desafio intelectual.
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