1

CONCEPÇÃO DE UMA SEQÜÊNCIA DE ENSINO PARA O ESTUDO DA SEMELHANÇA: DO EMPÍRICO AO DEDUTIVO
Silviane Rigolon Luis

Orientador: Prof. Dr. Vincenzo Bongiovanni

Programa de Estudos Pós-Graduados em Educação Matemática

Pontifícia Universidade Católica de São Paulo

silviane.rigolon@uol.com.br

Introdução

No segundo semestre de 2005, na PUC – SP, iniciou-se o projeto AProvame: “Argumentação e Prova na Matemática”, com duração de dois anos. Foram convidados para participar deste projeto estudantes do curso de Mestrado Profissional em Ensino de Matemática e o seu objetivo principal é fazer uma investigação na problemática do ensino e aprendizagem da prova em matemática em algumas escolas da cidade e do interior de São Paulo.

Diante desta proposta, resolvi ser uma das integrantes da equipe como professor-colaborador e conseqüentemente, com a ajuda do meu professor orientador, surgiu à idéia de elaborarmos uma seqüência didática para o meu trabalho final, com o desafio de tornar o estudo a ser escolhido significativo ao aluno, proporcionando-lhe momentos de observação, manipulação, investigação e principalmente encorajando-o na argumentação de seus resultados, a fim de desenvolver nele a capacidade de fazer conjecturas e generalizações, bem como dar capacidade de justificar por meio de provas.

Restava apenas escolher o conteúdo a ser trabalhado. Resolvemos optar pela geometria, por ser um campo vasto para trabalhar com situações-problema e favorecer o estabelecimento de conexões entre a matemática e o mundo real. Dentro da geometria, optamos por estudar as figuras semelhantes, por ser um conteúdo de suma importância, presente no estudo de escalas, plantas, mapas, ampliações de fotos, fotocópias e, além disso, permitir estabelecer conexões com outros conteúdos matemáticos, como razões e proporções, propriedades das figuras, ângulos, medidas e conteúdos de outras áreas. 

Com a finalidade de compreender as dificuldades no processo de argumentação e prova no ensino e ampliar o nosso interesse sobre este assunto, buscamos subsídios no trabalho de PAIS e FREITAS (1999), que realizaram uma pesquisa com professores de Matemática do Ensino Fundamental, da rede pública do estado de Mato Grosso do Sul. Essa pesquisa mostra que os professores apresentam uma visão inadequada dos valores dos processos dedutivos da geometria. Para eles, os procedimentos do pensamento dedutivo seriam apenas para a justificativa de algumas fórmulas, ou para a verificação da validade de casos particulares, ou seja, não há uma compreensão da demonstração geométrica enquanto recurso teórico de validação do conhecimento geométrico. Uma das conseqüências disto é a formação dos professores, que não se sentem aptos para trabalhar com a geometria e em particular com a geometria dedutiva.

Segundo PAIS e FREITAS, o ensino da geometria deve contemplar uma valorização mais significativa do trabalho pedagógico com o processo de validação do conhecimento geométrico.


As informações sobre esta pesquisa nos fazem refletir o quanto o processo dedutivo está sendo esquecido no ensino, já que os professores evitam tal abordagem e isto fortalece a idéia de valorizar esse contexto em nosso trabalho.


O trabalho de MACIEL (2004), “O Conceito de Semelhança: Uma Proposta de Ensino”, que fez parte do levantamento bibliográfico inicial, traz subsídios que fortalecem a nossa escolha sobre o estudo de semelhança. Em suas conclusões sugere novas pesquisas para esse ensino, das quais destacamos a necessidade de se trabalhar seqüências diferenciadas com relação à introdução do conceito de semelhança, utilizando uma didática que promova a diversificação de atividades, materiais e experiências.

O projeto Aprovame tem como objeto de estudo alunos da 8ª série e da 1ª série do Ensino Médio. Desta forma, como queríamos trabalhar com alunos que já tivessem estudado o conceito de semelhança, resolvemos aplicar um questionário (ANEXO 2) com três perguntas básicas sobre esse assunto aos alunos da 1ª série do Ensino Médio de uma escola Estadual. Esse questionário tinha como objetivo investigar o grau de conhecimento que os alunos teriam diante do nosso estudo em questão e verificar se realmente tiveram um aprendizado significativo na 8ª série (lembrando que é neste ano que se estuda semelhança de figuras). As três perguntas são:
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Foram pesquisados 147 alunos e analisando todos os dados apresentados, podemos dizer que 23,8% dos alunos apresentaram respostas satisfatórias em relação ao conceito de figuras semelhantes, mas deste total apenas 6,8% conseguiram aplicar o conceito de ampliação de figuras. No que diz respeito a ter um conhecimento insuficiente sobre figuras semelhantes, verificamos também que 34% dos alunos confundem congruência com semelhança, ou seja, conhecem um caso particular de semelhança que é a congruência de figuras.
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Referencial Teórico


Utilizamos, em nossa pesquisa, os pressupostos teóricos de Parsysz para o ensino da Geometria, expostos em seu artigo “Articulação entre percepção e dedução num meio geométrico de professores da escola elementar”. Trabalhamos também com as idéias de Balacheff sobre processos de validações de provas e com as idéias de Freudenthal que propõe para o ensino de demonstração uma organização local. 
Parsysz
Bernard Parsysz baseando-se nas idéias de Van Hiele (1984), sugere quatro etapas no desenvolvimento do pensamento geométrico.

Parsysz propõe uma síntese desses níveis, discutindo que os níveis 0 e 1 correspondem a uma geometria denominada “geometria concreta”, cujos objetos são materializados. Os níveis 3 e 4, correspondem ao que ele chama de “geometria teórica”, onde os objetos de estudo são conceituais. Já o nível 2, Parsysz classifica-o como o nível-chave entre os dois tipos de geometria, concreta e teórica, pois é possível encontrar neste nível elementos destas duas geometrias descritas, apresentando um conflito entre o sabido e o percebido.


O modelo de Parsysz repousa, por um lado na natureza dos objetos em jogo (físico x teórico) e, por outro, nos modos de validação (perceptivo x lógico-dedutivo). Além disso, considera a Geometria Não-axiomática e a Geometria Axiomática. A geometria Não-axiomática apóia-se sobre situações concretas (G0), ou seja, parte da realidade, que são idealizadas para constituir o “espaço-gráfico” (G1).


De outro lado, temos a Geometria Axiomática, cuja axiomatização pode ser explicitada completamente (G3) ou não (G2). A referência ao real pode ainda ocorrer em G2, mas não em G3.


Destacaremos abaixo, as quatro etapas no desenvolvimento do pensamento geométrico segundo Parsysz, com o objetivo de complementar e organizar as informações discutidas até aqui.


Nível G0 (Geometria Concreta): nesse nível parte-se da realidade, do concreto. As figuras são identificadas unicamente pelo seu aspecto geral. É uma geometria não-axiomática.
Nível G1 (Geometria Espaço-Gráfica): é a construção do “espaço-gráfico” cuja realização se dá em função das situações concretas, por exemplo, desenhos produzidos numa folha ou numa tela de um computador. Nesse nível o aluno consegue discernir as propriedades das figuras, mas ainda sem poder explicá-las. As técnicas usadas para a resolução de exercícios podem ser relacionadas à utilização de instrumentos como régua, compasso, transferidor e esquadro. É uma geometria não-axiomática.

Nível G2 (Geometria Proto-axiomática): nesse nível os conceitos são objetos teóricos e as demonstrações dos teoremas são feitas a partir de premissas aceitas pelos alunos de modo intuitivo; os objetos e o caminho da validação são “localmente” os mesmos que na geometria axiomática, mas não há necessidade de explicitar um sistema de axiomas. As técnicas utilizadas referem-se a objetos geométricos cuja existência é assegurada pelas definições, axiomas e propriedades consideradas.


Nível G3 (Geometria Axiomática): nesse nível os axiomas são explicitados completamente. O aluno é capaz de se situar nos diferentes sistemas axiomáticos, bem como de compará-los.

A distinção de G2 em relação a G1 e a G3 é que a G2 é uma modelação do espaço físico (de G1), enquanto G3 não faz mais referência a nenhuma realidade, ou seja, G2 é uma Geometria em que os axiomas estão parcialmente implícitos, enquanto G3 é uma versão euclidiana.

    
                                                       

 Do ponto de vista didático, dependendo de como são conduzidas as atividades propostas, poderemos ter distinções entre essas geometrias, ou seja, pelas rupturas de contrato didático que se produz entre uma e outra atividade. Essas rupturas acontecem principalmente na passagem de nível G1 para G2, onde as validações deixam de ser perceptivas e passam a ser dedutivas.
Balacheff: Argumentação e Prova
Segundo os PCNs (1998), a geometria é um campo fértil de situações-problema que contribuem para o desenvolvimento da capacidade de argumentar e construir demonstrações. Ressaltam também que a prática da argumentação é fundamental para a compreensão das demonstrações e apesar de a argumentação e a demonstração utilizarem com freqüência as mesmas ligações lógicas, há exigências formais para uma demonstração em Matemática que podem não estar presentes na argumentação.
“. . . a argumentação está mais próxima das práticas discursivas espontâneas e é regida mais pelas leis de coerência da língua materna do que pelas leis da lógica formal que, por sua vez, sustenta a demonstração.” (PCN, 1998, p.70).

Os PCNs ressaltam também que a prática da argumentação pode ser um caminho que conduz à demonstração.

 “O refinamento das argumentações produzidas ocorre gradativamente pela assimilação de princípios da lógica formal, possibilitando as demonstrações.” (PCN, 1998, p.86).


BALACHEFF (1999) defende que entre argumentação e demonstração, há uma relação complexa e construtiva de cada uma. As dificuldades para ensinar e aprender a demonstração em Matemática decorrem do contrato didático entre as posições do aluno e professor. 

Segundo BALACHEFF (1982), explicação é um discurso que oferece uma ou várias razões para tornar compreensível uma afirmação. Prova é uma explicação aceita por uma comunidade num dado momento. Demonstração é uma prova aceita pela comunidade matemática. Hoje, na comunidade dos matemáticos, prova é sinônimo de demonstração.

Para BALACHEFF (1987), as provas são divididas em duas categorias: pragmáticas a intelectuais.  As provas pragmáticas apóiam-se sobre conhecimentos práticos, utilizando-se recursos de ação, por exemplo, desenhos, envolvendo habilidades de observação de figuras, enquanto que as provas intelectuais, não envolvem ações, e sim formulações e relações entre as propriedades em questão. A passagem das provas pragmáticas e intelectuais é marcada por uma evolução dos meios da linguagem.

A aprendizagem da prova, segundo BALACHEFF, ocorre através da passagem pelas quatro etapas de desenvolvimento abaixo, sendo classificadas as três primeiras, como provas pragmáticas e a última como prova intelectual (1987, p.163-166):
1. Empirismo ingênuo: quando o aluno conclui que uma afirmação é verdadeira observando um pequeno número de casos.
2. Experiência crucial: quando o aluno testa um exemplo com certas características para verificar sua validade para um caso específico e se for confirmado, conclui-se seu caráter geral.

3. Exemplo genérico: quando a validação de uma afirmação é feita pela realização de operações ou transformações de um objeto, sendo este representativo de uma classe, com propriedades características e uma estrutura significativa da mesma, tornando-se visível a veracidade do problema em questão.

4. Experiência mental: quando a validação é feita com uma linguagem e uma construção cognitiva mais complexa, não fazendo uso de casos particulares.

Diante desse estudo sobre argumentação e prova, percebemos a importância de incentivar o nosso aluno a justificar uma conclusão, pois só assim, ele poderá desenvolver a capacidade para o raciocínio dedutivo.

 O artigo da Associação Nacional de Equipes de Investigação em Didática dos Matemáticos (“Groupement National d’Equipes de Recherche en Didactique des Mathématiques”) sugere algumas propostas de atividades para o ensino da demonstração. Um dos pontos que esse artigo ressalta é que a melhor maneira de ajudar os alunos nas dificuldades não é propor coisas fáceis, pelo contrário, é necessário encorajá-los a abordar problemas que lhes parecem difíceis. Uma das idéias importantes é ajudar o aluno a fazer uma boa representação da situação, antes de sugerir-lhes procedimentos. Um dos meios para aumentar as possibilidades de o aluno aproveitar uma atividade é escolher situações onde vários procedimentos diferentes e de diversos níveis de complexidade permitem avançar para o resultado.

Freudenthal

O matemático holandês Hans Freudenthal defende que para o ensino de demonstração em vez de se pretender apresentar ao aluno uma organização global da geometria (um sistema axiomático completo), devem ser apresentados experiências de organização local, em que alguns resultados conjecturados por eles, sejam por meio de curtas deduções, interligados logicamente. 

Um exemplo de proposta de organização local, segundo Freudenthal, é assumir os casos de congruência de triângulos e a congruência dos ângulos alternos internos determinados por duas paralelas e uma transversal para justificar propriedades dos diferentes tipos de paralelogramos. 
Questão de Pesquisa

O objetivo principal desta pesquisa era investigar como o conceito de figuras semelhantes pode ser apresentado de maneira significativa e motivadora a alunos da 1ª série do Ensino Médio, de modo que a prova seja parte integrante desse processo.

A partir deste objetivo procuraremos responder às seguintes questões: Como se dá a transição da geometria concreta para a espaço-gráfica no contexto das figuras semelhantes? Como ocorre a passagem das validações empíricas para as dedutivas nesse contexto?
Metodologia


A metodologia caracteriza os meios que se pretende utilizar para provar aquilo que se sustenta.

Para responder à questão de pesquisa elaboramos uma seqüência de ensino, a fim de tornar o conceito de figuras semelhantes significativo ao aluno. Utilizamos para isto, alguns elementos da engenharia didática desenvolvida por Michele Artigue.

O termo engenharia didática é usado desde os anos 80, com o objetivo de rotular uma forma do trabalho didático. Artigue (1988) compara o trabalho da engenharia didática com o trabalho de um engenheiro.

“. . . comparável ao trabalho do engenheiro que para realizar um projeto preciso, apóia-se em conhecimentos científicos de seu domínio, aceita submeter-se a um controle de tipo científico mas, ao mesmo tempo, se encontra obrigado a trabalhar sobre objetos muito mais complexos do que os objetos depurados da ciência, e portanto a estudar de uma forma prática, com todos os meios ao seu alcance, problemas de que a ciência não quer ou ainda não é capaz de se encarregar”. (Artigue, 1988, p.193).

Segundo Artigue (1988), a engenharia didática caracteriza-se por ser um esquema experimental baseado sobre "realizações didáticas" em sala de aula, isto é, sobre a concepção, a realização, a observação e a análise de seqüências de ensino.

Na engenharia didática há quatro fases: a análise preliminar, análise a priori, experimentação e análise a posteriori. Detalhadamente, pode-se dizer que:

 I. Análise preliminar: Escolhido o objeto de estudo e levando em conta os objetivos específicos da pesquisa, as análises preliminares se apóiam entre outras coisas no estudo histórico dos conteúdos contemplados, uma análise de propostas curriculares, programas e de livros didáticos, uma análise do funcionamento do ensino atual e de seus efeitos, uma análise das concepções dos alunos.

II. Análise a priori: É uma análise matemática das atividades e do funcionamento didático decorrente das escolhas feitas;

III. Experimentação: É o planejamento e a execução da seqüência e a observação das produções dos alunos no decorrer do curso. 

IV. Análise a posteriori: É a interpretação das informações extraídas da experimentação e da seqüência de ensino e que levam a validar ou não as questões da pesquisa.

O trabalho do professor, ao elaborar ou escolher uma seqüência didática, deve levar em conta de forma integrada: o domínio do conhecimento, o conhecimento prévio do aluno, o papel do professor e dos seus alunos. A criação de uma seqüência didática se dá num processo interativo no qual o objetivo é a elaboração de um grupo de decisões para que os processos tenham significados e as estratégias sejam mais efetivas. Leva-se em consideração as respostas dos alunos e as condições às quais estão submetidos.

Valorizamos em nosso trabalho a interpretação pessoal dos alunos, a soma das experiências trazidas por eles, os debates dos grupos sobre a atitude de um ou outro, pois cada um poderá oferecer novas possibilidades que podem ser úteis para a compreensão mais aprofundada do estudo em questão, contribuindo assim, para um processo educativo significativo.
Uma Visão Geral das Atividades

Elaboramos esta seqüência didática com a preocupação de permitir ao aluno a construção do conhecimento sobre figuras semelhantes de forma significativa, apoiando-nos no modelo de Parsysz, nos tipos de provas de Balacheff, na proposta de organização local de Freudenthal e no software Cabri-Géomètre. Nossa seqüência de ensino foi dividida em três blocos, sendo que nos dois primeiros blocos os alunos trabalharão em duplas e no terceiro individualmente.

Preocupamo-nos com a escolha de atividades que pudessem ser classificadas segundo os níveis de Parsysz, preferivelmente nos níveis G0, G1 e G2, ou seja, desde as validações perceptivas até as validações dedutivas, mas sem a explicitação completa de axiomas (G3). 


Concebemos o primeiro bloco com atividades envolvendo material concreto, onde o aluno terá a oportunidade de manipular o pantógrafo, fotos e objetos de tamanhos diferentes e fazer a projeção de uma figura plana em outro plano. 

O nosso objetivo para esse bloco é encontrar características comuns e estabelecer relações entre duas figuras no plano e no espaço. Inicialmente as atividades propostas apresentam-se em G0, por serem utilizados materiais concretos e validações perceptivas, mas para estabelecer relações entre as figuras planas ou objetos, o aluno utilizará alguns materiais, como régua e transferidor, ocorrendo a transição a G1.
Segundo os PCNs (1998):

“As necessidades cotidianas fazem com que os alunos desenvolvam capacidades de natureza prática para lidar com a atividade matemática, o que lhes permite reconhecer problemas, buscar e selecionar informações, tomar decisões. Quando essa capacidade é potencializada pela escola, a aprendizagem apresenta melhor resultado.” (p.37). 

No segundo bloco elaboramos atividades utilizando o software Cabri-Géomètre. A utilização de recursos como computador pode contribuir para que o processo de ensino e aprendizagem de Matemática se torne uma atividade experimental mais rica, sem riscos de impedir o desenvolvimento do pensamento (PCN, 1998, p.45). O objetivo dessas atividades é propor ao aluno a investigação e a construção de propriedades entre figuras planas semelhantes, utilizando ambiente informatizado de geometria dinâmica.


Preocupamo-nos em trabalhar com atividades envolvendo as transformações geométricas (translação, simetria axial e rotação) e o conceito de homotetia que ajudará na compreensão de figuras semelhantes e também com os casos de semelhança de triângulos, mas sem mencioná-los.


Neste bloco, como as atividades estão sendo realizadas num ambiente informatizado, estamos trabalhando no nível G1.

As atividades do terceiro bloco foram elaboradas para serem resolvidas de forma dedutiva, por meio de lápis e papel. Nas justificativas, os alunos devem utilizar os casos de semelhança de triângulos e o fato de as figuras homotéticas serem semelhantes, utilizando a idéia de organização local da geometria que Freudenthal propõe. O objetivo das atividades deste módulo é fazer com que o aluno consiga visualizar, justificar e aplicar as propriedades de figuras semelhantes. 

Nas atividades deste bloco teremos uma transição entre os níveis G1 e G2, pois inicialmente haverá uma apreensão perceptiva da figura dada e, portanto uma realização de afirmação em G1 e no momento seguinte, em que as propriedades de figuras semelhantes são utilizadas teremos uma apreensão da figura e uma inserção em G2.


Nas atividades dos três blocos, privilegiamos a importância de o aluno justificar sempre os resultados apresentados e suas conclusões, visando envolvê-los no processo de construção de conjecturas e provas dentro do contexto proposto, que é o estudo de semelhanças de figuras. Utilizamos os tipos de provas de Balacheff para analisar as atividades do bloco 3.

Como um dos blocos necessita do conhecimento de um ambiente informatizado é imprescindível que nos certificássemos de que todos os alunos não teriam dificuldades com esta ferramenta de trabalho. Desta forma, os alunos tiveram uma fase de familiarização com o software, priorizando as construções geométricas básicas e essenciais para garantir um bom desenvolvimento do estudo em questão. 

Entre as atividades da familiarização do software, trabalhamos com as transformações isométricas (simetria em relação a uma reta, translação, rotação e suas composições) e com a transformação chamada homotetia, garantindo a construção de figuras homotéticas tanto com a utilização da ferramenta homotetia do Cabri, como também sem o seu uso.

Nessas atividades, os termos que aparecem em seus enunciados, como por exemplo, “figura simétrica”, “translação do polígono”, “rotação da figura”, “figura homotética”, “simetria central”, são termos que talvez sejam desconhecidos pelos alunos e que passarão a ter algum significado apenas no momento que utilizarem as respectivas ferramentas do Cabri para cada uma das construções, ou seja, as ferramentas: “simetria axial”, “translação”, “rotação”, “homotetia” e “simetria central”. Desta forma, acreditamos que o aluno relacionará esses termos técnicos como sendo algo com que eles entrarão em contato através dos “menus” do Cabri. 

Ao final das atividades da familiarização do software que envolvem as transformações isométricas, socializamos os resultados entre os alunos e definimos o conceito de figuras congruentes. E da mesma forma, mostramos que a homotetia possibilita a ampliação de uma figura, sendo esta uma de suas características, conservando os seus ângulos correspondentes, mas sem mencionar o conceito de semelhança.

Exemplos de algumas atividades da seqüência de ensino
	Atividade 1 – Bloco 1: Utilizando o Pantógrafo

Material disponível: régua, transferidor, calculadora, lápis e borracha. 

Você esta recebendo uma imagem do mapa do Brasil e um instrumento chamado Pantógrafo. Utilizando o Pantógrafo sobre o mapa do Brasil, obtêm-se uma nova figura. Observe e investigue características comuns entre as duas figuras. Escreva abaixo o que descobrir e tire suas conclusões.
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                       Ampliação do mapa com a utilização do pantógrafo da dupla 2

	Atividade 1 – Bloco 2: Abrir o arquivo figura 1.fig. Construa um polígono "maior" mas semelhante ao polígono dado. Explique como você fez.
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                                                   Resolução da atividade feita pela dupla 2

	Atividade 4 – Bloco 2: Abrir o arquivo figura A.fig.

a) Construa uma figura homotética à figura dada, de centro O qualquer, e com razão o número 0,5. Dê o nome de figura B. Que relação existe entre as duas figuras? Justifique.

b) Crie um vetor AB e translade a figura B segundo este vetor. Dê o nome de figura C. Que relação existe entre as figuras (B e C) e (A e C)? Justifique.

c) Movimente o ponto O e escreva suas observações.  
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Resolução da atividade 4 pela dupla 1

	Atividade 1 – Bloco 3: Considere a figura abaixo, com 
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Os triângulos ABC e ADE são semelhantes? Justifique.
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    Resolução feita pelo aluno A                                         Resolução feita pelo aluno C
	Atividade 7 – Bloco 3: Na figura, ABC é um triângulo retângulo cujos catetos medem 3cm e 4cm. MNDB é um quadrado cujo lado mede x. O perímetro do triângulo ABC mede 12cm. Verifique se é verdade que o perímetro do quadrado MNDB é a metade do perímetro do triângulo ABC.
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                                                Resolução feita pelo aluno D
Resultados
Quatro alunos participaram de nossa seqüência de ensino. Nos dois primeiros blocos esses alunos trabalharam em duplas, sendo a dupla 1 formada pelos alunos A e B e a dupla 2 pelos alunos C e D. No terceiro bloco o trabalho desenvolvido foi individual.

Faremos a seguir uma síntese dos principais resultados encontrados nos três blocos, destacando as dificuldades apresentadas pelos alunos, os principais conceitos trabalhados e se os alunos se apropriaram desses conceitos.

Nas atividades do bloco 1, percebemos que os alunos não tinham o conhecimento do conceito de semelhança e a idéia da proporção era bastante rudimentar. Porém, os resultados apresentados ao longo das quatro atividades deste bloco, apontam indícios de que os alunos passaram a compreender que era a razão que determinaria o fator de ampliação ou redução em duas figuras consideradas. Aproveitando esse pensamento, foi feita a institucionalização do conceito de semelhança.

As situações propostas no bloco 1, proporcionaram momentos em G0, por serem utilizados materiais concretos e validações perceptivas, como também em G1, com a utilização de alguns materiais disponíveis, como régua e transferidor.

No bloco 2, os alunos avançam em seus conhecimentos em relação ao conceito de semelhança, mostrando que houve uma apropriação deste conceito no momento em que afirmavam que duas figuras eram semelhantes, após descobrirem a razão de proporcionalidade.

As atividades propostas do bloco 2 apresentam-se em G1, por serem realizadas em um ambiente informatizado, possibilitando aos alunos o discernimento das propriedades das figuras, porém sem poder explicá-las. Neste bloco, observamos também que as explicações estavam presentes nas considerações apresentadas pelos alunos.

Tanto as ações do bloco 1 como as do bloco 2, são apenas explicações de conclusões apresentadas pelos alunos, ou seja, validações empíricas (G0 e G1). A validação das propriedades envolvidas nas atividades serão feitas no bloco 3, que é o bloco das validações dedutivas (G2).

Diante das análises dos dois primeiros blocos, podemos responder a nossa primeira questão de pesquisa: Como se dá a transição da geometria concreta para a espaço-gráfica no contexto das figuras semelhantes? Com as atividades do bloco 1, os alunos tiveram a chance de manipular vários objetos, favorecendo no processo de investigação, estimulando-os a pensar e a descobrir regularidades que os levassem a idéia do conceito de semelhança. Em tal processo, os alunos verificaram que era a razão de proporcionalidade que determinaria o quanto uma figura reduziu ou ampliou em relação à outra e que essas figuras mantinham a mesma forma. Percebemos que os alunos se sentiram inseguros logo na primeira atividade do bloco 2 em construir uma figura semelhante maior que a figura dada, mas se observarmos melhor essa atividade, nota-se que os alunos ao invés de dobrarem as unidades inseridas nos segmentos que compunham a figura dada, eles dobraram os pontos da malha quadriculada que estavam contidos em cada segmento e de certa forma, estavam utilizando o conceito de semelhança. Mas a apropriação desse conceito é visível no decorrer das outras atividades do segundo bloco, o qual o Cabri Géomètre, ajudou os alunos a investigarem e a descobrirem propriedades implícitas nas figuras dadas pelo dinamismo do software, uma vez que essas propriedades eram reconhecidas pelos alunos, ou seja, eles reconheciam nessas investigações se as figuras eram ou não semelhantes. Isto nos mostra que o trabalho desenvolvido com a geometria concreta contribuiu muito para o sucesso das atividades inseridas em uma geometria espaço-gráfica. 

As atividades do terceiro bloco, composta por dez atividades, foram elaboradas para serem resolvidas no ambiente papel e lápis, prevalecendo as validações dedutivas. É importante destacar que os alunos deveriam garantir em suas justificativas pelo menos um dos casos de semelhança de triângulos ou o fato de que figuras homotéticas são semelhantes. As quatro primeiras atividades desse bloco têm como objetivo verificar se o aluno consegue mostrar a existência de figuras semelhantes em cada desenho dado, que não contém a indicação de nenhuma medida, enquanto que nas atividades 5 a 10 que contém medidas, além de comprovar a existência de figuras semelhantes, o aluno terá também que recorrer aos cálculos para determinar os valores desconhecidos e resolver a questão.

Para cada atividade do bloco 3, os alunos receberam um bloco com seis folhas de sulfites nomeadas como estratégia 1, estratégia 2 até estratégia 6, o qual significava quantas vezes eles precisavam refazer ou complementar cada atividade. Ao analisar todas as atividades desse bloco, foi possível observar nas duas primeiras atividades uma dificuldade maior dos alunos em justificar as suas afirmações, apresentando na primeira estratégia considerações mais perceptivas e imprecisas, prevalecendo em relação aos tipos de provas de Balacheff o Empirismo Ingênuo. Entretanto, observa-se uma nítida melhora na última estratégia dessas atividades, sendo que as propriedades envolvidas foram melhores argumentadas, além de apresentar uma estrutura mais elaborada. Tivemos assim, provas classificadas como um Exemplo Genérico, além de duas provas da primeira atividade como sendo uma Experiência Mental, que foram dos alunos C e D. É importante ressaltar que o aluno A na segunda atividade, mesmo depois de seis estratégias, permaneceu no Empirismo Ingênuo.

A Experiência Mental é uma prova quando a validação do problema em questão é feita com uma linguagem e uma construção cognitiva mais complexa. Na tabela abaixo temos todas as estratégias que foram classificadas como sendo uma Experiência Mental. 
	Alunos
	Estratégias classificadas como uma Experiência Mental

	A
	Ativ.10 (estratégia 2).

	B
	Ativ.4 (estratégia 2), Ativ.6 (estratégia 3), Ativ.7 (estratégia 1), Ativ.8 (estratégia 1).

	C
	Ativ.1 (estratégia 4), Ativ. 4 (estratégia 1), Ativ.5 (estratégia 3), Ativ.6 (estratégia 2), Ativ.7 (estratégia 2), Ativ.10 (estratégia 2).

	D
	Ativ.1 (estratégia 4), Ativ.3 (estratégia 2 e 3), Ativ.5 (estratégia 2), Ativ.6 (estratégia 2), Ativ.7 (estratégia 1), Ativ.8 (estratégia 1).


Em algumas dessas atividades, os alunos precisaram de uma única estratégia para resolvê-las, que foram os alunos B e D nas atividades 7 e 8 e o aluno C na atividade 4.

Verifica-se que pela primeira vez o aluno A apresentou uma prova como sendo uma Experiência Mental e foi um dos alunos que teve mais dificuldades nas resoluções das atividades, o que mostra uma evolução do seu raciocínio dedutivo.

Em todas as provas classificadas como sendo uma Experiência Mental, temos a inserção completa de G2, pois todas as propriedades foram muito bem validadas. Se a prova foi classificada como sendo um Exemplo Genérico, temos a inserção de G2, mas não de forma completa, apresentando neste caso, algumas propriedades sem serem justificadas. Já as provas consideradas como Empirismo Ingênuo estão inseridas em G1, uma vez que o aluno fez considerações mais visuais, não conseguindo validar os seus resultados. Não tivemos nenhuma prova classificada como um Exemplo Crucial, pois nas atividades propostas não é possível testar um exemplo com certas características para validar seu caráter geral.

Tendo uma visão dos principais resultados da experimentação no concreto, em um ambiente informatizado e no papel e lápis, podemos responder à segunda questão de pesquisa: Como ocorre a passagem das validações empíricas para as dedutivas nesse contexto?  Desde as primeiras atividades do bloco 1 enfatizamos aos alunos da importância de justificarem todos os resultados apresentados. No decorrer das atividades com validações empíricas, bloco 1 e 2, percebemos que eles sempre se preocuparam em atender ao nosso pedido, pois as suas afirmações sempre vinham acompanhadas de uma explicação. Porém, presenciamos em alguns momentos dificuldades por parte dos alunos em escrever o que tinha sido observado na atividade e os seus registros acabavam sendo inferiores às discussões realizadas durante o processo de investigação. Essas dificuldades mostram a pouca familiaridade que os alunos têm em justificar os seus resultados. No início das atividades com validações dedutivas, como já foi ressaltado, as “provas” elaboradas pelos alunos nas primeiras estratégias, concentram-se mais em propriedades baseadas na percepção das figuras, mas podemos observar nessas provas, que muitas vezes os alunos reconhecem as propriedades que garantem a semelhança entre os triângulos que compõem a figura dada, só não sentem a necessidade de justificá-las com mais detalhes. Porém, o refinamento das argumentações produzidas pelos alunos ocorre gradativamente e as dificuldades apresentadas são amenizadas, além de ocorrer uma descontextualização da situação real à situação dedutiva. Um exemplo disto, é que das dez atividades que compunham o bloco dedutivo, seis foram classificadas pelos alunos C e D como sendo uma Experiência Mental. O aluno B apresentou três como sendo este tipo de prova, mas foi o aluno que apresentou menos provas classificadas como sendo um Empirismo Ingênuo. O aluno A apresentou apenas uma prova classificada como uma Experiência Mental, entretanto podemos dizer que isso foi uma vitória para este aluno, visto que ele tinha uma defasagem grande em relação aos conteúdos matemáticos. Enfim, acreditamos que o trabalho desenvolvido com as validações empíricas dentro do contexto de figuras semelhantes instigou os alunos no processo de construção e reflexão dos conceitos em questão, despertando neles a importância de justificar os seus resultados. E isto contribuiu muito para as validações dedutivas, pois os alunos estavam melhores preparados para validarem suas conjecturas e que ao longo destas, mostraram uma evolução na estrutura de pensamento e linguagem, tornando-a mais complexa e com propriedades características e significativas dentro do nosso contexto. 

Concluímos assim, que a seqüência de ensino envolveu esse grupo de alunos no processo de produção e prova dentro desse contexto. Mas acreditamos que poderíamos garantir melhores resultados à nossa experimentação se a seqüência de ensino fosse aplicada em um período de tempo maior, ou seja, estender as mesmas atividades propostas por um período mais longo, não sobrecarregando os alunos. Desta forma, o aluno teria mais condições de se apropriar dos conceitos para o estudo em questão, principalmente os alunos com defasagem nos conteúdos matemáticos, o que poderia garantir, por exemplo, um melhor resultado nas produções do aluno A. 
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1) Para você, o que são figuras semelhantes? 


2) Desenhe duas figuras semelhantes. 


3) Construa um polígono “maior” mas semelhante ao polígono dado. Explique como você fez.
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