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Introdução

A utilização do material concreto no ensino de matemática educação persiste até hoje por possibilitar que o aluno visualize propriedades, crie conjecturas e construa novos conceitos em situações planejadas previamente pelo professor.

Vários autores (REYS, 1971 apud MATOS e SERRAZINA; FIORENTINI & MIORIM, 1990; SMOLE, 2000; PASSOS, 2004) defendem o uso desses materiais em função de sua contribuição para aprendizagem como um recurso facilitador desta ação, minimizando as dificuldades que os alunos apresentam na abordagem de diversos conteúdos abstratos da matemática.
LORENZATO (2004) enfatiza a importância da experimentação, concebida inicialmente como a ação sobre objetos (manipulação), de modo que essa tendência no processo ensino - aprendizagem da matemática valoriza a construção do saber propiciando o levantamento de hipóteses, a descoberta de fatos específicos através de perguntas ou desafios, enfim experimentar é investigar,

Mas, a importância da experimentação reside no poder que ela tem de conseguir provocar raciocínio, reflexão, construção do conhecimento. Isto pode ocorrer em meio ao silêncio, o que lembra Guimarães Rosa: “mesmo quando nada acontece, há um milagre que não estamos vendo” (LORENZATO, 2004, p.73).

Tendo em vista que o saber escolar pode ser entendido, validado e comunicado de diversas maneiras, a proposta de trabalho nessa tendência depende da concepção de trabalho pedagógico, da visão do que é material e como utilizá-lo em situações de aprendizagem que propicie à construção de significados. 

1. O material Concreto: Quadrados e as Representações Retangulares

Optou-se nesta investigação pela situação didática: Composição de quadrados congruentes em representações retangulares na elaboração de uma seqüência didática em que foi utilizado o material concreto “quadrados congruentes e representações retangulares” como um recurso didático com ênfase na noção de Teoria das Situações Didáticas de Guy Brousseau visando possibilitar a construção de conceitos na matemática.
Seja k uma quantidade de quadrados congruentes dados e Ri a representação de retângulos possíveis composta pela junção dos quadrados. Nas representações retangulares possíveis a partir da construção de quadrados congruentes pode se considerar os esquemas 1 e 2 conforme quadro 1 do esquema das representações retangulares com k = 3 quadrados. 

Esquema 1: Composição de quadrados congruentes em retângulos (posição horizontal)

Esquema 2: Composição de quadrados congruentes em retângulos (posição vertical)
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Quadro 1- Esquemas das  representações retangulares

Nesta montagem de retângulos com k = 3 quadrados encontraremos os retângulos côngruos 1 x 3 e 3 x 1 que por opção da pesquisa serão considerados apenas os retângulos com o lado maior na horizontal (quadrados dispostos na posição horizontal).

Seguindo a abordagem sugerida da utilização de quadrados unitários e congruentes na composição de retângulos possíveis, ilustrado no quadro acima (k = 3 quadrados), é possível associar a quantidade de quadrados um produto de dois fatores.

Representação em forma de produto de dois fatores

· Esquema 1: Produto de dois fatores (Posição horizontal)
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· Esquema 2: Produto de dois fatores (Posição vertical)
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O aluno pode tomar como referência também o sistema coluna-linha invertendo as representações retangulares para cada posição.

Comparando-se os retângulos dos esquemas acima, percebe-se que as medidas (comprimentos dos lados) dos retângulos 1 e 2 são as mesmas em ordem inversas, consequentemente, os fatores dos produtos referentes aos esquemas se apresentam em ordem trocadas. Os retângulos estão em posições invertidas e possuem a mesma área, estando presente nesta situação a propriedade comutativa da multiplicação.

Na multiplicação de números naturais a ordem dos fatores não altera o produto.
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No planejamento das situações surge a necessidade de integrar ao estudo de decomposição multiplicativa de números naturais, conhecimentos prévios de geometria plana, decorrente da transformação das quantidades de quadrados congruentes em retângulos possíveis. Percebe-se que tal composição depende de um conhecimento matemático que o aluno possivelmente traz consigo:

· Identificação e classificação de quadriláteros (Retângulos);

· Situações de contagem de números discretos.

Finalmente nesta abordagem, buscava-se identificar algumas relações existentes entre as medidas dos lados dos retângulos encontrados e a quantidade k de quadrados congruentes dados.

1. 1- Algoritmo da Divisão

A elaboração de situações didáticas deste estudo terá como foco atividades que estão de acordo com os princípios norteadores dos Parâmetros Curriculares Nacionais (PCN) do MEC. 

As ações consideradas foram as seguintes:

1. Construir com os quadrados dados todos os retângulos possíveis;

2. Interpretar todas as informações existentes na utilização desse recurso didático;

3. Verificar com os alunos ao longo das atividades desenvolvidas os conceitos matemáticos construídos.

Inicialmente vamos relembrar a divisão de números naturais.
Divisão de Números Naturais: 
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 onde  D = Dividendo; d  = divisor;  q = quociente e r = resto da divisão. 

Se o resto for igual a zero a divisão é exata: r = 0 (
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,  o dividendo D pode ser escrito como um produto de dois fatores. Os números d e q dividem D, portanto são os divisores de D. Dessa forma D é múltiplo de d e q.

1.2-  Esquema MULTDIV

Este esquema relaciona um número natural com suas decomposições multiplicativas em produtos de dois fatores segundo as representações retangulares.  É composto pelo número natural dado e pelos fatores dos produtos encontrados. 

Seja k uma quantidade de quadrados congruentes, cujas representações retangulares e produtos em dois fatores são:
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O esquema MULTDIV do número k será:


Figura 1 – Esquema MULTDIV do número k
Regra para montagem deste esquema. Coloca-se o número natural dado, nos dois extremos dos quadrados posicionados na horizontal. Em seguida, preenche-se os quadrados dos extremos desse retângulo central com o menor e o maior fator dos produtos encontrados (o número 1 e o próprio número natural). Os demais quadrados são preenchidos com os outros fatores encontrados nas decomposições multiplicativas.

De acordo com o esquema MULTDIV do número k, percebe-se uma relação recíproca entre o número k e seus fatores situados nos quadrados do retângulo central que permite encontrar o conjunto dos divisores de k:


Para identificar a ocorrência de regularidades nesta situação de aprendizagem foram testadas diferentes quantidades de quadrados ( k ). Observa-se a existência de relações entre do número de linhas e colunas dos retângulos e a quantidade de quadrados congruentes:

· O número de linhas e colunas dos retângulos é menor ou igual a k;

· O número de linhas e colunas dos retângulos possui a propriedade de dividir a quantidade k de quadrados;

Verifica-se também, que cada representação retangular apresenta uma representação em forma de produto de dois fatores, isto é, toda a quantidade k de quadrados tem, no mínimo, uma decomposição multiplicativa com dois fatores.

Dessa forma, possivelmente tem-se que o material concreto Quadrados e Representações retangulares pode propiciar a construção de dois conceitos, a saber:

· Decomposição multiplicativa de números naturais;

· Divisores de um número natural.


A quantidade k de quadrados congruentes é escrita como produto do número de linhas e colunas dos retângulos construídos: 
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, os números a e b dividem a quantidade de quadrados, são, portanto, os divisores de k. Dessa forma k é múltiplo de a e b.
É oportuno verificar as propriedades da divisão descritas no primeiro tópico deste capítulo da fundamentação matemática de Decomposição Multiplicativa.
(i) Todo número, não nulo, é divisível por ele mesmo: 
[image: image4.wmf]n

n

.

 Se 
[image: image5.wmf]0

,

¹

Z

Î

n

n

 então 
[image: image6.wmf]n

n

.           

Considerando o exemplo para k = 4 quadrados a representação aplicada à propriedade tem como solução, uma única linha contendo todos os 4 quadrados (tomamos como base dividir a quantidade de 4 quadrados).


(ii) Se todo número, não nulo, divide um outro número, não nulo, então: 
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A verificação da validade desta pode ser obtida por meio do uso do material concreto. Inicialmente deve-se arrumar os 6 quadrados para encontrar todas as soluções retângulos. 

Representações retangulares 


Propondo-se a estratégia de separação de linhas e colunas, de forma exata, pode-se dividir o total de quadrados pelo número de linhas e colunas das representações retangulares encontradas.  Este procedimento será utilizado para verificar se o número 3 divide 6.

· Separação de linhas: Observe que separando as linhas do retângulo (2 x 3) obtém-se duas linhas constituídas por 3 quadrados. Portanto, pode-se dividir, de forma exata, 6 por 2, logo 6 é divisível por 2.


· Separação de colunas: De forma similarmente no retângulo 2 x 3 obtém-se três colunas constituídas por 2 quadrados. Portanto, pode-se dividir, de forma exata, 6 por 3, logo 6 é divisível por 3.
Dessa forma, a montagem de retângulos possíveis permite a articulação entre a quantidade de quadrados e a soluções possíveis de representações retangulares que pode ser expressa pelo produto (linha x coluna):

· 
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 ( 2 linhas contendo 3 quadrados) 

Com isso, diz-se que na decomposição multiplicativa correspondente ao retângulo 2 x 3 os fatores 2 e 3 dividem 6, portanto são chamados de divisores de 6.

Conforme o exemplo mencionado, deve se verificar empiricamente a validade desta propriedade nos casos 
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I) Composição de retângulo com 9 quadrados: 
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Ao dispor os 9 quadrados na montagem de retângulos possíveis são encontradas duas soluções possíveis: 
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O aluno pode perceber a existência de uma característica que diferencia uma das soluções encontradas que apresenta o número de linhas e colunas iguais (comprimentos dos lados são iguais). 

      Neste caso, propondo-se a estratégia de separação de coluna a solução que satisfaz é o segundo o retângulo. 

· Separação de colunas: No retângulo 3 x 3 obtém-se 3 colunas constituídas por 3 quadrados. logo 9 é divisível por 3. 
 


Dessa forma, tem-se que número 9 pode ser escrito em função do fator 3 :  
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, ou seja, 9 é um múltiplo de 3. A representação retangular deste produto apresenta 3 colunas contendo 3 quadrados.

II) Composição de retângulo com 18 quadrados: 
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Dispondo-se os 18 quadrados na montagem de retângulos possíveis são encontradas três soluções possíveis : 
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Similarmente aos casos anteriores, a solução que satisfaz é o terceiro retângulo formado por 3 linhas e 6 colunas.

· Separação de colunas: No retângulo 3 x 6 obtém-se 6 colunas constituídas por 3 quadrados. Pode-se dividir, de forma exata, 18 por 3, logo 18 é divisível por 3.


A associação da quantidade de quadrados ao retângulo encontrado é representada pelo produto (linha x coluna). Neste caso, o produto encontrado é:
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 (6 colunas contendo 3 quadrados)

Com relação ao retângulo 
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formado neste segundo caso e propondo-se separar em colunas os 18 quadrados tem-se:

· Separação de colunas: No retângulo 2 x 9, similarmente obtém-se 9 colunas constituídas por 2 quadrados. Portanto, 18 é divisível por 9.

Então, tem-se que a decomposição multiplicativa em dois fatores relativa a representação retangular com 18 quadrados é :
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Com isso, fez-se uma verificação empírica que pode auxiliar a compreensão dessa propriedade.

(iii)  Se um número, não nulo, divide um outro (n), qualquer múltiplo seu por um outro número a (ad), divide o múltiplo de n por a (an). 
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Para verificar esta propriedade foram consideradas as quantidades de quadrados mencionadas anteriormente: k = 6, k = 9 e k = 18 quadrados. Será utilizado a solução da representação retangular 
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Similarmente, pode-se arrumar as 9 colunas em 3 blocos retangulares. 

Com isso, observa-se que os blocos retangulares  são constituídos por 3 colunas contendo 2 quadrados em cada uma, conforme ilustração abaixo: 

Dessa forma, tem-se que: 
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 EMBED Equation.3  
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 (9 colunas contendo 2 quadrados)

(iv) A unidade divide todo inteiro: 
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Como exemplo deve-se verificar para k = 3 quadrados. 

O número 1 divide 3, isto pode ser observado por meio do uso do material concreto arrumando-se os 3 quadrados dispostos numa única coluna.


1.3- Os quadrados e os números naturais

Na antigüidade, os sábios gregos queriam saber a relevância de alguns números naturais. O número 1 era importante, porque tinha a propriedade de formar todos os outros: 1 mais 1 é igual a 2, 1 mais 1 mais 1 é igual a 3 e assim sucessivamente. Mas, na multiplicação não formava nenhum outro número, pois a multiplicação de qualquer número natural pelo número 1 é igual ao próprio número.

Os gregos, então começaram a investigar como surgem e como se caracterizam estes números que têm a propriedade de formar outros números. Estudaram a seqüência de formação dos números naturais e perceberam que todo o número poderia ser escrito como produtos de fatores, conseqüentemente todo número natural apresenta uma decomposição multiplicativa. 

Bigode (2000) apresenta a decomposição multiplicativa numa abordagem em que o conteúdo serve como conexões para conceitos de números múltiplos, números primos e fatoração. A fatoração consiste em decompor o número como um produto de fatores primos. 

Nas representações dos retângulos possíveis a partir da composição de quadrados unitários, encontram-se todas as maneiras possíveis de se decompor um número num produto de dois fatores.

Seja n o número de representações retangulares das quantidades representadas por quadrados e k as quantidades de quadrados unitários (congruentes). O número de representações dos retângulos possíveis encontrados a partir da composição de quadrados unitários é 
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Toda quantidade k de quadrados unitários apresenta uma decomposição multiplicativa com dois fatores resultantes da composição de quadrados em representações retangulares. Os números que apresentarem no mínimo duas maneiras possíveis de representações retangulares são chamados números compostos, isto é, k possui 
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 representações retangulares, se considerarmos a congruência dos retângulos.

Para Bigode (2000), os números úmeros naturais se apresentam da seguinte forma: Todo número natural, maior que 1, tem uma decomposição multiplicativa/em produto de dois ou mais fatores. Como exemplo, ver a representação dos dez primeiros números naturais numa faixa numérica e seus respectivos produtos com dois ou mais fatores ilustrada conforme na figura 4  das Decomposições multiplicativas.


De acordo com este recorte da reta numérica no conjunto dos números naturais (
[image: image33.wmf]N

), representados nesta faixa numérica, percebe-se regularidades na estrutura multiplicativa dos números naturais como características/fatores determinantes que definem a natureza  de suas classes numéricas: 

· A existência de números com a quantidade de decomposição multiplicativa maior que um, isto é, números que são formados a partir da multiplicação de outros fatores independentes dele mesmo e da unidade.

· A existência de números com uma única decomposição multiplicativa.

· A existência de números que apresentam numa das decomposições multiplicativas,

fatores que se repetem (distintos dele mesmo e da unidade), ou seja, que apresentam uma decomposição multiplicativa com fatores iguais.

Convém destacar dois itens acima relacionados para análise neste conteúdo.

No segundo item, os números com apenas uma única decomposição multiplicativa, conseqüentemente, apresentam uma única forma de representação retangular e são denominados de números primos (k(1 e k(0).

  Seja k um número natural, k ( 1 e k ( 0.

  Com relação aos números que apresentam uma única decomposição multiplicativa, Ávila (1991), afirma que,

Os números primos surgem naturalmente, assim que começamos a estudar a multiplicação. Percebemos então que alguns números são produtos de outros, como 6 = 2.3 ou 30 = 5. 6. Estes números são chamados números compostos. Os demais são aqueles que não têm outros fatores além deles mesmos e da unidade; são os chamados números primos. [...] (ÁVILA, 1991, p.19-26).

Recordando a construção de retângulos possíveis e o produto em dois fatores dos números verifica-se que:

· k é primo, k = p, então k admite apenas dois divisores 1 e ele mesmo.

I - Representações retangulares (retângulos possíveis)

  

II- Produto de dois fatores 


III- Esquema MULTDIV


No tocante ao terceiro item, que apresenta números formados por produtos com fatores iguais (distintos dele mesmo e da unidade), verifica-se que dentre as soluções possíveis de representações retangulares, uma delas tem a forma quadrada. Uma conseqüência dessa regularidade é que generalizando k =
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  tem-se:

I. Representações dos retângulos possíveis


II. Representação em forma de produto de dois fatores.


III. Esquema MULTDIV do número p2



Neste exemplo verifica-se a existência de números com produto de fatores iguais, surgindo daí o conceito de potenciação. 

Potenciação é um produto de fatores iguais.


    a = base ; n  = expoente. 

Todos os números que, dentre as soluções possíveis de representações retangulares, apresentam uma forma quadrada são denominados números quadrados perfeitos.

A decomposição multiplicativa de um número em fatores primos pode ser obtida através da técnica de divisões sucessivas/fatoração.

2. ANÁLISE E DISCUSSÃO DOS RESULTADOS

Nesta pesquisa procurou-se investigar se a abordagem com o material concreto favorece ao aluno a oportunidade de operar sobre o material didático na construção do conceito de modo mais sistematizado. 

O trabalho em grupo, nas 4 primeiras sessões, possibilitou uma maior interação, comunicação de idéias, trocas de informações, elaboração de estratégias de resolução para realização da tarefa com eficácia As discussões com o colega do grupo que integrava, geraram momentos de valor estimável por que pararam para refletir sobre os argumentos dos outros, justificar suas possíveis conclusões, ouvir o outro em busca de solucionar os desafios que surgiram. Essas ações tornaram-se parte do processo de aquisição do conhecimento, como afirma Smole (2000 p.136): Em situações de grupo cooperativo, há, portanto, o favorecimento simultâneo do estabelecimento de relações entre os alunos e do rendimento do conhecimento.
É oportuno mencionar que nessa abordagem, as relações que se pretendia extrair com a manipulação dos quadrados congruentes tiveram uma dependência fundamental da elaboração da situação didática planejada que evidenciasse maior proximidade na interação do material concreto e a Decomposição Multiplicativa.

Neste momento pode se perceber alguns fatores que possivelmente impliquem desencadeiem as limitações no uso desses materiais apontados na interação do material concreto e o objeto de ensino. Um dos limites percebidos foi impossibilidade de prova empírica de que todo número natural, não nulo, divide o zero (
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Nesta investigação foi extremamente importante a seleção deste material concreto “Quadrados e representações retangulares” cuja preocupação principal constava em explorar o material promovendo o envolvimento do aluno de modo que permitissem extrair idéias matemáticas subjacentes à sua manipulação em situações nas quais os alunos puderam refletir, procurar respostas e formular soluções.


Frente ao exposto, verificou-se na aplicação da seqüência com uso de material que a articulação “QUANTIDADE DE QUADRADOS CONGRUENTES - RETÂNGULO CONSTRUÍDO - PRODUTO DE DOIS FATORES (LINHAS E COLUNAS)” possibilita identificar e relacionar a produção deste saber  construído com o uso desses materiais. 
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23 Figura � SEQ Figura \* ARABIC �1� – Decomposições multiplicativas dos números até 10








2 x 2 x 2





 Retângulo 1:





p





1





Unidade Padrão:





1





1





p2








1  x  p2








P1- Produto 1:





�EMBED Equation.3���





p





É divisor de





p





É múltiplo de de 





p





p





1





1





p





p





 Retângulo 2:





p





p





Unidade Padrão:





1





1





Retângulo 1:





p2





1





1








2 quadrados





9 colunas





k = 18 quadrados





6





k = 6 quadrados





1





2 





3





k = 6 quadrados





1





3





9





p2





É múltiplo de





É divisor de





p2





p





1





p2





�EMBED Equation.3���





6 colunas





k = 9 quadrados





3





3





Retângulo 2:














3 colunas





2 quadrados





k = 18 quadrados





Retângulo 1:





1





9





k








1  x  k








a  x   b








3 blocos de retângulos (3  x  2)





a  x   b








Notação:











3  x   1








2 quadrados





1 bloco retangular 





=











_1236677178.unknown

_1236678168.unknown

_1236724909.unknown

_1236753841.unknown

_1236838358.unknown

_1237283625.unknown

_1236837477.unknown

_1236749113.unknown

_1236750318.unknown

_1236748991.unknown

_1236722823.unknown

_1236722843.unknown

_1236692117.unknown

_1236687858.unknown

_1236688279.unknown

_1236692082.unknown

_1236686104.unknown

_1236687502.unknown

_1236686031.unknown

_1236677183.unknown

_1236677187.unknown

_1236677188.unknown

_1236677190.unknown

_1236677184.unknown

_1236677180.unknown

_1236677182.unknown

_1236677179.unknown

_1236677173.unknown

_1236677175.unknown

_1236677176.unknown

_1236677174.unknown

_1236677169.unknown

_1236677172.unknown

_1186637554.unknown

_1236677168.unknown

_1124257726.unknown

