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Introdução: Quando os estudantes estudam funções, inevitavelmente se deparam com situações onde existem casos em que um ou vários números reais não estão definidos no domínio dessas funções. Ao se ensinar utilizando situações desse tipo para os estudantes do ensino médio, o desenvolvimento da situação é feito através de observação da incompatibilidade desses números quando se deseja determinar o valor da função para alguns pontos do domínio. 


Porém, há situações que necessitam apoiar-se em domínios reais que não estejam somente relacionados à problemática das operações e aproximações com números reais. Existem casos em que a problemática está também associada à própria situação utilizada. 


Sem desprezar o estudo de intervalos baseados puramente no domínio real de uma função matemática definida dentro de um intervalo de validade dessa função, tomada de forma generalizada, este trabalho pretende mostrar que o estudo de intervalo a partir de situações contextualizadas pode favorecer a aprendizagem, pois coloca o estudante frente a uma situação problema para a qual ele mesmo deve procurar o intervalo que satisfaz a situação. 


Também se pretende mostrar que há necessidade de trabalhar as diferentes representações de intervalos, o que pode ser feito concomitantemente com as situações-problema sugeridas. Em determinado momento, então, é preciso que se trabalhe mecanicamente o estudo de intervalo para que a linguagem, a estrutura lógica, os diferentes conjuntos utilizados nesses conceitos e suas diferentes representações tornem-se claros. Mas considera-se aqui que, para que o aprendizado de intervalo sobre R seja significativo, é preciso que este se apóie em situações que possam ser trabalhadas e compreendidas pelos estudantes. Supõe-se que um trabalho através de situações contextualizadas permite que os estudantes enxerguem bem a situação, pois os argumentos que deverão utilizar para planejar, desenvolver, controlar e justificar o trabalho desenvolvido na solução da situação fazem parte de sua rede cognitiva e servirão de âncoras para o conceito que se quer explorar, que no caso trata-se do estudo de intervalos.


Pretendeu-se colocar em evidência, no projeto que, quando o estudante aprende o conceito de intervalo sobre R a partir de situações contextualizadas, onde ele pode fazer uma relação entre o conceito visto e aquilo que ele já conhece, ele próprio poderá trabalhar as técnicas de determinação do domínio de uma função de maneira generalizada e ainda identificar o intervalo de validade restrito à situação para tal função. Por exemplo, quando pede aos estudantes que calculem a área de um retângulo que se pode contornar com um barbante de 40 cm, o estudante pode verificar experimentalmente que o mais longo retângulo que ele pode imaginar não poderá ter 20 cm de lado, pois o outro lado não poderá ser nulo. Quaisquer outras medidas neste intervalo serão válidas. Já a área, que é dada pela imagem da função associada ao problema fica inserida em outro intervalo, que não é tão imediato de ser verificado através de experiência, necessitando utilizar valores do domínio e aplicá-los à função área para encontrar suas imagens e perceber os limites do intervalo que contém o conjunto imagem.


Assim, o objetivo central deste trabalho é mostrar a possibilidade da abordagem através de situações contextualizadas envolvendo funções de uma variável real a valores reais; funções que, em geral, devem ser trabalhadas no ensino médio.


Tal estudo exerce um papel muito importante no desenvolvimento da noção de função, pois é um dos conhecimentos prévios para a construção de gráficos e estudos mais avançados, em particular, em cálculo diferencial e integral, visto que, a todo o momento que se escolhem alguns pontos do domínio da função e associando-os as suas respectivas imagens, estabelece-se uma continuidade intuitiva entre dois pontos caracterizando-se um intervalo.

Além disso, através da representação gráfica das funções que foram modeladas para determinadas situações o estudante tem uma melhor visualização dos valores que pertencem ao domínio dessa função e mais, é possível também estabelecer a relação entre o intervalo de validade do domínio com o intervalo de validade da imagem o que poderá facilitar a compreensão das noções intuitivas de limite e continuidade.


Sem perder o passo, também é importante notar que, uma vez estabelecida a relação entre intervalo do domínio com o intervalo da imagem, existem funções que têm domínio irrestrito, porém têm imagem que fica restrita a um intervalo. Como exemplo, podemos citar as funções trigonométricas seno e co-seno. 

Como já foi anunciado, não se trata de mudar radicalmente o estudo de intervalos. Acredita-se que um estudo a partir de suas definições e representações também seja pertinente e necessário. O que se pretende é prosseguir com esses conceitos e vê-los aplicados no estudo de funções quando estas estiverem representando uma situação de referência, modelada e estruturada para ser representada por funções, através de suas representações, isto é, fórmulas, tabelas e gráficos.


Nesta perspectiva a “Teoria da Aprendizagem Significativa” de Ausubel dará subsídios para propor que este estudo dependerá claramente de conceitos que já fazem parte da estrutura cognitiva dos estudantes, uma vez que estes só poderão compreender conjuntos, funções e intervalos se outros conceitos mais primitivos de álgebra e aritmética estiverem bem desenvolvidos. É importante observar que, não se aprende conjuntos numéricos quando não se tem a idéia clara de números; não se aprende funções quando não se desenvolve a técnica de resolução de equações; não se constrói gráfico quando se desconhece a noção de relação e representação de conjuntos sobre a reta numérica; não se aprende intervalo quando não se desenvolve a noção intuitiva de conjuntos, e assim se segue com os novos conceitos que permitem sempre uma articulação com os conhecimentos prévios que já fazem parte das estruturas cognitivas dos estudantes.


Além disso, as técnicas são importantes no processo de manipulação dos objetos matemáticos, em particular dos conjuntos e suas representações como os conjuntos numéricos e suas relações de pertinência, igualdade e as relações de ordem e operações, o que sugere um trabalho sobre os níveis de conhecimentos que os estudantes utilizam e que se espera que disponham, para compreender e desenvolver os problemas que surgem. Sendo assim, a abordagem teórica proposta por Robert (1997) será utilizada para esboçar um panorama sobre os diferentes níveis de conhecimentos esperados dos estudantes quando trabalham com a noção de intervalo de conjuntos e suas propriedades. Este estudo em termos de níveis de conhecimento conduz à análise dos diferentes registros de representação semiótica conforme definição de Duval (1990) e que nas representações de intervalos são largamente utilizados em diversas formas.

Referencial teórico: 
Na tentativa de validar a hipótese que o estudo de intervalo sobre R por meio de situações de referência pode favorecer a aprendizagem, considera-se, inicialmente, como referencial teórico para esta pesquisa a Teoria da Aprendizagem Significativa de Ausubel (1978) que estabelece que é preciso levar em conta os conhecimentos prévios dos estudantes quando se deseja que eles atinjam uma aprendizagem significativa. 

Essa teoria considera a importância dos conhecimentos prévios, mas não disponibiliza nenhuma ferramenta que permita analisar tanto os conhecimentos que se espera que os estudantes já disponham como aqueles que possam ser aplicados posteriormente de forma disponível ao final da introdução de uma determinada noção matemática. 

Para isso, considera-se aqui, inicialmente, a abordagem teórica em termos de registro de representação semiótica, segundo definição de Duval (1990, 2003), que permite levar em conta a importância das atividades de formação, tratamento e principalmente de conversão desses registros na execução das tarefas matemáticas. 

É importante observar que o reconhecimento e a escolha de uma representação adequada podem auxiliar na interpretação e desenvolvimento de uma tarefa e no controle dos resultados encontrados, mas o não reconhecimento da representação adequada pode até impossibilitar o desenvolvimento da tarefa proposta.


Além disso, como mostra Duval em seus trabalhos, essas atividades estão associadas à compreensão do objeto matemático, pois para Duval, a “noesis” não ocorre separadamente da “semiosis”.


Mas somente a noção de registro de representação semiótica não permite levar em conta toda a complexidade de uma determinada situação de referência.


Sendo assim, para uma análise mais refinada sobre a importância da noção de intervalo sobre R e sua aplicação em diferentes situações de referência onde, além das representações, é necessário verificar como elas permitem trabalhar outras noções matemáticas, escolhe-se como referencial teórico central desse trabalho a abordagem teórica em termos de níveis de conhecimentos esperados dos estudantes conforme definição de Robert (1997), pois se acredita que através da análise dos diferentes níveis esperados dos estudantes em relação às diferentes noções em jogo em uma determinada tarefa é possível compreender melhor tanto os conhecimentos prévios dos estudantes como aqueles que espera-se que atinjam ao final da introdução dessa determinada noção de matemática, no caso, a noção de intervalo sobre R. 


Para melhor situar esta pesquisa em relação ao referencial teórico, faz-se uma breve referência desses trabalhos ressaltando os pontos que realmente nos auxiliam enquanto ferramenta para a análise de uma proposta de abordagem, por meio de uma situação de referencia, da noção de intervalo sobre R. 


Inicia-se dessa forma com a Teoria da Aprendizagem Significativa de Ausubel.


Partindo da concepção que a aprendizagem numa visão cognitivista aponta para a recepção de informações pelo indivíduo que as processa, juntando-as a outras já existentes no cérebro, que interagem entre si e se transformam em conhecimento. Considerando, ainda, que entre as teorias cognitivistas da aprendizagem existe a que considera que a aprendizagem se dá quando conceitos novos podem se relacionar a outros que já fazem parte da estrutura cognitiva do aprendiz, como por exemplo, a teoria da aprendizagem significativa de Ausubel (1978).


Fundamentando-se principalmente naquilo que o aprendiz já sabe é que Ausubel (1978) centra a teoria da aprendizagem significativa. Para ele, no processo de aprendizagem significativa, a nova informação interage com uma estrutura de conhecimento já existente. Essa nova informação acaba tendo relação com as informações concebidas anteriormente e será mais bem fixada quando estiver mais profundamente ligada a estes outros conceitos preconcebidos. Essa interação, no entanto acaba por modificar os conceitos anteriores, pois estes agora aparecem mais estruturados uma vez que são compreendidos através de outras relações.


Além disso, para Ausubel, o armazenamento das informações no cérebro é altamente organizado, ou seja, há uma estrutura hierárquica na qual, conceitos mais gerais servem de âncoras a conceitos específicos como, por exemplo, o conceito de animal serve para conceituar elementos mais específicos como gato, cachorro, etc.

Sendo assim, para Ausubel (1978), na aprendizagem significativa a aprendizagem de conceitos se dá por ligação da informação recém recebida aos conceitos básicos encontrados na estrutura de conhecimentos do aprendiz. Esses, então servem como âncoras para a aprendizagem e são enfatizados em Moreira (1982) por meio da noção de subsunçores.


Ausubel considera que a aprendizagem se dá de forma mais significativa quando se utiliza organizadores cuja função é superar o limite entre aquilo que já está aprendido com aquilo que se quer ensinar, isto é, os organizadores da aprendizagem se dão num nível de apresentação mais generalizado onde se vai ancorando os conceitos mais específicos. 

Os organizadores devem ser familiares ao aprendiz, ou seja, referindo-se ao trabalho de Robert (1997), pode-se dizer que o aprendiz deve dispor de conhecimentos ou que estes sejam pelo menos mobilizados, para que ele possa trabalhar livremente de forma significativa e estimulante. 


A abordagem teórica proposta por Ausubel considera que a aprendizagem se efetua em uma organização hierárquica, mesmo que partindo do caso geral para os mais específicos, onde existem conhecimentos que devem ser considerados anteriormente para sustentar a introdução de novos conceitos. Essa hierarquia proposta por Ausubel distingue bem sua abordagem teórica da proposta por Robert nos quais os três níveis de conhecimentos aparecem ao mesmo tempo dependendo de sua função na tarefa proposta aos estudantes.

Por este motivo ao se trabalhar neste projeto com situações de referência para a aprendizagem de intervalos sobre R vislumbra-se essa organização, pois se inicia com uma situação cujo nível de generalização em relação a essa noção é extenso e abrangente, tentando tornar os conceitos subseqüentes mais familiares e reconhecer aqueles que já são disponíveis na estrutura cognitiva do aprendiz. 

Logo, considera-se importante no desenvolvimento da pesquisa a abordagem teórica em termos de registro de representação semiótica de Duval (1990, 2003), pois essa ferramenta permite compreender melhor as dificuldades dos estudantes em relação às necessidades de utilização de diferentes representações de um mesmo objeto matemático. Além disso, para Duval, em matemática é importante trabalhar com pelo menos dois registros de representação de uma mesma noção quando se deseja que o estudante realmente tenha acesso ao conceito e o reconheça como um objeto matemático.


Dessa forma, faz-se aqui uma breve exposição da noção de registro de representação semiótica ressaltando os pontos mais importantes para o desenvolvimento desta pesquisa. 

A noção de intervalo impõe certo número de representações que se mostram mais ou menos adequadas em função das tarefas que são propostas aos estudantes.

Considerando ainda que o tratamento das questões de aprendizagem, em particular, as questões de aprendizagem das matemáticas, que podem ser representadas de diferentes formas por meio de diversos registros de representação semiótica e que a noção de registro de representação semiótica da forma como discutida por Duval (1990, 1995) se mostra adaptada ao trabalho proposto nesta pesquisa, escolhe-se esse trabalho como referencial teórico auxiliar para as analises tanto das tarefas que serão propostas aos estudantes como dos resultados por eles apresentados.

Quando se leva em conta a abordagem em termos de registro de representação semiótica de Duval (1990, 1995), verifica-se que para a noção de intervalo, objeto de estudo desta pesquisa, é necessário que se pense em introduzir suas possíveis representações e que se trabalhem as conversões entre elas, pois, em geral, é através destas representações de intervalos que é possível interpretar outras noções matemáticas como, por exemplo, domínio de uma função, conjunto solução de uma inequação, entre outros.

Sendo assim, constantemente, em Matemática, passa-se de uma representação a outra a fim de explorar os conceitos envolvidos nas diferentes tarefas, por exemplo, em geometria analítica fazem-se freqüentemente as conversões equação(tabela(gráfico, registros associados, por exemplo, às retas e planos em R2 e R3 que permitem modelar uma situação desse domínio ou quadro da matemática. Essas conversões se mostram necessárias tanto para a solução de uma tarefa como para uma melhor interpretação.

Verifica-se também, por exemplo, essa necessidade quando se utiliza um Registro de Representação Semiótica Discursiva Multifuncional (DUVAL, 2003) como um problema descrito na língua natural e faz-se a conversão para outra representação como a Discursiva Monofuncional como uma equação de reta que esteja representando o problema enunciado em língua natural.

No caso específico de intervalos, pode-se defini-lo no registro da língua natural de forma escrita ou falada durante uma aula expositiva e em seguida, pode-se representá-lo com a linguagem específica àquela empregada para representar conjuntos que são utilizadas quando se introduz a noção intuitiva de conjuntos.

Em algumas situações, inclusive, certos estudantes, dependendo do problema, ainda sentem a necessidade de fazer a passagem desse problema para um Registro de Representação Semiótica Não-Discursiva Multifuncional, como figuras, por exemplo, para auxiliá-los na visualização do próprio problema. Algumas vezes, a conversão para uma Representação Não-Discursiva Monofuncional, como por exemplo, os gráficos cartesianos, se faz necessária.

Isto também se aplica ao estudo de intervalos sobre R. Os estudantes podem esboçar figuras em suas folhas de anotações para visualizar o que está se passando na situação trabalhada e posteriormente, sendo exigido pelo professor, representar os intervalos  obtidos por meio da situação por símbolos pré-definidos, como o caso do uso de colchetes e parênteses para indicar intervalo em um conjunto com extremos fechados ou abertos, respectivamente. Por exemplo, num problema de geometria onde um terreno em formato retangular cuja medida dos lados seja um número inteiro deve ter área igual a 250 m2, pede-se as medidas dos lados. Uma maneira de iniciar o problema é esboçar um retângulo e ir supondo medidas para os lados, em seguida demarcar o intervalo de validade utilizando símbolos definidos tais como 
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Além disso, para Duval, quanto mais se dispõe de diferentes registros para representações de um mesmo objeto matemático, mais este se fixa à rede cognitiva e a outros objetos que se encontram disponíveis nesta rede, favorecendo uma melhor compreensão pela sua abrangência. Portanto, para se estender aos diversos domínios ou quadros por onde se utiliza ou se constrói a matemática, torna-se mais rico a exposição e representação dos objetos desses domínios ou quadros a partir de suas diversas formas de representação semiótica.

Seria difícil pensar que haveria matemática sem uso das diferentes representações para seus objetos. O estudo da noção intuitiva de conjuntos, com todas as suas representações, símbolos, elementos, relações e operações, dificilmente poderia ser articulado sem uma representação simbólica adequada de seus conceitos.

Sendo os intervalos casos particulares de representação de conjuntos, é preciso considerar suas diferentes representações para que seja possível desenvolver o estudo, por exemplo, das funções definidas em intervalos ou das inequações.

Ainda se observa que para  Duval (1990), os diferentes registros de representação semiótica podem ser definidos em função dos conhecimentos em jogo na sua utilização, a saber:

Os Registros de Representação Discursiva Multifuncional são adequados para as definições em língua natural, enquanto que os Registros de Representação Discursiva Monofuncional fazem apelo à linguagem matemática o que exige que se disponha de conhecimentos associados à outras noções como por exemplo, no caso dos intervalos, as noções de ordem e desigualdade em R. 


Os Registros de Representação Não-Discursiva Multifuncional são utilizados no momento que se pretende ou necessita de uma representação geométrica, uma figura plana ou espacial, ou uma representação de símbolos pré-definidos que podem ser operados, enquanto que os Registros de Representação Não-Discursiva Monofuncional recorrem aos gráficos cartesianos.

Desta forma os intervalos podem ser representados, por exemplo, graficamente em uma reta numérica sendo, neste caso uma representação não-discursiva monofuncional.

Para melhor visualizar os possíveis registros de representação para a noção de intervalos sobre R considera-se o quadro 1 abaixo que  mostra, sem ser exaustivo, alguns exemplos destes registros de representação para esta noção.
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	Intervalo fechado à esquerda entre os extremos reais “a” e “b”
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	Intervalo fechado à direita entre os extremos reais “a” e “b”
	
[image: image4.wmf]}

|

{

b

x

a

x

I

£

<

Î

=

R


	(a,b]
	

	Intervalo aberto entre os extremos reais “a” e “b”
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	Números Reais maiores ou iguais a “a”
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	Números Reais maiores que “a”
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	Números Reais menores ou iguais a “a”
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Quadro 1: Registros de Representação de intervalos sobre R.

Observa-se ainda que qualquer mudança de um desses registros de representação a um outro do quadro 1 acima é uma conversão, pois segundo Duval “as conversões são transformações de representação que consistem em mudar de registro conservando os mesmos objetos denotados” (DUVAL, 2003, p. 16).

Além disso, é preciso considerar que as conversões dadas entre um registro e outro não se fazem a partir de nenhum cálculo matemático, não se realiza nenhuma prova matemática. A passagem é puramente simbólica, mas do ponto de vista cognitivo é a que maior contribuição traz à compreensão (DUVAL, 2003, p. 16).

Portanto, no exemplo do quadro 1 os registros de representação considerados para a noção de intervalo sobre R podem ser convertidos uns nos outros, o que, segundo Duval, é essencial e deve ser trabalhado de forma intencional, pois é dos registros de representação de uma determinada noção que depende fortemente a formação, tratamento e conversão desses diferentes registros de um mesmo objeto matemático permitindo, assim, compreender o conceito em jogo.

A partir de um trabalho específico sobre as representações, espera-se que o conceito de intervalo esteja bastante claro para os estudantes, uma vez que se supõe que os mesmos conheçam os diferentes registros e suas conversões. Sendo assim, eles podem utilizar qualquer uma dessas representações sem ao menos perceber explicitamente as conversões que realizam, sendo capazes de escolher a mais adequada em função da tarefa que deverá ser desenvolvida.

Mesmo sendo esse trabalho sobre as representações importante do ponto de vista da conceitualização, é preciso lembrar que em relação à noção de intervalo sobre R, ele pode ser desenvolvido de forma puramente técnica. Mas, quando se consideram as outras noções em jogo em cada representação da noção de intervalo sobre R, isto é, as noções que lhe servem de base é preciso compreender o papel dessas noções nas tarefas propostas aos estudantes. Sendo assim, expõe-se aqui, brevemente, a abordagem teórica em termos de níveis de conhecimento esperados dos estudantes de Robert (1997) que conduz à definição dos níveis técnico, mobilizável e disponível.


Sendo um dos objetivos desse trabalho observar que conhecimentos podem ser esperados dos estudantes do ensino médio quando se introduz a noção de intervalo sobre R, para que seja possível diagnosticar os conhecimentos prévios esperados e em que nível para propor uma atividade que permita atingí-los, mesmo quando esses já fazem parte dos conhecimentos prévios dos estudantes, mas ainda não apresentam o nível esperado. 

Para isso, recorre-se aqui a abordagem teórica em termos dos níveis de conhecimento esperados dos estudantes (técnico, mobilizável, disponível), conforme definição de Robert (1997).

Essa abordagem em termos dos três níveis de conhecimentos esperados dos estudantes foi proposta por Robert em um de seus artigos intitulado “Quelques outils d’analyse épistemologique et didactique de connaissances mathématiques à enseigner au lycée et à l’université”
, apresentado na França em 1997.


Robert inicia o artigo observando que um dos meios e também um dos fins para pesquisas na área da educação é a elaboração de cenário que deverão ser experimentados em sala de aula. Dessa forma, a autora acredita que uma parte do trabalho do didata consiste em adaptar às especificidades das matemáticas escolhidas, em um determinado nível, as hipóteses cognitivas e didáticas que serão adotadas e que permitirão trabalhar as especificidades dos conteúdos e os tipos de atividades para os estudantes esperadas para o desenvolvimento desses conteúdos.


Avaliando as possíveis soluções para os problemas mais gerais sobre o ensino das matemáticas que se colocam nos colégios e nas universidades francesas, Robert aponta que aparecem, nestes casos, pelo menos dois tipos de expectativas: as sociais, relativas à formação que antecede até a formação profissional; e didáticas, relativas ao aumento das pesquisas para esse público de jovens adultos, já um pouco especializados.


Além disso, ao ser retirada uma noção de uma determinada etapa da escolaridade é necessário pensar como ficarão os trabalhos futuros, principalmente para os estudantes que escolhem as carreiras científicas. Na licenciatura em ciências e matemática, em nosso país, essas questões também devem ser levadas em conta, afinal, são elas que preparam professores para trabalhar o pensamento científico no ensino fundamental e médio e, esses mesmos professores podem prosseguir seus estudos chegando a professores de licenciatura. 


Além disso, para Robert, a escrita em matemática é uma atividade primordial e conduz a exigências suplementares da parte dos professores, pois a escrita pode também contribuir, pouco a pouco, a certa dinâmica da produção. 

Nesse artigo Robert explicita que um trabalho que leva em conta os três níveis de conhecimentos esperados dos estudantes pode auxiliar o pesquisador, e em alguns casos o professor, a construir cenários de aprendizagem, propondo tarefas que envolvem conceitos matemáticos, que permitam aos estudantes, ao realizarem as atividades propostas nessas tarefas, construir seus conhecimentos e trabalharem em diferentes níveis. Assim quando os estudantes se confrontarem com uma situação que necessite aplicar seus conhecimentos matemáticos, possam fazê-lo com seus conhecimentos disponíveis.


A abordagem teórica em termos de registro de representação permite verificar que para que os estudantes compreendam as diferentes representações da noção de intervalo é necessário que eles disponham ou mobilizem outros conhecimentos relacionados, principalmente à noção intuitiva sobre conjuntos numéricos.


Sendo assim, para uma análise que ultrapasse o estudo dos diferentes registros de representação possíveis e suas conversões quando se introduz a noção de intervalo, considera-se importante levar em conta a abordagem teórica em termos de níveis de conhecimentos esperados dos estudantes segundo definição de Robert (1997), que deverá auxiliar na identificação dos conhecimentos prévios esperados quando se introduz a noção de intervalo sobre R no ensino médio.


Dessa forma, é possível analisar as tarefas
 quanto ao nível de conhecimentos esperados dos estudantes, assim com as atividades
 desenvolvidas por eles.

Os diferentes níveis de conhecimentos propostos por Robert (1997) podem ser resumidos por:


1 – Nível Técnico: Corresponde a um nível de trabalho individual do estudante onde este encontra na tarefa todos os elementos necessários para sua realização, além do que está explicitamente indicado o caminho para esta realização. Geralmente são tarefas propostas como fixação da aprendizagem de uma determinada definição ou do uso de uma determinada ferramenta.


2 – Nível Mobilizável: Corresponde ao nível de conhecimento esperado dos estudantes na resolução de uma tarefa de forma que ele saiba utilizar as ferramentas específicas para o tipo de tarefa. O que se pede na tarefa está explícito, mas o estudante deve procurar um caminho de resolução baseado no uso da ferramenta que se espera que ele utilize. 

3 – Nível Disponível: Neste nível no enunciado da tarefa encontram-se os dados necessários para sua realização, porém não é indicado nenhum caminho ou ferramenta que possam auxiliar na resolução. O estudante pode chegar à solução partindo de várias formas, até mesmo sem uso de ferramentas específicas. Em alguns casos os estudantes chegam à solução optando por tentativas e experimentando-as, eliminando os erros para chegar, por aproximações, à resposta correta, certamente, quando isso é possível. 

Esse nível de conhecimento está associado à familiaridade, ao conhecimento de situações de referências que o estudante sabe poder manipular. 

Em geral, para resolver tarefas propostas em nível disponível o estudante procura em sua estrutura cognitiva situações próximas ao que foi proposto, que possam auxiliá-lo a reconhecer os conhecimentos que servem de ferramenta para o desenvolvimento do trabalho.

Metodologia da Pesquisa
Para o estudo proposto no presente trabalho, iniciou-se com a escolha do referencial teórico de apoio que serviu tanto para a análise institucional necessária para que se pudesse compreender a relação pessoal que se esperava desenvolver nos estudantes do ensino médio sobre a noção de intervalo sobre R. 

Uma vez escolhidas as ferramentas para a análise didática verificou-se que era necessário compreender melhor como esta noção era tratada desde sua introdução na primeira série do ensino médio até sua aplicação para o desenvolvimento de outras noções para a qual ela serve de ferramenta implícita no ensino superior. 

Inicia-se assim, com uma rápida abordagem sobre a construção do conjunto dos números reais que serve de base para a noção de intervalo sobre R. A partir desta noção de base escolhe-se quatro obras, sendo três destinadas aos estudantes do ensino superior e uma destinada aos estudantes do ensino médio para traçar um panorama atual da abordagem da noção de intervalo sobre R que tenta mostrar a importância da noção de conjunto dos números reais para o estudo da noção de intervalo sobre R e a necessidade desta noção como ferramenta implícita de representação de noções associadas ao conceito de funções como, por exemplo, as noções de domínio e imagem de uma função. 

Ao traçar este panorama procura-se colocar em evidência a necessidade de uma atenção maior à noção de intervalo sobre R que ultrapassa o simples caráter de ferramenta implícita de representação e tenha seu próprio caráter de objeto matemático que poderá ser aplicado quando necessário de forma disponível se articulado com as noções intuitivas de conjunto.

Breve apresentação do panorama matemático atual da noção de intervalo sobre R

O estudo da noção de intervalo compreende analisar diversos conceitos matemáticos onde esta noção aparece relacionada. Assim é preciso iniciar introduzindo a noção de número real e prosseguir com outros conceitos que são trabalhados  tanto no ensino médio como no ensino superior. 

O estudo da noção de número real pode ser feito de diversas formas, mas no ensino médio parece mais adequado considerar uma introdução de forma intuitiva, isto é, associando um número real a sua representação decimal escrita na forma 
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Caso o número 
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 seja igual ao número dado à sua esquerda ele é um racional, caso contrário ele é um número irracional.  

Partindo do conjunto dos números reais, é possível definir intervalo a partir de seus diversos registros de representação semiótica. Autores de livros didáticos apresentam o conceito de intervalo de forma diferente conforme a obra seja destinada ao ensino médio ou ao ensino superior. White (1993) define intervalo sobre R como sendo um subconjunto de R que tem uma das seguintes formas:
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White considera ainda que 
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Os intervalos da forma 
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 são chamados intervalos abertos, pelo fato de serem subconjuntos abertos de R. Já os intervalos da forma 
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 são chamados intervalos fechados. Os outros tipos de intervalos são chamados de semi-abertos. Quando se considera a obra de Iezzi et al (2004) e levando em conta que essa obra é inteiramente voltada ao estudo de matemática no ensino médio regular, verifica-se que a noção de intervalo sobre R é abordada de forma que todas as representações apresentadas nesse trabalho são Levadas em conta como se pode verificar no texto abaixo sobre a definição de intervalo sobre R.
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Definição de intervalo aberto (IEZZI et al, 2004, p. 20)


Os autores ainda utilizam essa representação (
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) para um exemplo particular, pois supõe que dessa forma os estudantes que estão iniciando o ensino médio possam fazer uma melhor associação entre os casos particulares e o caso geral. A partir desse ponto conceitos como funções e seus domínios, limites e derivadas, integral, funções em  R2 e outros são definidos utilizando a noção de intervalo sobre  R, mesmo que essa noção não seja explicitada na introdução destes conceitos. 

Conclusões: Na realidade verifica-se que nos trabalhos que sustentam este estudo, algumas representações são explicitadas, dependendo do ponto de vista do autor ou autores sobre onde elas podem dificultar o trabalho em jogo e da etapa da escolaridade que a obra é mais indicada. Certamente os autores fazem algumas observações em função de dificuldades encontradas anteriormente, mas não centrados num trabalho sobre essas representações, pois este não é o objetivo do trabalho por eles proposto. 

Mas a existência dessas observações tende a mostrar a importância de um trabalho explicito sobre as representações e suas diferentes formas. Essas formas podem até ser iguais, mas a diferença poderá ainda estar associada ao contexto do desenvolvimento no trabalho matemático.


Pode-se ainda associar cada representação de intervalo sobre R no registro apresentado a uma forma geométrica fazendo a associação com um segmento de reta, uma semi-reta ou uma reta que necessitam ainda de representações associadas a essa noção Como mostra o exemplo abaixo:
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 são segmentos de reta de comprimento 
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 são semi-retas de origem, respectivamente, 
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 é a reta.


Esse tipo de associação é muito utilizado, mas não existe um trabalho de conversão entre as diferentes representações, o que é compreensível, uma vez que pouca importância é dada a esta atividade não importando a etapa da escolaridade. Seria interessante que um trabalho explicito de formação, tratamento e conversão dessas representações fosse desenvolvido pelo menos no ensino médio. 


Além disso, a noção de intervalo sobre R é largamente utilizada na introdução de novas noções que a sucedem como, por exemplo, o estudo do domínio de funções, estudo de limite, estudo de certas funções específicas como é o caso da função logarítmica. Para  a definição e propriedades de diversas noções aplicam-se as diferentes representações da noção de intervalo sobre R e cabe ao estudante escolher a mais adequada para a solução da tarefa proposta. Mesmo que antes ou depois de resolver a tarefa seja preciso fazer as conversões entre os diferentes registros de representação de intervalo.
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� Tarefa aqui será tratada como sendo o enunciado dos exercícios, da mesma forma como utiliza Robert (1997)


� Atividade aqui será tratada como sendo associada ao trabalho do estudante, da mesma forma como utiliza Robert (1997)
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