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O ESTUDO DA DENSIDADE DOS Números Reais NO Ensino Médio
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O conjunto dos números reais permeia a maioria dos conteúdos em Matemática, e mais especificamente a noção de densidade está presente por exemplo no estudo de limite, continuidade, derivada e integral de funções reais de variável real.

Esta pesquisa pretende apresentar sugestões para a melhoria do ensino de números reais abordando um tema em que estudantes apresentam dificuldades apontadas por várias pesquisas, a densidade deste conjunto, isto é, a existência de infinitos números reais entre dois números reais quaisquer. 

Várias pesquisas nacionais e internacionais evidenciam que muitas dificuldades dos alunos na aprendizagem de limites e continuidade de funções vêm da confusão na classificação de números reais, bem como do desconhecimento da propriedade da densidade deste conjunto. Algumas pesquisas também validam a confusão existente quanto às mesmas noções, entre os professores. Algumas pesquisas realizadas em Israel e na França, como por exemplo E. Fischbein, R. Jehiam, e D. Cohen, (1995); J.Robinet, (1993) e D. Tirosh, (1995) apontam certas dificuldades dos alunos em alguns conteúdos devido a falta de conhecimento a respeito dos números reais e suas propriedades, como por exemplo a noção da distinção entre números racionais e irracionais, e a noção de densidade. A primeira pesquisa citada anteriormente foi realizada na França junto a alunos dos equivalentes últimos anos do Ensino Médio brasileiro e o primeiro ano de graduação, com o objetivo de investigar a interação entre as concepções dos alunos sobre os números reais e a aprendizagem das noções de análise. A pesquisa de Robinet tinha como objetivo avaliar em que medida os obstáculos na conceituação dos irracionais como por exemplo a existência de grandezas incomensuráveis e o fato de o conjunto dos irracionais ser denso no conjunto dos reais e não cobrir a reta toda, constituem obstáculos de aprendizagem. Esta pesquisa foi realizada em Tel Aviv com estudantes que estavam terminando o Ensino Médio e também com iniciantes do curso de Licenciatura em Matemática. A pesquisa de Tirosh tinha como objetivo avaliar as concepções que os alunos têm sobre o infinito. Esta pesquisa também foi realizada em Tel Aviv com estudantes entre 11 e 17 anos.

Algumas conclusões são importantes para destacar: a concepção de que número irracional é aquele que possui uma representação ilimitada, mesmo sendo uma representação decimal periódica. A dificuldade de distinguir a cardinalidade dos naturais e a dos reais. A associação entre número racional e representação decimal. A associação de número irracional a um número que não é exato. A concepção de que um número irracional é um número que não é inteiro ou que é negativo.Alguns alunos consideram que duas grandezas são sempre comensuráveis alegando que basta diminuir a unidade o quanto for necessário. Para alguns, o modelo geométrico da reta não corresponde à reta de Dedekind pois suas propriedades permaneciam válidas mesmo quando a reta fosse desprovida dos irracionais ou composta apenas por racionais.

Duas pesquisas brasileiras foram inspiradas nas anteriores, a primeira de Igliori e Silva (2001) realizada com alunos iniciantes do curso de Ciências da Computação e com finalistas do curso de licenciatura em Matemática, concluiu que o modelo de reta real não considera a propriedade da densidade. Evidenciou também a confusão entre os conceitos de número racional e irracional quanto à representação decimal, ao sucessor e existência de infinitos números. Alguns alunos definem número irracional como sendo infinito ou aquele que contém infinitos dígitos após a vírgula ou ainda as raízes. E definem número racional como sendo exato ou inteiro. Percebeu-se também que o símbolo de reticências causa instabilidade nas respostas, mesmo se houver um número finito de casas, associando-o a um número irracional, como por exemplo o número 1,333...3. A irracionalidade foi considerada sinônimo de número negativo em algumas respostas. A grande maioria dos entrevistados não identifica a igualdade entre 1,999... e 2.  ARTIGUE (1995, p. 113) também descreveu que:

Em muitas investigações, se tem pedido aos estudantes universitários comparar os números  0,9999... e 1. A freqüência das respostas erradas bem como a força das convicções que nelas se manifestam, demonstra a dificuldade que existe para perceber a notação 0,9999... como algo diferente de um processo dinâmico que não se detém jamais, e (demonstra a dificuldade) para perceber mudada a designação de um número.

ROGALSKI (1994, p. 166) também constatou que não é raro encontrar estudantes do curso que corresponde ao curso de licenciatura em Matemática no Brasil, que não sabem com certeza se 0,999... coincide ou não com o número 1, e até mesmo aqueles que foram convencidos não conseguem convencer aqueles que duvidam disso.

Esta questão foi abordada em 2002 no Exame Nacional de Cursos - Provão/MEC como sendo uma das questões chamadas de objetivas destinada para o bacharelado e para a licenciatura em Matemática: “No texto a seguir há uma argumentação e uma conclusão. Como 
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0,333...

3

=

, multiplicando ambos os membros por 3 encontramos 1 = 0,999... Portanto 0,999... = 1. Assim podemos afirmar que: a) a conclusão está incorreta, pois 0,999... < 1  b) a argumentação está incorreta, pois 
[image: image2.wmf]1

3

 não é igual a 0,333...  c) a argumentação está incorreta, pois 3 . 0,333... não é igual a 0,999...  d) a argumentação e a conclusão estão incorretas  e) a argumentação e a conclusão estão corretas.

A resposta correta, a alternativa e) foi assinalada por 33,7 % dos formandos, enquanto que a resposta mais freqüente  foi a alternativa a) com 36,7 % das respostas.

Ainda a pesquisa brasileira citada anteriormente, a maioria dos alunos identifica a existência de infinitos números racionais entre dois racionais mas não considera a existência de infinitos irracionais neste mesmo intervalo. Duas questões tinham o objetivo de avaliar o efeito do uso da calculadora no comportamento dos alunos sobre a relação entre um número e suas aproximações, e para alguns alunos um número e uma de suas aproximações pareceram ter o mesmo significado. ARTIGUE, citado por IGLIORI e SILVA, (2001, p. 40), afirma que

esta associação tende a ser reforçada pelo uso de calculadora [...] Do mesmo modo que para os estudantes,
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compreende categorias diferentes de números (os inteiros, as frações, os decimais, os números que se expressam com radicais e outros como 
[image: image4.wmf]p

), todas estas categorias tendem a se confundir na associação entre número real e número decimal (com um número decimal reduzido).

Uma segunda pesquisa brasileira realizada por E. F. E. Soares, M. C. C. Ferreira e P. C. Moreira (1999) realizada com 84 alunos dos cursos de Matemática da UFMG e da UFSC identificou dificuldades na compreensão de uma série de conceitos ligados à estrutura dos reais como por exemplo o significado da incomensurabilidade de dois segmentos, o sentido e a necessidade dos irracionais. (SOARES, 1999, p. 99). Ela identificou as seguintes concepções dos alunos: um número irracional é aquele que não é exato, ou que possui infinitas casas decimais, isto é, associam os irracionais com tudo aquilo que não é familiar ou bem compreendido, ou ainda, número irracional é associado à imprecisão e a não exatidão. Assim como na pesquisa de Igliori (1999), existe a noção de que toda medida é expressa por um número racional. Muitos alunos não identificaram a existência de números irracionais entre dois números racionais dados no registro de representação fracionária e associaram as dízimas periódicas com a irracionalidade. E mais de 50% dos alunos não estavam completamente seguros da possibilidade (teórica) de subdivisão infinita de um segmento. Em ambas pesquisas foi identificada a existência da noção de que toda medida é expressa por um número racional. 

Os resultados destas pesquisas nos fazem questionar: Por quê será que os alunos ingressam e saem do Curso Superior com as mesmas dificuldades? Isso indica que possivelmente estes aspectos não são trabalhados no Curso de Matemática. Será que algumas destas questões não poderiam ser ensinadas no Ensino Básico? Será que os alunos do Ensino Médio são capazes de incorporar a propriedade da densidade dos números reais, através de questões simples que serão trabalhadas com seus professores? Os professores são capazes de apreender o conceito de densidade e serão motivados a contribuir com o instrumento para viabilizar a aplicação aos seus alunos? Este trabalho procura responder esta última questão e para tal foi realizada uma intervenção por meio da elaboração, aplicação de uma seqüência de ensino composta por dez atividades e análise dos resultados segundo a Teoria dos Registros de Representação Semiótica do psicólogo francês Raymond Duval.

O público alvo foi um grupo de onze professores do Ensino Médio, da rede pública do Estado de São Paulo. Tal escolha se deu pelo fato de o professor ser o multiplicador do conhecimento e assim poderá dispor de mais informações para ensinar a ensinar. E num segundo momento ele possa trabalhar esta sugestão com seus alunos.

O referencial teórico escolhido para alicerçar nossa pesquisa é a teoria dos Registros de Representação Semiótica de Raymond Duval. A questão que motivou o autor a desenvolver sua teoria cognitiva foi: Como se processa a aprendizagem? Pelo fato de que a comunicação em Matemática somente ser possível e se estabelecer por meio de representações, já que os objetos matemáticos são abstratos, primeiramente é fundamental diferenciar o objeto de sua representação. Esta não é o próprio objeto matemático e carrega o poder de substituí-lo. Segundo DUVAL (1994, p.39): “As representações semióticas são produções constituídas pelo uso de símbolos pertencendo a um sistema de representação que tem condições próprias de significado e de funcionamento”. Duval tenta responder sua questão inicial propondo que, pelo fato de haver várias representações para um mesmo objeto, a sua apreensão efetiva é alcançada a partir do momento em que o aluno consegue passar e transitar de uma representação a outra utilizando os diferentes tipos de registros de representação. Há dois tipos de transformações de representações: O tratamento que é a transformação de uma representação no interior de um mesmo registro. E a conversão que se processa entre dois diferentes registros.

Os Parâmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio – PCNEM também sugerem a utilização de vários registros de representação, bem como a identificação de um objeto nas suas diferentes representações, como se pode observar nas citações: “Identificar, transformar e traduzir adequadamente valores e unidades básicas apresentadas sob diferentes formas como decimais em frações ou potências de dez” e “Perceber as relações e identidades entre diferentes formas de representação de um dado objeto”. 

As duas primeiras atividades têm o caráter diagnóstico para confirmar ou não resultados de pesquisas anteriores, retomar critérios de classificação de números racionais e irracionais, iniciar a abordagem da propriedade da densidade e também têm o objetivo de direcionamento para a elaboração das atividades seguintes. A primeira delas foi elaborada com base na pesquisa de Igliori e Silva (2001) e é composta por questões que contemplam a classificação dos seguintes números reais em racionais ou irracionais: 0, 
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, 
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, 0,333...3 , 4,21222324... , 4,212121... , 
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, 3,1416 , 
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, 
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, e, 2,7182 , 1,999... , 2 , 
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. Com poucas exceções, a maioria classificou corretamente os números dados, uma resposta classificou o zero como sendo racional e irracional ao mesmo tempo, até hoje o zero causa confusões como no tempo que ainda não tinha estatuto de número. Dois grupos classificaram 3,1416 e um deles classificou 2,7182 como sendo irracionais, provavelmente uma associação entre o número irracional e sua aproximação racional. A representação 
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 foi classificada como irracional por três grupos que a converteram para a representação decimal, talvez tenha havido uma associação de número na representação decimal infinita com número irracional. Não foi identificada a associação de número negativo com irracionalidade. O número representado por 4,21222324... foi classificado em racional por um grupo que conjecturou a respeito das casas decimais representadas por reticências dizendo: “4,21222324... não tem período mas e depois?”. Enquanto que o número representado por 4,212121...  foi classificado em racional por quatro grupos que perceberam a indução da periodicidade representada por reticências, e registramos o comentário a seguir: “4,212121... tem período 21 e tem uma regra pra voltar, só não lembro”, o que justifica que é racional mas mostra também que o participante sabe que existe uma regra mas esqueceu. Um outro grupo, apesar de tê-lo classificado como número racional conjecturou: “No número 4,212121... poderia não se repetir o 21, então não seria racional”, talvez sinalizando que precisaria de uma confirmação de periodicidade para classificá-lo com segurança. As representações 
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 não suscitaram dúvidas apesar de poderem ter sido associados a uma representação de um número racional. Pudemos perceber que um grupo precisou utilizar a calculadora para converter 
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 para 0,333... e assim concluir que se tratava de uma representação de um número racional. Talvez não esteja claro para este grupo que o registro fracionário 
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 refere-se a um número racional. Um participante de outro grupo analisando 0,333...3 comentou: “
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e 0,333...3 é a mesma coisa”, mas em seguida seu parceiro argumentou que a representação 0,333...3 era finita e por este motivo era a de um número racional, o primeiro concordou.

Em outra questão: Existe um no real entre os nos abaixo? No caso afirmativo cite algum(ns): a) entre
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, b) entre
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 e 
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, c) entre
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 e  
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 e d) entre 0,999... e  1.

Em relação aos três primeiros pares de números não houve erros com exceção de um grupo que não converteu os registros fracionários iniciais e escreveu: 
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e 
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, sem o cuidado de representar o número racional como quociente de dois números inteiros. Outro grupo que também não converteu, errou sugerindo um número na representação fracionária porém fora do intervalo dado, é o caso dos sujeitos que responderam 
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. Aqueles que converteram as representações para o registro decimal apelaram para a calculadora. Duval sugere a necessidade de reconhecer um número nas suas diferentes representações e os sujeitos identificaram
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e 0,333... Dois grupos converteram 
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 para o registro decimal, respectivamente 0,272727... e 0,363636..., para encontrar números entre eles e registramos uma fala de um deles: “Decimal é mais fácil”, esta explicitação faz parecer que a conversão é familiar e torna o registro decimal mais fácil de se trabalhar. 
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 foi representado por 2,14 por quatro grupos que escreveram no registro decimal, números entre eles.Um deles pôs no registro fracionário
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que não está no intervalo dado. O único par de números em que foi identificada dúvida foi em relação às representações 0,999...e  1, três grupos responderam que não há números entre eles, mas durante a discussão percebemos que nem todos identificaram ambas representações como sendo a de um mesmo número. Um deles respondeu que sim colocando  0,001, e outro deixou em branco apesar de se notar uma rasura pois foi apagada a resposta não e tinha sido colocada a representação “( 1”. Parece não dar o mesmo significado para as expressões: “tende a” e “tem limite n”, e isto é reforçado por outro grupo adepto do não, que comentou: “O 0,999... tende a 1 mas não chega a 1”. O que já foi evidenciado por pesquisas anteriores.

As demais atividades propõem a discussão da existência de números reais entre dois reais distintos. 

A terceira atividade é composta por questões que envolviam procedimentos de cálculo de média aritmética entre dois números racionais e representação destes na reta real. Parece que o processo de tirar média é considerado fácil e a maioria (exceto um grupo) realizou, já no início da atividade, a conversão do registro fracionário 
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 dados no enunciado para o registro decimal 0,6 e 0,75 respectivamente, e estes mesmos grupos calcularam a média no registro decimal em todas as questões em que se pedia a média aritmética. Durante a resolução das questões, a respeito dos critérios de classificação de números reais, discutidos na primeira atividade, estes foram utilizados corretamente, como se pode perceber nos comentários dos sujeitos: “É racional pois a divisão deu exata”, referindo-se ao 0,6375; “Se o número cabe na calculadora, ele tem fim, se tem fim, não é irracional”;“Claro que é número racional, está representado por 
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”  em relação ao 
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; “Posso dividir à vontade e sempre tirar a média e será racional”. O que aponta para o fato de que este último sujeito provavelmente percebeu que entre dois racionais existem infinitos racionais.

Em relação à possibilidade do processo de tirar a média não ter fim, anotamos a fala de um dos participantes: “A média vai se aproximar cada vez mais de um número, o espaço entre eles sempre vai existir, mas vai diminuir”, o que indica o início da apreensão da noção de densidade. No caso em que os números eram representados em registros diferentes (fracionário e decimal), os participantes fizeram a conversão para um mesmo registro, na maioria das vezes, para o decimal.

Nas questões em que se pedia a localização dos números na reta real, a maioria sentiu necessidade de aumentar a escala para representá-los pois eles ficaram cada vez mais próximos com se evidenciou nos seguintes comentários de vários sujeitos: “Quanto menor o número, tenho que aumentar minha escala”, “Na hora de representar na reta, vou colocar a média um pouco mais para a frente”, “Vamos ter que aumentar ainda mais a escala”, “Vou fazer um espaço bem grande aqui”. 

A quarta atividade pedia a obtenção de números irracionais entre dois irracionais e também a ordenação destes números, segundo o enunciado: “Seja um número cuja representação decimal não periódica é 1,232425... Compare-o com o número cuja representação é 1,332425... que difere do primeiro apenas em um algarismo. O segundo número é uma dízima periódica? Por quê?”. A leitura e interpretação dele apresentam alguma dificuldade como se pode observar no seguinte comentário: “O primeiro número não é periódico e o segundo não fala nada?”, neste momento relemos o enunciado juntos e assim concluíram que o segundo número também era não periódico. Foi sugerido o processo de trocar um ou mais algarismos de uma representação decimal infinita, para se obter a representação de um outro número. A resolução desta atividade suscitou muito mais dúvidas e discussões do que a anterior, como era esperado, porque número irracional não é, com raras exceções, familiarmente apresentado em sua representação decimal infinita no Ensino Médio. Um grupo verbalizou a dificuldade de se achar números irracionais no registro decimal entre dois irracionais, alegando ser mais fácil achar um número entre 
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 pois haveria 
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, este é um exemplo bem cômodo, mas o que dizer sobre a existência de números irracionais entre 
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 e 
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 aparece novamente como sendo o paradigma de número irracional no comentário: “Entre os dois não tem ninguém, não sei ... o 
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 não cabe aí”. Nas questões em era pedida a ordenação, registramos o seguinte diálogo entre dois participantes do mesmo grupo: “Ordenar? Mas não está pedindo a reta real?”, “Sempre é bom por na reta real para ordenar”. Um dos grupos não estava seguro quanto à ordenação, entenderam como representação na reta real e assim concluíram que não dava para representá-los pois haveria sempre imprecisão alegando: “Não podemos por na reta, não terá precisão, não pode colocar um ponto na reta, pois se colocarmos na reta ele torna-se finito ... com bola aberta posso colocar”.

A quinta atividade é composta por questões que abordam novamente os critérios de classificação dos números racionais e irracionais porém somente no registro de representação decimal, preparando os sujeitos para as questões que se seguem pois julgamos que possa haver alguma dificuldade por se tratarem de representações decimais infinitas que são pouco usuais.

Os números trabalhados foram os mesmos utilizados na atividade anterior mas com o objetivo de procurar números racionais entre dois irracionais. 

Já no início desta atividade, um grupo tomou iniciativa de explicar o critério adotado para classificação dos números reais apresentados destacando: 

“2,3145 é racional porque é finito”.

“3,5724... e 0,9802... são irracionais se não houver período”. Conjecturando a respeito dos algarismos ‘ocultos’, representados por reticências. 
Parece que para estes dois grupos não estão claros os critérios de racionalidade e irracionalidade para a classificação dos números; a questão da infinitude ser associada à irracionalidade parece evidente. Certos comentários indicam algumas destas concepções: 

“Se é racional tem que ser finito”.

“Não dá, pois é tudo infinito. É irracional”.

Alguns deles indicam que há questionamentos e conjecturas sendo feitas, não apenas escrever uma classificação qualquer e partir para a questão seguinte: 
“Se o número vier decimal, nada garante que é dízima se não disser, pois pode a partir da 201a casa não ter período ou começar o período. Só garante se o número decimal vier da fração tipo 
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”.

“Se depois do terceiro seis no 2,666... vier um 7 por exemplo,... pode ser os dois, tanto racional quanto irracional”. 
“Acho que ela quis induzir que não há período, é melhor escrever que é irracional se não houver período”.

Estes comentários indicam preocupação dos sujeitos com a representação e apontam que elas não são suficientemente claras e precisas para classificar um número.

Na questão em que se pedia a obtenção de um número racional entre 1,232425... e 1,332425..., quatro grupos sugeriram números na representação finita, e puseram corretamente representação finita quando se perguntou que tipo de representação era esta. Destacamos os seguintes comentários: 

“Podemos colocar o mesmo sem os pontinhos”.

“Se tirarmos as reticências já é um número racional, já é racional”. Referindo-se aos números inicialmente dados. 

A partir dos dois números dados, os sujeitos obtiveram números racionais entre eles suprimindo as reticências, ou as reticências e alguns algarismos, como confirmam estes comentários. 

Dois grupos representaram os números com seis casas decimais e outros dois com duas casas, é provável que a representação finita seja mais facilmente associada como sendo a de um número racional. Porém um grupo, escolheu a representação infinita 1,233425... que não garante ser a de um número racional, responderam que a representação escolhida no item anterior era infinita, sem indicar que deveria haver periodicidade. 

Na questão em se pedia a conversão para o registro fracionário, este mesmo grupo indicou que 1,233425... não poderia ser escrito na representação fracionária pois era irracional. Na questão em se pedia outra representação de número racional, escreveram corretamente 1,233425. Ou os critérios não estão claros ou o grupo não leu corretamente o enunciado que pedia a representação de um número racional.

Outros grupos responderam corretamente a esta questão, e um deles imediatamente falou: 

“Podemos colocar uma dízima 1,232323..., se for dízima será racional, mas tem que escrever se não disser que é dízima não é certeza”.

Um grupo registrou duas representações finitas, sendo que eram pedidas uma finita e outra infinita, e outro discutiu a questão das representações: 

“Tem que representar de forma decimal, não indicado em forma de fração e tem que vir sem os pontinhos”.

Na questão em que se pedia as representações fracionárias dos dois números racionais encontrados pelos sujeitos, nenhum grupo soube converter a representação decimal infinita de um número racional. Os acertos ocorreram apenas no caso de conversão das representações finitas como registramos num comentário: 
“É só colocar o número de zeros que tem depois da vírgula”. Mesmo assim houve um erro: de 1,242425 para 
[image: image45.wmf]1,242425

1000000

, mantendo a vírgula no numerador:

Eis alguns exemplos de conversões incorretas: um grupo converteu 1,253... para 
[image: image46.wmf]500

399

, que equivale aproximadamente a 1,2531328..., não havendo a preocupação de se verificar se há período na representação 1,253... para ser racional. Apesar de o grupo só ter representado três casas decimais e não ter indicado a periodicidade, já que se pedia a representação de um número racional, não teve condições para conhecer as casas decimais além da 7a por causa da limitação da calculadora. Procuraram a resposta por tentativa e erro partindo de uma fração que se aproximasse do número pedido iniciando por 
[image: image47.wmf]5

3,99

, levaram cinco minutos para chegar à representação 
[image: image48.wmf]500

399

, como fração de dois inteiros. 

Este procedimento parece indicar que o grupo, para provar que 1,253... é racional, preocupou-se apenas em descobrir uma fração com numerador e denominador inteiros, e não considerou que aquele é apenas uma aproximação deste valor. Mas se está registrado na calculadora “é lei”:

Outro grupo converteu 1,28282828 para 
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99

; parece haver uma confusão entre uma representação finita e outra infinita: 1,28282828 e 
[image: image50.wmf]1,28

.

Um grupo sugeriu a representação 
[image: image51.wmf]1,282425...

 mas nem tentou convertê-la para o registro fracionário.

Em relação às questões que pediam a obtenção de números racionais entre um dos irracionais dados no enunciado e o racional obtido pelos sujeitos, quatro grupos escreveram os números pedidos no registro decimal finito e apenas um deles no registro fracionário.
Dentre aqueles que escolheram o registro decimal, dois puseram seis casas decimais, um deles representou duas casas e o último usou ora duas, ora três casas. 

Na questão em que era pedido para se ordenar os números obtidos, alguns deles poderiam ser repetidos. Dois grupos escreveram oito números, um grupo sugeriu sete números pois um deles coincidiu. Outro grupo colocou seis números pois dois deles coincidiram, e por último, um grupo, que apesar de ter achado os números pedidos corretamente, no momento de ordená-los escreveram apenas três deles, pareceu falta de atenção e não falta de entendimento do enunciado pois o número representado por 1,232425... foi escrito por eles como 1,2324 e o próprio número sugerido pelo grupo representado por 1,28282828 foi escrito 1,2828. Aqui também o uso de aproximações levou à interpretação de um número irracional 1,232425... para um racional 1,2324. Num segundo momento este mesmo grupo aproximou o número obtido por eles representado por 1,28282828 para 1,2828. 

Quanto à disposição dos números na ordenação: um grupo colocou duas colunas com quatro números cada uma, outros dois grupos numa única coluna verticalmente e uma outra disposição dos números, entre vírgulas. Sendo que nenhum deles usou sinal de < ou de >.

Quanto à última questão em que era perguntado quantos números racionais diferentes existem entre os números 1,232425... e 1,332425..., segue uma resposta: 

 “Existem infinitos números, aumentam as casas decimais”.

Este grupo parece ter percebido a questão da densidade. A seguinte frase indica que parece ter atingido a generalização expressando que: 

“Existem infinitos números racionais entre dois números irracionais”. 

Durante a discussão entre os participantes, no interior do grupo, registramos o seguinte diálogo: 

“Coloquei infinitos”.

“Coloquei 100.000, ou eu fiz besteira?, subtrai os dois números e deu 100.000”.

“É infinito pois aumentam as casas decimais. Quantos números há nos 3 pontinhos?”.

“Infinitos”.

“Então responde tudo”. Chegando a um acordo de que há infinitos números racionais neste intervalo. 

Investigando o raciocínio para que o sujeito chegasse a 100.000 números, descobrimos que ele aproximou 1,232425... e 1,332425... para racionais e além disso retirou a vírgula e subtraiu: 1232425 - 1332425 = 100.000 . Esta situação corrobora com nossa escolha de que a resolução da atividade em duplas, ou pequenos grupos, é enriquecida pelas discussões e muitas vezes cria oportunidade para a percepção de outros pontos de vista sobre um mesmo objeto matemático. 

Considerando todo o experimento, em muitas situações, pudemos constatar que os participantes associam a irracionalidade do número com a infinitude de sua representação. Aproveitamos todas essas ocasiões para discutir a questão da representação decimal infinita dos números reais. Para alguns dos participantes esta associação manifestou-se até o final do experimento, relacionando a representação decimal infinita, ou o sinal de reticências, com número irracional. Esta associação é evidenciada no comentário de um dos participantes da pesquisa:

“O racional é finito e o irracional é infinito”.

Por outro lado, há a contestação dos acordos tácitos. Por exemplo, a preocupação com as reticências também ficou evidente no diálogo entre dois participantes de um mesmo grupo:

 “0,222... não poderia ter outro número depois do dois?. O que garante que sempre é dois?”

“Também não sei, será que eu preciso escrever três vezes o ‘2’ ou apenas uma vez?. Tem alguma regra?”

“Quando coloca os pontinhos é tudo igual.”

“Não é isso não, senão sempre teríamos números racionais. Então 0,2... é o que?”

“0,2.... e 0,222... são iguais?”

“Acho que não, senão 0,456... seria 0,456456....”. 

Esta discussão parece indicar que este grupo percebeu que as reticências, neste caso, indicam infinitude e que pode tanto representar repetição de algarismos quanto a não repetição, dízimas períodicas ou não. 

Destacamos também que um dos grupos questionou a existência da                                                                                biunivocidade entre o conjunto dos pontos da reta e o conjunto dos números reais, argumentando que se um número tem representação decimal infinita, o ponto a ele correspondente “pode variar” de acordo com o número de casas decimais representadas. Aqui está evidenciada a identificação do número com sua representação, pois dependendo do número de casas decimais escritas, cada representação de um mesmo número parece significar, para este grupo, números diferentes.

Quando solicitada a ordenação de três números anteriormente obtidos, um grupo apresentou o seguinte:

“1,333 , 1,3330 , 1,3331”. Não evidenciando que as duas primeiras representações são do mesmo número, associando duas representações diferentes a dois números distintos.

Esta ocorrência está em desacordo com o que preceitua Duval, ao explicitar que uma representação não deve ser tomada no lugar do objeto. Segundo a Teoria deste autor, tal associação pode dificultar a apreensão do conhecimento.

A alegação para um grupo de que 3,1415... era menor que 3,141555...., provavelmente indica que este grupo não percebeu que, pelo fato de não se conhecer a quinta casa decimal de 3,1415... , não se poderia afirmar que um número era menor do que o outro. 

Sobre a questão específica da densidade dos números reais, parece que os participantes se apropriaram desta propriedade, como podem sugerir os seguintes comentários ao responderem à questão: “Quantos números reais existem entre dois números reais distintos?”:

“Entre dois números racionais existem infinitos racionais”.

             “A média vai se aproximar cada vez mais de um número, o espaço entre eles sempre vai existir, mas vai diminuir”. 

“Existem infinitos números irracionais”.

“Infinitos, pois entre dois irracionais existem infinitos irracionais”.

O registro de representação decimal infinito leva alguns professores a uma contradição. Alguns relacionaram este registro, quando periódico, como sendo de um número racional e associaram o registro infinito a um número irracional.

O trabalho em grupos foi encarado como fator positivo para a realização do experimento. Houve comentários a seu favor ao explicitarem que modificaram sua opinião a partir da discussão com os colegas, tanto no interior do grupo quanto na discussão geral.

Uma possível continuação deste trabalho seria a elaboração de atividades, juntamente com os professores do Ensino Médio, viabilizando a sua aplicação aos seus alunos.
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