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INTRODUÇÃO 
Os livros textos de Matemática do ensino superior vêm apresentando modificações relevantes, não só em sua estrutura física, mas também em sua abordagem pedagógica e metodológica. Neste trabalho apresentamos uma análise das modificações dos livros-texto de cálculo com foco nas obras compreendidas entre 1965 a 2003 nos voltando ao que Dugdale (1993) chama de significado global do gráfico. Dugdale (1993) ao tratar da perspectiva de gráficos de funções no pensamento de estudantes, fala dos esforços para melhorar a leitura e compreensão dos gráficos melhorando as concepções dos estudantes a partir da interpretação do significado global do gráfico. Por meio da análise dessas obras, buscamos mostrar a importância das alterações metodológica que vimos propor em nossa tese e as alterações metodológicas já tentadas pelos escritores de livro texto de Cálculo. As modificações aqui referidas não são particulares da Matemática, de modo geral, e do Cálculo de modo particular, outras obras de outras ciências como, por exemplo, da Física com Halliday, Resnick & Walker (1997), também apresentam modificações em suas abordagens em relação às obras mais antigas. Este estudo toma como recorte do Calculo Diferencial e Integral o estudo de gráfico de Funções. 
Compõe a hipótese do estudo central de nosso doutorado a afirmativa de que o processo metodológico da apresentação tradicional do gráfico de funções é um dos fatores que dificultam a aprendizagem do aluno. Desta forma defendemos uma metodologia na qual, inicialmente, dê-se ênfase a um gráfico completo no dizer de Dugdale, abordando-se todos os seus elementos e as relações entre os mesmo. 
Santos (2002, p. 112) afirma que imagens são "uma forma de linguagem que pode contribuir para a aprendizagem dos conceitos científicos”. Já Archela (2005, p.1) vem dizer: 

       

Em primeiro lugar, é importante lembrar que na medida em que o usuário deixa de ser passivo diante de uma mensagem comunicada através de uma imagem, na tentativa de compreendê-la, estabelece-se um processo de descodificação. Assim, uma das formas de estudo das imagens refere-se à análise de seus elementos e as relações entre suas partes.
É nesse sentido, que como um estudo preliminar de nossa pesquisa de doutoramento, buscamos analisar os livros-texto de cálculo diferencial e integral. Trabalhamos com dois grupos de livros textos de Cálculo buscando identificar a distribuição do tratamento de esboço de gráficos. Procedendo esta análise denominamos os grupos de: livros textos antigos e livros textos atuais. Esta denominação, bem como os representantes de cada um dos grupos será apresentada posteriormente. 
O ESBOÇO DE GRÁFICOS DE FUNÇÕES 
Nossa vivência na área de ensino de Cálculo Diferencial e Integral nos revelado que o problema na construção de gráfico de funções polinomiais fracionárias por parte do aluno se encontra, não propriamente no cálculo dos elementos necessários a tal construção, mas na compreensão da representação desses elementos no sistema de representação cartesiana, no comportamento de cada curva em seus diversos intervalos. O gráfico de uma função pode ser obtido por diversos métodos, que se modificam ao longo dos níveis de escolaridade e das famílias de funções estudadas. Dentre outras formas de construir um gráfico, pode-se fazer a localização no sistema cartesiano de muitos pontos da função de forma a permitir uma imagem de pontos discretos da função. Com o aumento da quantidade desses pontos há uma maior aproximação da curva que determina realmente o gráfico. A escolha desses pontos pode também variar, no caso de determinarmos uma constante e tomar o valor do domínio com espaçamentos determinados dessa constante, o (x. Vejamos o gráfico da função 
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 traçado com quantidade diferente de pontos.
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Numa primeira abordagem de funções, este método de traçar gráficos é importante para que o aluno possa ter uma primeira idéia da curva que representa o gráfico da função. No entanto, no ensino fundamental e médio, e mesmo nos livros didáticos, dá-se pouca oportunidade ao aluno de experimentar esse tipo de construção do gráfico, antes de ser informado da curva característica da família de função. Informação essa que muitas vezes não vem explícita. Ao final do Ensino Fundamental e principalmente no ensino médio, as funções são exploradas por famílias, em geral, as funções: afim, quadráticas, exponenciais, logarítmicas, trigonométricas, modulares. Para cada família de função dessa, há um tipo de curva geométrica que corresponde a seu gráfico, como, por exemplo, na função quadrática a curva é uma parábola com eixo de simetria vertical; a função afim, uma reta.  Desta forma, um procedimento muito comum nos livros didáticos e no ensino para traçar o gráfico de uma função, é calcular alguns de seus pontos, localizar no gráfico e traçar a curva característica da família da função utilizando tais pontos. Muitas vezes, o aluno nem mesmo sabe porque ou como está, de fato, utilizando tal processo. Há, então, uma mecanização na atividade. Por exemplo, para traçar o gráfico de uma função quadrática em geral é encontrado o ponto correspondente ao vértice e dois pontos simétricos, depois se ume estes pontos em forma de uma parábola. Este é um procedimento que, de certa forma, usa conceitos importantes do gráfico, próximo ao método de esboço de gráfico de funções. No entanto, exige-se o conhecimento de qual curva aquela família de funções tem como curva característica. Isto é possível numa abordagem, como no ensino médio, em que se estudam as famílias de funções que têm curvas bem delimitadas que as representem.
No entanto, no curso de Cálculo, este procedimento não mais dá conta. Diferentes famílias de função são estudadas conjuntamente, sem que seja viável trabalhar pelo reconhecimento da curva que representa o gráfico da equação apresentada. É nesse sentido que no estudo do cálculo, o traçado do gráfico de uma função migra para utilizar o esboço como estratégia de obtenção do gráfico. 

A discussão que pomos agora é sobre o esboço do gráfico de uma função. Deste modo tomemos, inicialmente, o conceito de gráfico de uma função. O gráfico de uma função, tomado aqui como aquele no sistema Cartesiano, é o registro num sistema Cartesiano dos pontos (x, f(x)), do ponto de vista de Duval (2003), para x pertencente a um intervalo do domínio escolhido. Note que numa representação Cartesiana, é representa-se apenas uma parte limitada do domínio da função, mesmo que este seja ilimitado. É bastante comum dizer-se: Dado uma função  y = f(x), no plano cartesiano, o conjunto de todos os pontos na forma (x;y) é denominado gráfico da função.  
   Esboçar o gráfico de uma função é, portanto, dar um tratamento representativo ao ente Matemático, a partir do conhecimento de como seus elementos constitutivos (Crescimento, Decrescimento, Concavidade, etc.) são representado num sistema Cartesiano. Além disso, o conhecimento desses elementos pode fornecer informações que nos leve tanto a entender a função em si mesmo, quanto ao que ela pode vir a representar seja no mundo concreto (real)  seja no mundo abstrato sobre o qual se debruçam os matemáticos que “fazem” Matemática. Neste sentido, faz-se necessário compreender os elementos constitutivos e como os mesmos são representados no sistema cartesiano para poder montar o gráfico de uma função. Isto é obtido por meio de cálculos elaborados com o uso direto do limite ou com o seu uso “indireto” através da derivada.   
 
Com estas idéias, escolhemos a função polinomial fracionária, para discutir os elementos matemáticos inerente ao estudo do esboço de gráficos de função. Características como intervalos de crescimento, decrescimento ou estabilidade, pontos críticos (de máximo, de mínimo ou de inflexão), concavidade, assíntotas, raízes são utilizadas no sentido de converter essas informações para a representação gráfica e então trazer um esboço do gráfico da função trabalhada.

Aqui fazemos breve discussão de cada um desses conceitos, para tanto iniciamos com as funções polinomiais e culminamos com as funções polinomiais fracionárias. Para determinarmos este tipo de função tomemos, inicialmente, a função afim cuja notação pode ser: f(x) = ax +b. Ao dizermos que esta é uma notação, queremos dizer que existem várias outras notações para esta função. O que determina a função em questão como polinomial é o fato do seu registro algébrico ser formado por um polinômio com as seguintes características: tem uma variável independente, x, e esta variável possui um expoente 1, que é multiplicado por uma constante a, a qual corresponde à taxa de variação; possui um termo independente, b. As funções polinomiais inteiras ou polinômios aqui tratados são do tipo: 

[image: image6.png]b, beR,

RO

i) flx)=ax + bx ke, () e B

) fix) =ax’ o’ Hox+d, (hed)e B





Classificamos o polinômio quanto ao seu grau de acordo com o maior expoente de x nele existente. Assim, referentemente aos itens i, ii...iv acima,  a função (i) é uma constante e o grau de seu polinômio é 0 (zero); a função (ii) é uma função afim e com polinômio de grau 1; a função (iii) é uma quadrática com polinômio de grau 2; a função (iv) é uma cúbica com polinômio de grau 3. No caso particular da função f(x) = 0, pode-se dizer que o polinômio não possui grau definido. 

De uma forma mais geral temos que as funções polinomiais inteiras de grau n podem ser representadas pela fórmula: 
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. A forma de obtermos as funções racionais fracionarias, é dividindo o polinômio f(x) acima por outro polinômio de mesmo tipo. Assim, dado  
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No caso de uma variável x, uma função polinomial fracionária é uma função que pode ser escrita na forma:
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onde f(x) e g(x) são funções polinomiais em x e g(x) não é a função nula. O domínio da função h(x) é o conjunto de todos os pontos nos quais g(x) não se anula. 
Além de elementos já comuns ao estudo dos polinômios, como regiões de crescimento, concavidades, pontos críticos, inclui-se ainda um estudo do comportamento da função quando x se aproxima dos valores em que g(x)= 0 e f’(x)= 0. 
O aluno, com freqüência, encontra esses dados através dos cálculos realizados a partir das representações algébricas das funções. Entretanto, freqüentemente, não estabelece uma noção geométrica que leve ao entendimento de que se trata da função estudada. Com o conhecimento derivado da abordagem do ensino médio, o aluno sabe apenas identificar pontos da função no sistema cartesiano e, então, traça a curva característica da família de função. No caso de não conhecer a curva característica esse procedimento precisa ser substituído por uma forma de construir o gráfico por meio da representação dos elementos da curva.. Desta forma apresenta-se uma dificuldade de obtenção do gráfico de uma função, principalmente quando o aluno depara-se com funções das quais ele não conhece a curva característica. 

Essa questão vem sendo discutida por pesquisadores preocupados com a necessidade de um melhor entendimento do aluno quanto ao gráfico da função (Dugdale, 1993; Yerushalmy & Schwartz, 1993; Gomes Ferreira, 1997; e Philipp & Richgels, 1993). Por meio do gráfico é possível analisar características importantes de uma função. Além disso, diferentemente da sua representação algébrica, o gráfico permite uma análise global da função e uma visão do todo. Dugdale (1993) fala dos esforços para melhorar a leitura e compreensão dos gráficos melhorando os conceitos dos estudantes a partir da interpretação do significado global do gráfico. Esse tipo de tratamento não se faz presente nos livros texto de Cálculo embora exista uma clara diferenciação metodológica nos tratamentos entre os livros textos novos e os antigos, com os primeiros tendendo a idéia da necessidade de se trabalhar com o gráfico global. 
UM BREVE ESTUDO SOBRE OS LIVROS-TEXTO

Os livros textos de Cálculo vêm trazendo transformações na apresentação dos seus conteúdos de modo geral e de modo particular no gráfico de funções. Não vamos tratar destas transformações como sendo “evolução dos livros didáticos”. Preferimos utilizar o termo “alteração metodológica” a fim de evitar discussões sobre o que, de fato, significa evolução dos livros didáticos. É nesse sentido que analisamos as alterações metodológicas quanto à abordagem do esboço de gráficos nos livros didáticos, com uma análise mais sistemática de 4 obras, tomadas como caso representativo de duas metodologias bem diferenciadas: Nesse estudo discutimos a abordagem do esboço de curvas ao longo dos livros didáticos mais representativos das épocas. Para tal escolha fizemos uma discussão da metodologia adota por diversas das obras de 1965 até 2002. 
De 1965 até 1985, Courant (1965), Moise (1970), Lang (1965), Piskunov (1969) e Simmons (1988) por exemplo, davam um tratamento matemático ao gráfico de funções apresentando segmentos gráficos que justificavam a informação algébrica apenas para um dos elementos necessários à construção do gráfico. Conforme veremos mais detalhadamente, as obras tratam da região de crescimento de uma função digamos na página 2, e vem tratar da concavidade digamos, na página 40. Essa apresentação torna fragmentada a abordagem do estudo. 

O termo fragmentada é aqui usado para fazermos referência ao número de páginas separando elementos constitutivos do gráfico que deveriam está o mais próximo possível; ao número de gráficos completos que sejam compostos pelos elementos constitutivos da representação geométrica da função trabalhada e a uma abordagem de tópicos dentro de outros tópicos. Com essa fragmentação, as obras, em suas edições aqui consideradas como antigas, não parecem apontar para uma noção dirigida, propriamente, à compreensão clara de como se esboça o gráfico de uma função. 

Tomemos, por exemplo, Moise (1970), que vem dizer: “Recordemos da secção 3.9, a definição de função crescente: a função f é crescente se x < x’ => f(x) < f(x’). Analogamente, f é decrescente se x < x’ => f(x) > f(x’) ” (p.200). Em seguida Moise apresenta o gráfico explicativo referente, exclusivamente, a este item. Observe que Moise vem fazer menção à secção 3.9 na secção 5.1. Havendo, então, 81 páginas de separação entre a abordagem de crescimento e decrescimento e o teorema e exemplos de aplicação de dois elementos do gráfico de funções. O teorema está colocando no bojo do estudo do Valor Médio de uma função f no intervalo [a,b] que é colocado por Moise (1970, p.118) no principio da compressão: A derivada da Integral. Ainda que Moise (1970) repita a definição de crescimento e decrescimento de uma função, observa-se a fragmentação. Moise aborda elementos necessários à construção do gráfico dentro de contexto que não são específicos para isso.
Já os livros textos mais atuais, como Thomas (2002), Anton (2000) e Larson & Edwards (2005), trazem uma abordagem na qual os elementos constitutivos do gráfico são discutidos mais próximos uns dos outros. Esta abordagem aponta diferenças significativas relativas aos livros antigos do ponto de vista da fragmentação. Anton (2000), ao apresentar o mesmo item referido acima em Moise (1970), região de crescimento da função, o faz em conjunto com a região de concavidade no item 5.1, Análise de Funções I: Crescimento, Decrescimento e Concavidade. (p.290). Enquanto Moise (1970. p. 200) usa dois gráficos (funções hipotéticas) como auxilio visual, Anton (2000, p. 289-324) utiliza treze gráficos sendo nove hipotéticos envolvendo os dois tópicos e quatro específicos (Funções reais) em um contexto geral envolvendo todo o gráfico da função sempre que possível. Em nossa análise, mais adiante, traçamos uma diagnose da fragmentação no ensino de esboço do gráfico de funções com apresentação de uma tabela apresentando uma breve sistematização. No caso, escolhemos dois livros textos representativos da corrente metodológica que chamamos como antiga, e dois livros texto decorrentes da corrente metodológica que chamamos de atual, a saber:  
· Cálculo  Diferencial e Integral, v.1 de Courant (1965); 

· Cálculo: um curso universitário, de Moise (1970);
· Cálculo um novo horizonte de Anton (2000);
· Cálculo George B. Thomas, v.1, de Thomas (2002). 
  A própria obra do Courant (1965) assume, no prefácio, ser sua obra uma cisão com obras anteriores e mesmo contemporâneas já que, para Courant (1965) o tratamento separado, Cálculo Diferencial e Cálculo Integral, é o resultado de um mero “acidente histórico”. Para Courant (1965), as demais obras estavam equivocadas. No prefácio da primeira edição alemã, Courant (1965) vem dizer:     

Ele (o aluno - nota nossa) recusa ser importunado pela prolixidade e enunciados gerais que nada lhe ensinam e não tolera o pedantismo que não distingue o essencial do não essencial e que, por amor a um conjunto sistemático de axiomas, deliberadamente esconde os fatos aos quais se deve o desenvolvimento da matéria. 
Analisando outras obras contemporâneas de Courant (1965) como Lang (1965) e Piskunov (1969), já que seguem o mesmo padrão  tanto metodológico quanto pedagógico, fazemos uma breve confrontação da questão “método-pedagógico”, com obras metodologicamente diferenciadas na atualidade, como Thomas (2002) e Anton (2000).  Estas últimas contrastam não só com o enfoque das obras tradicionais de 1965 a 1985 como, também, com o tratamento pedagógico, metodológico, layout, etc. 

   Courant (1965) tem a metodologia próxima à de Moise (1970)  (podemos dizer melhor: Moise é que tem uma abordagem próxima de Courant, já que é seu seguidor) sendo a abordagem do gráfico de funções ainda mais fragmentada em Courant. Courant (1965, p.14-23) inicia o tratamento de gráfico de função explorando o crescimento da mesma. E vem dizer: 

A restrição que imporemos agora, ao conceito de função, é: a representação geométrica da função deve assumir a forma de uma curva geométrica “plausível”. É verdade que isto implica mais em uma vaga idéia geral do que, propriamente, em uma estrita condição matemática. Cedo, porém, formularemos tais condições, como continuidade, a derivabilidade e outras que farão com que o gráfico da função possua o caráter plausível, visualmente, de representação geométrica. (COURANT, 1963, p.14)
  Courant (1965) vem retomar os elementos de uma curva com o teorema das funções continuas na página 63, e os Máximos, Mínimos e Concavidade, na página 158. A abordagem de Moise (1970, pp.200-248), referente ao gráfico de funções com o auxilio da derivada, vem apresentada no tópico: A Variação das Funções Contínuas. Não existe, portanto, um tópico particularmente dedicado ao gráfico de funções, do mesmo modo que não existe em Courant (ibidem).  E isso é que produz uma fragmentação ainda mais forte do que a de Moise (1970). Caso fossemos abordar, continuamente, as obras cada vez mais recentes a partir de 1960, perceberíamos que essa metodologia vem tomando outras formas na direção do que ocorre, atualmente, com as obras de Anton (2000) e de Thomas (2002).  Ao tempo em que se observa que os precursores de uma modificação conteúdista que mais chamaram a atenção foram Leithold (1977) e Piskunov (1969).  Estes autores deram ênfase ao número de exercícios propostos e resolvidos como fator principal da aprendizagem em matemática. 
   Na abordagem contemplada por Thomas (2002, pp.229-250) e Anton (2000, pp. 289-324) são apresentadas, respectivamente: Aplicação da Derivada e Análise das Funções e Seus Gráficos. O uso dos gráficos por estes autores está posto dentro de uma mesma perspectiva que é a de fornecer imagem visual do que diz a linguagem matemática a respeito das definições, conceitos e teoremas. Assim, os autores acreditam poder facilitar a compreensão apresentando, graficamente, aquilo que foi definido, conceituado e será demonstrado. 

  A respeito das características da décima edição, Thomas (2002) vem dizer: “Com uma linguagem simples, cada tópico novo é explicado por meio de exemplos claros, cuidadosamente resolvidos e de fácil compreensão, reforçado por sua aplicação no mundo real” (destaque nosso). É interessante observar que Moise (1970, p.203) vem dizer: “Este não é um problema artificial, é um problema da vida real  e nada vai ser fácil” (destaque nossos). 

   As duas citações vêm sugerir que, enquanto Moise (1970) tem como filosofia tratar a questão de uma função do mundo real de forma esporádica, Thomas (2002) sugere uma filosofia de trabalho pautada, quando possível, no mundo real. O que demanda uma profunda diferença. Nas características da décima edição, Thomas (2002) ainda acrescenta: ”Com ênfase na modelagem e suas aplicações do cálculo usando dados reais, procura-se dá mais equilíbrio ao método gráfico, numérico e analítico, sem comprometer a integridade matemática do livro”.   
Archela (2005, p.1) vem dizer:        

Em primeiro lugar, é importante lembrar que na medida em que o usuário deixa de ser passivo diante de uma mensagem comunicada através de uma imagem, na tentativa de compreendê-la, estabelece-se um processo de decodificação. Assim, uma das formas de estudo das imagens refere-se à análise de seus elementos e as relações entre suas partes. 
Todos os autores com os quais estamos lidando neste trabalho (Moise, Courant, Thomas e Anton), apresentam gráficos de funções como representação geométrica da representação simbólica. A questão a ser observada diz respeito ao propósito e a forma de apresentação. Courant(1965), por exemplo, apresenta  os gráficos 
[image: image14.wmf]23

 e y=x

yx

=

 para auxiliar na compreensão do que vem a ser função monótona. A partir desta apresentação define função par e função impar. Ainda que sejam gráficos muito simples, ele não os constrói colocando, o que podemos ver por todo livro, que os gráficos do mundo real e os gráficos genéricos são representados como suporte à compreensão de outros elementos matemáticos. 

Assim é que, ao apresentar a função monótona, f(x) = x3 , Courant não trata de nenhum elemento a mais nesta função. O desdobramento desta apresentação, como dissemos, é definir função monótona como suporte à apresentação de funções inversas. Tomemos, por exemplo, a única função completa apresentada nessa obra 
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[image: image16.wmf].
Essa função vem acompanhada de sua representação gráfica. No entanto, Courant  (Ibidem) nem constrói a função nem a usa para discutir os elementos que a compõe. O Gráfico vem apresentado como suporte ao entendimento do que significa descontinuidade infinita.

Moise (1970) segue o mesmo sistema de Courant (1965). Quando Moise (1970) apresenta, por exemplo, as assíntotas na pagina 374, o faz no bojo da apresentação do gráfico da equação
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Moise (ibidem) usa a única função completa f(x) = x³ + 2x² -3x -4, [-2;2], e ao contrário de Courant (ibidem) explica como se constrói. A explicação de Moise (Ibidem) não é pontuada como o faremos aqui. Ele faz uma descrição corrente. Moise (1970, p. 202) vem dizer: 
1- Precisamos descobrir onde  f´ é maior que zero onde f´ é menor que zero. Temos f´(x) = 3x²+4x-3; 
2- f´(x) = 0 quando x é igual a 
[image: image18.wmf]213
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3- f´ é uma parábola voltada para cima. Então f´(x) é maior que 0 quando x<x2 ; f´(x) é menor que zero quando x2<x< x1; 
f´(x) >0 quando x>x1. Portanto f cresce em [-2;x2] f decresce em [x2;x1] e f é crescente em [x1;2]. 
4- Calculando f(-2) = 2, f(x2) ≈ 2,1; f(x1) ≈ -4,9, f(2) = 6. 
Isso nos dá o gráfico.
Observamos que Moise (Ibidem) mostra como constrói o gráfico. A questão é que, até o momento, Moise (Ibidem) não tem falado de Máximo e Mínimo, Ponto de Inflexão nem do sentido da concavidade. Quando Moise (1975, p. 210) vem apresentar função 
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também apresentada por Courant, já tem apresentado Máximo e Mínimo, Ponto de Inflexão e sentido da concavidade e, no entanto, o gráfico não é construído, é apresentado dentro da discussão do comportamento da função no infinito ou seja do limite da função. 

  É necessário ainda observarmos que apesar de Moise mostrar como se constrói o gráfico, os elementos necessários à construção são colocados de forma fragmentada. Como veremos na tabela a seguir, o crescimento da função está posto na página 119 e a região de concavidade na página 208. Tanto Thomas quanto Anton resolvem o problema da necessidade de apresentar gráficos incompletos na necessidade de auxiliar as representações simbólicas, com a abertura de um capitulo voltado, exclusivamente, para o esboço de curva.
Diante do exposto vemos que existe uma grande diferença de apresentação e de abordagem entre os livros textos de Cálculo antigos e os novos. É nesse sentido que decidimos elaborar uma análise mais quantitativa da fragmentação da abordagem dos elementos importantes ao esboço do gráfico de uma função, discutindo a sua distribuição ao longo das obras. 

O que passamos a apresentar é uma breve análise da distribuição do estudo dos elementos importantes para esboçar um gráfico ao longo da obra. Como vimos dizendo o foco não é a análise do livro didático, no entanto o trabalho que dá origem a este artigo cobra uma análise dos elementos que compõem a formação do gráfico. Deste modo o estudo apresentado não esta fazendo foco no uso de gráficos, ou na sua obtenção por outros métodos que não o esboço. Trabalhamos, como vimos dizendo, com foco no gráfico como um todo. 
Tabela I – Diagnose da distribuição das definições do ensino do gráfico de funções
	
	ANO/OBRA

	
	1965
	1970
	2000
	2002

	Assunto/Página
	Courant 
	Moise
	Anton
	Thomas

	Crescimento
	20
	119
	290
	251

	Decrescimento
	20
	122
	290
	251

	Concavidade
	158
	208
	292
	253

	Distância
	138
	86
	2
	2

	Total de páginas da coleção
	609
	487
	670
	647


A tabela revela uma fragmentação na abordagem de elementos importantes ao esboço de curvas. Além disso, o problema para a compreensão do aluno não está apenas na fragmentação mas, também, na abordagem onde se privilegia a linguagem formal (uso da linguagem simbólica) em detrimento de outras linguagens como a linguagem figural e a linguagem materna. Certamente que todos os autores apresentam gráficos, símbolos e descrição do objeto. Dito de outra forma, usam os registros de representações semióticas (Duval, 2004). No entanto, este uso está muito longe de ser o proposto por Duval (Ibidem) pois que, em Duval (Ibidem), a importância maior não é simplesmente o uso das representações semióticas. Na conversão, como defende Duval, o entendimento semântico entra em questão. Somente com esse entendimento garante-se  o caráter de conversão congruente. Para que se dê a passagem, o que vai implicar na compreensão do aluno, é necessário que sejam contemplados três elementos definidos por Duval: Correspondência semântica da unidade de significados, unidade semântica terminal e a conservação da ordem das unidades.
   Se por um lado, a fragmentação não é o único e principal obstáculo a aquisição do  conhecimento, por outro a sua existência vai torna ainda mais difícil a implementação da já difícil tarefa de conversão. A não existência de um tópico definido para o gráfico de funções em Courant (1965) e Moise (1970) ao contrario de Anton (2000) e Thomas (2002), conduz a um problema de dissociação da abordagem. Ora, de fato, se a aquisição do conhecimento Matemático, de modo geral, é complexo conforme nos diz Duval (2003, 2004), a apresentação de elementos que vão construir um gráfico de forma fragmentada, torna essa compreensão ainda mais “dolorosa” ou mesmo impossível.  Observemos que a região de crescimento da função está intimamente ligada à concavidade  e ambas aos extremos locais. Desta forma, pelo menos deveremos supor da conveniência destes elementos serem tratados os mais próximos possíveis. 

À GUISA DE CONCLUSÃO 

A análise dos livros textos de Cálculo, aqui apresentada, ainda que pontual, nos leva a acreditar que as transformações que vem ocorrendo nessas obras, apesar de positivas, não cumprem um papel decisivo na aprendizagem do conceito matemático. Ainda que as edições mais atuais pontuem um caminho mais ameno ao aluno, as abordagens, com vimos, ainda apresentam as seguintes deficiências: 

·        a falta de gráfico com todos os elementos importantes no esboço de gráficos; 

·        a ausência de uma análise entre as características dos elementos constituintes do gráfico; 

·        a ausência de um enfoque que leve em consideração a aprendizagem em matemática através do uso de pelo menos duas representações do mesmo elemento. 
Por outro lado fica evidenciado que um movimento que busca valorizar o esboço do gráfico de funções no estudo do cálculo.   
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