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Contexto da Pesquisa
A geometria está presente em nosso cotidiano nas formas das construções, dos objetos, nas inúmeras imagens com as quais nos deparamos diariamente. Diversos estudos têm sido desenvolvidos e apontam dificuldades tanto de alunos quanto de professores no entendimento de diferentes conteúdos da geometria. Dentre esses estudos, alguns já foram realizados tratando de tema cálculo de área. Eles direcionaram suas estratégias para o cálculo de área por meio do ladrilhamento, que consiste em quadricular a figura ou fazer uso do papel quadriculado, da composição, utilizando recorte da figura para compor uma outra, e da decomposição simples, processo que consiste em decompor a figura em outras. Em nosso estudo procuramos dar um enfoque diferente do abordado nessas pesquisas, trabalhando a área hachurada de determinadas figuras, compostas por duas ou mais figuras, por meio de sobreposições, buscando desenvolver a visão geométrica. 

Temos como hipótese que os alunos apresentam dificuldades no reconhecimento de figuras geométricas planas e na identificação das expressões algébricas que possibilitem encontrar a área das respectivas figuras. Quanto à composição/decomposição de figuras planas, acreditamos que os alunos apresentam dificuldades em decompor corretamente uma figura composta de duas ou mais figuras geométricas planas para o cálculo da área solicitada; bem como em compor uma figura geométrica para facilitar o cálculo da área.

Propomos, então, duas questões:

1. Que dificuldades o aluno apresenta no cálculo de área de figuras planas?

2. Se o aluno sabe decompor uma figura em várias outras, será que ele consegue relacionar a figura principal com as da decomposição e a área total com as áreas das figuras da decomposição?

O trabalho desenvolvido por Chiummo (1998) traz à tona dificuldades apresentadas pelos professores no que diz respeito ao ensino da geometria, mais propriamente o ensino de áreas de figuras planas.  A autora procura detectar como professores do Ensino Fundamental ensinam o conceito de área e perímetro de figuras planas. Aplicou testes em 33 alunos da 6ª série de um colégio municipal da cidade de São Paulo, buscando diagnosticar como os professores trabalhavam o conceito de área. Fez um estudo histórico e epistemológico sobre o conceito de área, com o objetivo de levantar a gênese e a evolução desse conceito, além dos obstáculos epistemológicos.

Chiummo (1998) conclui que alguns professores utilizam a técnica do ladrilhamento, outros desconhecem tal técnica, ensinando somente por meio de fórmulas. A pesquisa aponta também que a maioria dos professores pesquisados não explora a história do conceito de área, de onde veio e como surgiu. Detectou também que numa mesma série da mesma escola, professores utilizam métodos diferentes para ensinar seus alunos os conceitos de área e perímetro.

O trabalho desenvolvido por Facco (2003) também discute o cálculo de área e perímetro de figuras planas, bem como considera que os alunos não dominam os conceitos de geometria necessários para o cálculo de área de figuras planas, tais como triângulos, retângulos, losangos, paralelogramos, quadrados, entre outros. Essa autora testou técnicas de ladrilhamento, decomposição, composição e sobreposição simples para o cálculo de área de figuras planas, para facilitar o processo de aprendizagem dos alunos de uma 5ª. série de uma escola pública da cidade de São Paulo.
Em suas conclusões, a autora aponta que, nas “questões que exigiam melhor capacidade de apreensão operatória, decorrentes da necessidade de decomposição de figuras por meio de traços ou identificação de medida de área ou cálculo de área em figuras mais complexas, (...) o caminho de resolução dos problemas foi se tornando cada vez mais fácil para os alunos” (FACCO, 2003, p. 141). Atribui este sucesso à aplicação da seqüência de atividades de ensino que investiram na comparação de figuras por sobreposição para a identificação de área (igual ou diferente) que os levou à diferenciação de perímetro e área, ou seja, os alunos começaram a se familiarizar com a estratégia da compensação de partes, para visualizarem uma figura de fácil análise (quadrado, retângulo, triângulo retângulo).

Referencial teórico

A Matemática trabalha com objetos abstratos, ou seja, seus conceitos, suas propriedades, suas estruturas, suas relações não são palpáveis, necessitam, para sua apreensão, do uso de uma representação. Uma representação ocorre quando alguma coisa se coloca, para alguém, no lugar de outra coisa. Temos as representações por meio de símbolos, signos, códigos, tabelas, gráficos, algoritmos, desenhos. Segundo Damm, “não existe conhecimento matemático que possa ser mobilizado por uma pessoa, sem o auxílio de uma representação.” (DAMM, 1999, p. 137). Logo, necessário se faz, no ensino da Matemática, considerarmos as diferentes representações de um mesmo objeto matemático, bem como a transição entre estas representações.

Utilizamos, em nosso estudo, as representações semióticas, pois somente elas realizam uma função de tratamento intencional, função esta fundamental para a aprendizagem humana.

Segundo Duval (1993 apud DAMM, 1999, p. 143), as representações semióticas “são produções constituídas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representação os quais têm suas dificuldades próprias de significado e de funcionamento.”

As representações semióticas têm dois aspectos: sua forma (o representante) e seu conteúdo (o representado). A forma muda de acordo com o sistema semiótico utilizado, uma vez que existem vários registros de representação para o mesmo objeto. Podemos ter ainda mudança na forma dentro de um mesmo registro de representação. Para que se dê a apreensão de um objeto matemático, necessário se faz que a conceitualização ocorra por meio de significativas representações. Logo, o trabalho com diferentes registros de representação semiótica (diferentes representações), bem como a transição entre estes registros, beneficiará a aprendizagem de um conceito matemático.

Uma representação semiótica pode sofrer diferentes transformações, a saber: um tratamento ou uma conversão.

O tratamento é uma transformação de uma representação no próprio registro onde ela foi formada, ou seja, é uma transformação interna a um registro. O tratamento está ligado à forma e não ao conteúdo do objeto matemático.

Já a conversão se dá entre registros diferentes, pois se constitui na transformação de uma representação em uma outra, conservando a totalidade ou uma parte do objeto matemático estudado, ela é exterior ao registro de partida. Registros de representação diferentes possuem graus de dificuldade diferentes para quem apreende, uma vez que um registro de representação exige tratamento diferente de outro. 
DAMM (1999) aponta três passos fundamentais para se fazer uma análise cognitiva da aprendizagem, considerando-se registros de representação semiótica:

1 – fazer a distinção entre tratamento e conversão;
2 – verificar os tratamentos específicos a cada registro sem misturar com os tratamentos em outro registro;

3 – considerar simultaneamente dois registros de representação, e não cada um isoladamente.

Ainda quanto ao processo de ensino aprendizagem, Haruna (2000) destaca que um dos fenômenos importantes para se levar em conta são as formas de apreensão dos registros de representação semiótica que Duval classifica em quatro tipos de apreensão:

a) seqüencial – construção ou descrição com o objetivo de reproduzir uma figura;

b) perceptiva – relacionada a visualização, a interpretação das formas da figura em um situação geométrica;

c) discursiva – interpretação dos elementos da figura geométrica;

d) operatória – centrada sobre as possíveis modificações de uma figura e em sua reorganização perceptiva. (DUVAL, apud HARUMA, 2000, p. 45)

Tais tipos de apreensão aplicam-se particularmente às atividades utilizadas em nosso trabalho. Uma vez que dentre tais atividades propostas aos alunos, constam problemas que exigiam a construção e a descrição de figuras geométricas (apreensão seqüencial); atividades com figuras em posições não convencionais, exigindo uma visualização para a interpretação da forma da figura (apreensão perceptiva); atividades que solicitam o cálculo de área necessitando, portanto, da interpretação dos elementos da figura geométrica (apreensão discursiva); e atividades que exigiam a composição e/ou a decomposição em duas ou mais figuras (apreensão operatória).

Procedimentos da Investigação
Este trabalho foi realizado numa escola pública do Município de Jacupiranga, município com aproximadamente 19.000 habitantes, situado na região do Vale do Ribeira no Estado de São Paulo. As atividades foram desenvolvidas com alunos de uma 3ª série do Ensino Médio, do período matutino, na maior escola do Município. A sala escolhida para aplicação do questionário é mista (com garotos e garotas), tem 30 alunos, com idades entre 17 e 18 anos.

O trabalho foi desenvolvido em duas etapas. A primeira etapa consistiu na aplicação de um teste diagnóstico, que permitiu verificar se os alunos têm conhecimento de figuras geométricas planas e os procedimentos associados ao cálculo de área. Esse teste diagnóstico é composto de duas atividades, a primeira composta de 13 itens contendo figuras geométricas planas, solicitando o cálculo de suas respectivas áreas. A segunda atividade traz seis problemas, solicitando a construção de uma figura e o cálculo de suas área. Estes problemas caracterizam-se ainda pela necessidade do aluno interpretar corretamente o enunciado e fazer a visualização geométrica da figura em questão, ou seja, realiza a conversão da representação da linguagem natural para a representação gráfica. Após a aplicação do teste diagnóstico, foi desenvolvida uma seqüência de ensino, que o objetivo de trabalhar o cálculo de área da intersecção de figuras geométricas planas. 

Análise dos Resultados do Teste Diagnóstico

Os 13 itens da atividade 1 foram analisados individualmente de acordo com as respostas dos alunos. Foram consideradas três situações, os acertos, os erros e as questões que foram deixadas em branco. As certas são as questões que apresentaram resoluções corretas. Sabemos que os alunos poderão utilizar a expressão algébrica que representa a área das figuras planas ou, dependendo da figura, o aluno poderá resolver por meio da composição ou decomposição da figura. Os alunos que utilizaram qualquer método que leve ao resultado esperado tiveram sua resposta considerada correta. As erradas são as questões cujas respostas e os métodos utilizados para resolução não são compatíveis com as figuras apresentadas. Além das questões certas e erradas foi considerada uma terceira situação, das questões que foram deixadas em branco. Essas não puderam ser analisadas com segurança uma vez que não podemos saber o real motivo que levaram esses alunos a não expressarem nenhuma resolução. 

Apresentamos a seguir uma tabela com os resultados de acertos, erros e o número de questões deixadas em branco, por figura da atividade 1 do teste diagnóstico.

	ITEM                          
RESULTADO
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	I
	J
	K
	L
	M

	ACERTARAM
	14
	28
	30
	25
	12
	27
	23
	26
	17
	19
	9
	8
	13

	
	47%
	93%
	100%
	83%
	40%
	90%
	77%
	87%
	57%
	63%
	30%
	26%
	43%

	ERRARAM
	15
	0
	0
	0
	15
	3
	5
	3
	8
	1
	16
	17
	6

	
	50%
	0%
	0%
	0%
	50%
	10%
	17%
	10%
	27%
	3%
	53%
	57%
	20%

	NÃO FIZERAM
	1
	2
	0
	5
	3
	0
	2
	1
	5
	10
	5
	5
	11

	
	3%
	7%
	0%
	17%
	10%
	0%
	6%
	3%
	16%
	34%
	17%
	17%
	37%


Tabela 1: Resultado da atividade 1 do teste diagnóstico – itens de A a M

Podemos notar que a figura C, um retângulo, foi a questão que obteve 100% de acerto, as questões B e D, paralelogramos em diferentes posições, também tiveram uma boa porcentagem de acerto e nenhum erro. As questões F, um quadrado, e H, um triângulo com identificação da base e da altura das medidas, também obtiveram bons índices de acerto. A questão J, um trapézio, também não teve uma porcentagem alta de erros, porém uma boa porcentagem de alunos deixou a questão em branco, mostrando talvez desconhecimento de sua resolução. As questões que obtivemos a maior porcentagem de erros foram as questões A (triângulo retângulo), K (setor circular) e L (triângulo em posição não convencionalmente encontrada nos livros didáticos).

Na maioria dos itens dessa atividade o percentual de acertos superou o de erros e de questões deixadas em branco, com exceção dos itens A, E (um trapézio retângulo), K e L, onde o percentual de erros superou o percentual de acertos e de questões deixadas em branco. 

Após a aplicação da atividade 1 do teste diagnóstico, concluímos que a maioria dos alunos reconhece as figuras geométricas planas e consegue fazer a relação entre a figura e a expressão algébrica (formula) que representa sua área, o que facilitará o desenvolvimento da seqüência de ensino. 
O que chamou atenção foi o fato de um grande numero de alunos terem errado os itens A e L do teste diagnóstico, uma vez que o primeiro se refere ao cálculo de área de um triângulo retângulo, disposto na posição convencionalmente apresentada pelos livros didáticos, e o segundo se refere ao cálculo da área de um triângulo retângulo, porém em uma posição não convencional. Isso demonstra que os alunos, embora na terceira série do Ensino Médio, possuem muitas dúvidas referentes ao cálculo da área do triângulo. 

Antes de se iniciar a aplicação da atividade 2 do teste diagnóstico, retomamos a atividade 1 do mesmo, comentamos os erros e os acertos cometidos e retomamos o processo de resolução. Buscando, assim, fornecer aos alunos informações que pudessem diminuir suas dúvidas, no que diz respeito ao cálculo de área das figuras geométricas planas.

A atividade 2 do teste diagnóstico apresenta aos alunos uma relação de seis problemas. Cada problema proposto nesta atividade 2 foi analisado individualmente levando em consideração as situações de acerto, de erro e as questões que foram deixadas em branco. Sabemos que os alunos poderão fazer uso das fórmulas ou de processos de decomposição ou composição, então qualquer método utilizado pelo aluno que leve ao resultado esperado foi considerado como resposta correta. Foram considerados errados os problemas cujas respostas e os métodos utilizados para a resolução não sejam compatíveis com o que está sendo solicitado nos problemas. Além dessas situações, consideramos uma terceira a de não resolução dos problemas, isto é, as questões deixadas em branco, que não iremos analisar.
A aplicação dos problemas da atividade 2 teve a duração de duas horas e foi desenvolvida individualmente com os mesmos alunos da atividade 1. A tabela abaixo apresenta o resultado de problemas certos, errados e em branco, com respectivas porcentagens.

	             PROBLEMA

RESULTADO
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	ACERTARAM
	26
	23
	25
	27
	25
	23

	
	87%
	77%
	83%
	90%
	83%
	77%

	ERRARAM
	4
	7
	5
	3
	5
	7

	
	13%
	23%
	17%
	10%
	17%
	23%

	NÃO FIZERAM
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	0 %
	0 %
	0 %
	0 %
	0 %
	0 %


        Tabela 2: Resultado da atividade 2 do teste diagnóstico

Podemos observar que os alunos conseguem até com certa facilidade fazer a conversão da linguagem natural para a linguagem geométrica e para a linguagem algébrica, que permite calcular a medida da área das figuras construídas. O fato de o percentual de acerto ser muito superior ao de erros, além de não ocorrer nenhum caso de alunos que deixaram os problemas em branco, nos fez esperar que os alunos se saíssem bem na seqüência de ensino.

O teste diagnóstico visou saber “como estavam” os alunos com relação ao cálculo de área de figuras geométricas planas e preparar para a aplicação da seqüência de ensino, que trabalhará o cálculo de área hachurada de uma figura composta por duas ou mais figuras geométricas planas. Para o aluno ter sucesso na seqüência de ensino será necessário conhecer o processo de decomposição e composição de figuras geométricas planas e fazer a relação entre as figuras que se formam pela decomposição e composição.

Análise dos Resultados da Seqüência de Ensino

A seqüência de ensino, composta de 5 atividades, foi aplicada para os mesmos 30 alunos do teste diagnóstico. Para a resolução de cada uma dessas atividades era necessário que o aluno visualizasse a decomposição dessas figuras geométricas planas para calcular as áreas hachuradas.

Durante a aplicação da seqüência de ensino, foram feitos diversos comentários sobre os critérios de resolução. Falou-se da necessidade dos alunos analisarem as figuras apresentadas utilizando o processo da composição e da decomposição, para depois efetuarem o cálculo da parte hachurada.  Para explicar tal processo utilizamos uma outra figura, mostrando que a aparente dificuldade de cálculo da área poderia ser resolvida com a decomposição dessa figura. 

Durante a aplicação da seqüência de ensino, distribuímos papel cartão, cartolinas e sulfites para que os alunos pudessem reproduzir as figuras geométricas planas indicadas na seqüência de ensino. A partir da reprodução das figuras no material manipulativo, os alunos poderiam fazer os recortes necessários promovendo assim a decomposição das figuras apresentadas e, com as figuras obtidas por meio desses recortes, os alunos passariam a discutir em grupo de três pessoas as possibilidades de resolução.

Durante o processo de discussão pudemos observar que alguns alunos conseguiam visualizar o que estava sendo pedido em cada item da seqüência de ensino, porém parte dos alunos não conseguia entender como obter a área da figura original pela decomposição.
Nesse momento, com o auxílio da professora da sala pudemos fazer algumas intervenções com o objetivo de fornecer aos alunos informações que permitissem a eles encontrar um caminho para calcular a área hachurada em cada uma das figuras. A técnica de recorte utilizada e discutida com os alunos facilitou a visão dos mesmos, demonstrando que é necessário representar de maneira concreta o que está sendo estudado. 

A maior parte dos alunos afirmou que jamais haviam trabalhado com exercícios daquele tipo e, portanto, não sabiam por onde começar. Apenas alguns poucos conseguiam decompor corretamente as figuras e alcançar o resultado de forma correta.

Diversas intervenções foram realizadas ao longo do trabalho com a seqüência de ensino, de maneira que os alunos buscassem caminhos para a resolução de cada problema. Nessas intervenções, cada aluno dava sua opinião, redesenha as figuras e fazia os recortes necessários, promovendo assim a decomposição da figura e facilitando o cálculo.

Durante as 4 horas de aplicação da seqüência de ensino os grupos compostos de três alunos discutiram entre si e com o auxílio dos dois professores presentes. Após o término das atividades propostas na seqüência de ensino, cada aluno entregou individualmente sua folha de atividades.

Dois dias após a aplicação da seqüência de ensino retornamos à sala de aula para, em conjunto com os alunos, apresentar os erros cometidos e dar início a um novo processo de discussão com o objetivo de diminuir as dúvidas que ainda persistiam. Acreditamos que alcançamos os objetivos propostos pelo trabalho que foi desenvolvido e que os alunos puderam compreender melhor o que significa calcular a área hachurada de uma figura geométrica plana.

Na análise da seqüência de ensino, consideramos certos os itens cujas resoluções apresentaram tanto a decomposição correta das figuras geométricas solicitadas, quanto o cálculo também da área procurada. Os itens com resoluções incorretas ou incompletas foram considerados errados. Já os itens sem qualquer tipo de desenvolvimento, isto é, em branco, foram computados em “não fizeram”.

A seguir apresentamos a tabela dos resultados obtidos discriminando por item da seqüência de ensino.

	         ITEM

RESULTADO
	1A
	1B
	2A
	2B
	3A
	3B
	4
	5

	ACERTARAM
	6
	6
	10
	10
	6
	20
	6
	4

	
	20%
	20%
	33,3%
	33,3%
	20%
	66,6%
	20%
	13,4%

	ERRARAM
	20
	16
	16
	12
	11
	6
	16
	6

	
	66,6%
	53,3%
	53,3%
	40%
	36,7%
	20%
	53,3%
	20%

	NÃO FIZERAM
	4
	8
	4
	8
	13
	4
	8
	20

	
	13,4%
	26,7%
	13,4%
	26,7%
	43,3%
	13,4%
	26,7%
	66,6%


Tabela 3: Resultados das atividades da seqüência de ensino

Observamos, de acordo com a tabela, que os alunos obtiveram baixo desempenho em quase todos os itens, com exceção do item 3B, que ocorreu um resultado satisfatório uma vez que o número de acertos foi superior aos erros e ao de questões deixadas em branco. Verificamos que no item 1A, o percentual de erros foi muito superior ao de acertos, fato este que se repetiu também nos itens 1B, 2A, 2B, 3A, 4 e 5. Ao analisarmos o item 3A e 5, observamos que houve um crescimento no percentual de questões deixadas em branco, sendo esta superior ao de erros e o de acertos, que foi abaixo das expectativas. 

De acordo com os resultados obtidos na seqüência de ensino, podemos observar que a maioria dos alunos demonstra muita dificuldade, no que diz respeito ao cálculo de área de figuras que necessitam de decomposição ou composição. Mais precisamente, quanto se trata de figuras com áreas hachuradas ou sombreadas, resultado da sobreposição de duas ou mais figuras geométricas planas. Isto pode ser verificado por meio das resoluções apresentadas pelos alunos nas atividades propostas por esta seqüência. 
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ANEXOS

TESTE DIAGNÓSTICO - ATIVIDADE 1

1. Calcule a área de cada uma das figuras abaixo:

A)




B)



C)
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D)



E)




F)


G)



H)




I)


J)



K)




L)

M)

TESTE DIAGNÓSTICO - ATIVIDADE 2

1. Um terreno tem a forma de retângulo cujas dimensões são: comprimento 20 m e largura 15,5 m. Construa a figura que representa esse terreno e calcule sua área.

2. O jardineiro do Quincas Club terá de construir um jardim de forma triangular cuja base deve medir 12 m e a altura 10 m. Auxilie o jardineiro, construindo a figura que representa o jardim e calcule a sua área.

3. Um construtor recebeu de seu patrão a missão de construir um pátio de forma circular cujo raio deve medir 15 m. Imagine que você é o construtor, construa a figura que representa o pátio e calcule sua área.

4. Seu Joaquim tem um terreno de forma quadrangular cujo lado mede 25 m. Deseja vendê-lo, porém, para isso precisa saber qual é sua área. Ajude seu Joaquim desenhando a figura que representa o terreno e calcule sua área.

5. O proprietário de uma casa deseja construir no seu quintal uma piscina cujo formato é de um paralelogramo de comprimento 12 m e altura 6 m. Construa o desenho que representa a piscina e calcule sua área.

6. O altar de uma igreja tem a forma de um trapézio isósceles cujas bases medem 10m e 8 m, a altura é de 6 m. Construa o esboço da figura que representa o altar da igreja e calcule a área.

SEQUENCIA DE ENSINO - ATIVIDADE 1

Observe as figuras abaixo e calcule a área sombreada.

A)





B)
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ATIVIDADE 2

Determine a área hachurada das figuras abaixo:

A)




B)
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
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ATIVIDADE 3

Calcule a área sombreada das figuras abaixo.

A)






B)


ATIVIDADE 4

A figura abaixo é um triângulo eqüilátero de lado a. Calcule a área sombreada.


ATIVIDADE 5

Utilizando um compasso com abertura a foi construída a figura abaixo. Determine a área da região hachurada.
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