PAGE  
19

Uma Investigação sobre a Aprendizagem de Integral em turmas Iniciais de Cálculo

Allan de Castro Escarlate (Mestrado em Ensino de Matemática – IM-UFRJ) – escarlate@pg.im.ufrj.br 

Victor Augusto Giraldo (IM-UFRJ ) – victor@im.ufrj.br 

Introdução

Nos últimos anos, muitas pesquisas têm sido realizadas sobre ensino e aprendizagem de cálculo elementar, a maioria destas tratando de limites e derivadas e de conceitos diretamente ligados (e.g. VINNER, 1983; TALL, 1989; WINIKI-LANDMAN & LEIKIN, 2000; GIRALDO, 2004; BIZA et al, 2006). No entanto, encontra-se na literatura de educação matemática um número relativamente pequeno de trabalhos enfocando a aprendizagem de integrais. O presente trabalho tem por objetivo geral investigar as concepções de alunos em fase inicial de aprendizagem de cálculo sobre o conceito de integral definida e suas interpretações geométricas.

Utilizando como referencial teórico as noções de imagem de conceito, definição de conceito (TALL & VINNER, 1981) e raiz cognitiva (TALL, 1989), procuramos mostrar que grande parte dos alunos adquire uma idéia imprecisa da definição de integral definida, e que essa concepção provoca erros até mesmo em situações consideravelmente simples. Isso aliado à falta de contato com uma variedade ampla o suficiente de exemplos e situações provoca um empobrecimento das imagens de conceito formadas. Nossas conclusões estão baseadas em uma pesquisa realizada com alunos do primeiro ano do curso de Licenciatura em Matemática da UFRJ. Estes resultados coincidem em grande parte com os de pesquisas semelhantes realizadas em outros países (Orton, 1983; Rasslan & Tall, 2002; González-Martín & Camacho, 2004), o que reforça as conclusões.

Na seção 2, expomos um resumo do referencial teórico mencionado acima. Na Seção 3, são feitas referências a alguns trabalhos de pesquisa relacionados com o conceito de integral e as questões de pesquisa são explicitadas. A metodologia da pesquisa consta na seção 4 e alguns dados empíricos são apresentados na seção 5. Uma análise destes é feita na seção 6 e algumas considerações são comentadas na seção 7.

1. Referencial Teórico

A teoria de imagem de conceito e definição de conceito foi desenvolvida por David Tall e Shlomo Vinner, em 1981, em um artigo que se tornou bastante conhecido na comunidade de educação matemática (TALL & VINNER, 1981). A teoria sugere que um determinado conceito matemático não deve ser introduzido ou trabalhado tendo como única referência pedagógica sua definição formal
. Segundo os autores, para que a definição formal seja satisfatoriamente compreendida pelo estudante, é preciso que haja uma familiarização anterior com o conceito em questão, desenvolvida com base em impressões e experiências variadas. Na teoria de Tall e Vinner, imagem de conceito é definida como a estrutura cognitiva total associada ao conceito, que inclui todas as imagens mentais, processos e propriedades associadas. Segundos os autores, a aprendizagem da definição formal de um conceito requer o desenvolvimento anterior de uma imagem de conceito suficientemente rica.

A imagem de conceito de um indivíduo pode ou não incluir uma sentença de palavras que especifica o conceito dado, chamada pelos autores de definição de conceito. Esta sentença pode tanto ser meramente decorada como aprendida de forma mais significativa pelo aluno. Pode também ser uma construção pessoal do próprio aluno, sendo uma forma de palavras usada por ele para explicar o conceito do seu ponto de vista, utilizando para isso, sua imagem de conceito. Assim, a definição de conceito pode ou não ser consistente com a definição formal correspondente (TALL & VINNER, 1981). 

Um modelo pedagógico bastante comum em ensino superior de matemática é aquele em que a apresentação dos conteúdos é organizada nos moldes de sua estrutura formal. Em particular, os conceitos são introduzidos a partir de sua definição formal. Esse modelo encerra o pressuposto tácito de que a definição de conceito molda a imagem de conceito – enquanto a teoria sugerida por Tall e Vinner sugere justamente o contrário. O comportamento esperado pelos professores é que os alunos sempre recorram à definição de conceito antes de dar a resposta, mas não é isso que se observa em geral. A teoria de imagens de conceito indica que a compreensão adequada da definição formal demanda uma imagem de conceito bem formada. Isto é, a definição é uma maneira de identificar um objeto já familiar. Uma imagem de conceito não suficientemente desenvolvida pode levar o estudante a não compreender o papel da definição formal na estrutura teórica matemática, mesmo que a conheça e seja capaz de recitá-la com sucesso quando solicitado. Neste caso, a tendência será que, em lugar de recorrer à definição formal quando necessário, o estudante recorra, em geral de maneira confusa, a outros atributos contidos na imagem de conceito (como por exemplo, analogias inadequadas com a linguagem cotidiana, ou propriedades válidas em outros contextos matemáticos que não se aplicam ao contexto em questão). Este processo pode causar grandes obstáculos à aprendizagem, particularmente no caso de matemática avançada. Pesquisas já foram realizadas nesse sentido e comprovam esse fato (e.g. CORNU, 1991; VINNER, 1991; TALL, 1992; SIERPINSKA, 1992).

Como já foi dito, a definição formal não constitui uma boa alternativa para a introdução de um conceito matemático. É plausível, portanto, uma discussão de qual estratégia utilizar na abordagem inicial de um determinado conceito. Essa estratégia pedagógica não deve ser nem apenas centrada na definição, uma vez que dessa forma, a definição pode não gerar uma imagem de conceito e por isso perder o sentido para o aluno; nem ser demais simplificada, sob pena de implicar em uma imagem de conceito restrita. Assim, surge a necessidade de discutir a questão de como inserir novos conteúdos matemáticos, principalmente os mais avançados, sem pecar pelo excesso ou falta de formalismo. Como solução a esta questão, a noção de raiz cognitiva é proposta por Tall como sendo um conceito âncora com duas características fundamentais: ser familiar ao aluno, mas ao mesmo tempo conter as sementes de um desenvolvimento teórico futuro mais avançado, isto é, permitir a expansão do conceito a níveis mais elevados (TALL, 1989 e TALL, 2000). De forma geral, a raiz cognitiva não coincide com a definição formal de um conceito – a primeira é um porto de partida para a abordagem pedagógica, enquanto a segunda deve se colocar como um objetivo instrucional.

No caso do conceito de derivada, a raiz cognitiva proposta por Tall é a noção de retidão local
 (para mais detalhes, ver TALL, 1989; TALL, 2000; Giraldo & Carvalho, 2002; GIRALDO, 2004), que se baseia na percepção humana de que um objeto curvo parece reto quando observado de muito perto. No entanto, A grande maioria dos livros textos de cálculo introduzem o conceito a partir da definição como limite da razão incremental, acompanhada da figura de retas secantes “aproximando-se” da tangente (GIRALDO, 2004). A noção de limite não se caracteriza como raiz cognitiva adequada para o conceito de derivada, já que sua clara compreensão (considerando toda a complexidade matemática inerente ao conceito) não é imediata para grande parte dos alunos dos cursos iniciais de cálculo. Idéias imprecisas da noção de limite são apontadas por diversos autores como uma origem de obstáculos no desenvolvimento cognitivo do conceito de derivada (e.g. CORNU, 1991). Assim, a teoria de raízes cognitivas sugere que a compreensão formal da noção de limite deve ser um objetivo e não um ponto de partida da abordagem pedagógica.

Além disso, o uso inadequado da representação de derivadas por meio de retas tangentes também está associado com diversos problemas na aprendizagem de derivadas (VINNER, 1991; GIRALDO, 2004; BIZA et al, 2006). Sem a definição prévia do conceito de derivada, a definição de tangência só pode ser enunciada em contextos matemáticos restritos, em que aparece associada ao estudo do número de pontos de interseção (como no caso de curvas convexas). Esta idéia, evidentemente, não se generaliza para a noção de tangência a que se refere o cálculo diferencial. Portanto, no contexto do cálculo, a noção de derivada é anterior à de tangência. Assim, a afirmação de que “valor da derivada no ponto é a inclinação da reta tangente” é uma definição para reta tangente e não para derivada – como esta em geral é apresentada. Este uso impreciso é uma fonte de conflitos cognitivos entre a definição de conceito e a imagem de conceito de derivada desenvolvida por estudantes (TALL, 1989).

2. Algumas Concepções sobre a Noção de Integral Definida

O conceito de integral definida (no sentido de Riemann) é tipicamente apresentado em livros textos de cálculo como a área determinada entre o gráfico da função e o eixo horizontal em um intervalo fechado e limitado do domínio.

De forma análoga ao caso da noção de derivada, para que seja possível definir área, em toda a generalidade do cálculo integral, é necessário que o conceito de integral esteja previamente definido. A noção de área, no sentido do cálculo, só pode ser construída com base em algum processo de aproximação infinitesimal (como o método da exaustão utilizado na Grécia antiga ou a noção moderna de integral de Riemann), sem o qual só é possível definir área de figuras poligonais, calculadas através de métodos da geometria euclidiana. Portanto, a afirmação de que “a integral é a área sob a curva” pode ser encarada como uma definição de área, mas não de integral.

Por outro lado, TALL (1992) sugere que a idéia de área seria uma raiz cognitiva adequada para o conceito de integral definida, pois atende as duas condições fundamentais de ser familiar para os estudantes e propiciar desenvolvimentos teóricos subseqüentes. No entanto, pouca pesquisa tem sido feita para comprovar esta hipótese. Se considerarmos os resultados de pesquisa sobre o ensino de derivada, citados acima, uma reflexão por analogia sugere que esta imprecisão na definição de integral pode levar a conflitos cognitivos na imagem do conceito desenvolvida por estudantes em estágios iniciais de aprendizagem de cálculo. Esta discussão constitui a questão central deste trabalho.

Algumas potenciais fontes de conflito podem ser associadas a concepções da idéia de área em geometria euclidiana plana que são se generalizam para o contexto do cálculo integral. Por exemplo, é possível que a integral de uma função exista e forneça um resultado positivo, mesmo que não haja uma região limitada sob o seu gráfico (como ilustra a figura 1 abaixo). Além disso, em cálculo integral, dizer que a área limitada por uma curva é zero não é o mesmo que dizer que não existe área limitada pela curva (isto é, que a curva não é integrável no sentido de Riemann). 
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	Figura 1. uma função cuja integral existe e é positiva, 

mas cujo gráfico não forma uma “área” limitada.


No início da década de 80, ORTON (1983) realizou uma pesquisa sobre a compreensão do cálculo elementar, incluindo integral, por alunos das séries terminais do ensino secundário e alunos das primeiras séries da universidade. O objetivo era identificar os erros comuns e as concepções erradas que surgiam quando os alunos trabalhavam com integral. Essa pesquisa, no entanto, foi bastante calcada no aspecto formal, buscando encontrar falhas no entendimento dos alunos na formalização do conceito. O autor concluiu que, apesar de sua importância para o entendimento do conceito de integral, limite tem pouco espaço nos currículos e que, sendo desse modo, não se pode esperar do aluno mais do que saber aplicar o algoritmo. Além disso, muitos alunos tiveram problemas em entender a relação entre a integral definida e a área sob a curva. Tall também foi autor de alguns trabalhos sobre o conceito de integral. Por exemplo, em (TALL, 1986), há uma proposta sobre o uso do computador para uma mais profunda compreensão do teorema fundamental do cálculo, utilizando, para isso, representações gráficas que são potencializadas pelo uso da máquina.

Mais recentemente, Aspinwall & Miller (2001), através de uma pesquisa envolvendo respostas escritas de alunos, concluíram que alguns deles possuem a imagem de conceito fortemente atrelada à definição de conceito com que eles têm contato em sala de aula, mas que essa definição de conceito normalmente não é bem compreendida. A pesquisa revela que há muitos erros relacionados à integral como limite das somas superior e inferior, pois poucos alunos têm uma noção correta do que ocorre nesse processo. De forma semelhante, RASSLAN & TALL (2002) identificam, por meio de um questionário escrito aplicado a alunos de cálculo, uma série de conflitos na formação de suas imagens de conceito de integral.

O foco principal da pesquisa realizada por González-Martín & Camacho (2004) é a compreensão do conceito de integral imprópria, mas parte do trabalho é dedicada ao conceito de integral definida. Alguns dos resultados são semelhantes aos encontrados nesta pesquisa, como será mostrado mais adiante.

A investigação sobre a adequação da noção de área como raiz cognitiva para o conceito de integral definida demanda cuidadosos estudos sobre as concepções e possíveis obstáculos na aprendizagem do conceito de integral definida. Este trabalho tem por objetivo fazer um levantamento destas concepções em alunos nas fases iniciais da aprendizagem de cálculo no Brasil e compará-las com os resultados de outras pesquisas, como as citadas acima.

3. Metodologia

Esta pesquisa está baseada em um questionário aplicado a uma turma de alunos do 2º semestre do primeiro ano do curso de Licenciatura em Matemática da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ). Todos os alunos do grupo estavam cursando a disciplina de Cálculo de Uma Variável II, alguns destes, pela segunda vez. Nesta disciplina, o aluno é apresentado à teoria de integral. A professora responsável pela disciplina (segundo depoimento próprio) introduziu o conceito através da construção usual por somas Riemann, seguida de uma série de exercícios sobre cálculo de áreas.

O questionário aplicado (reproduzido abaixo) continha 8 questões e aos alunos foi dado o tempo de 40 minutos para respondê-lo. Não era obrigatório que os alunos se identificassem. No total, 16 alunos responderam ao questionário. Dentre as questões presentes, havia as de caráter teórico, que pediam definições e exemplos (2, 3, 4 e 8); outras mais práticas, (5 e 6); e algumas ainda que atrelavam aspectos teóricos, intuitivos e práticos (1 e 7). O questionário completo encontra-se em anexo.

As respostas das questões foram categorizadas de maneira semelhante à encontrada em RASSLAN & TALL (2002). Para cada uma das questões, são expostas as categorias, cada uma delas acompanhadas da quantidade de alunos incluídos, em relação ao total de alunos que responderam à questão, além de alguns exemplos característicos das respostas dadas. 

No presente trabalho (por limitações de espaço), nos restringiremos à análise das questões 2 e 5 (uma de caráter mais teórico e outra mais prática). A análise completa das respostas será publicada em breve.

4. Alguns resultados empíricos

Questão 2: Explique o que significa
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A questão foi respondida por apenas 4 dos alunos do grupo. Destes, 3 definiram categoricamente
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, como mostram os seguintes exemplos de respostas:


[image: image7.wmf](

)

b

a

fxdx

ò

 é a área determinada pelo gráfico da função 
[image: image8.wmf])

(

x

f

, o eixo 
[image: image9.wmf]x

 e as retas 
[image: image10.wmf]a

x

=

 e 
[image: image11.wmf]b

x

=

.

Com esta integral calculamos aproximadamente a área no intervalo de a até b.

Apenas um falou sobre limite da soma de Rieman, porém de uma maneira que pareceu decorada, pois a resposta continha uma notação demasiadamente cuidadosa e técnica, inconsistente com o restante das respostas dadas pelo aluno. Isso pode ser evidência de que o aluno está preso à definição formal que lhe foi passada, e que esta se encontra desconectada do restante de sua imagem de conceito. 

Questão 5: Em cada um dos casos, encontre a área pedida.

Esta questão é composta de seis itens (a até f), que serão analisados separadamente, de acordo com as seguintes categorias gerais:

I. Teoria de integração correta com resposta correta.

II. Teoria de integração correta com resposta incorreta devido a outro tipo de erro (como erros aritméticos ou no traçado de gráficos).

III. Teoria de integração incorreta.

(a)  Entre o eixo x, as retas 
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A questão foi respondida por 10 alunos. Segue o número de respostas encontradas em cada categoria:

I. 2 respostas.

II. 1 resposta:
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	Figura 2. gráfico desenhado por um aluno.


III. 7 respostas. Destas, 4 não consideraram o sinal da função no intervalo. Exemplo:
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Outras 3 cometeram outro tipo de erro. Exemplo:

Área = 
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(b)  Entre o eixo x, as retas 
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A questão foi respondida por 12 alunos.

I. 7 respostas.

II. 5 respostas. Um destes participantes não fez nenhum cálculo, apenas fez o desenho da área a ser encontrada no gráfico. Não é possível afirmar que o aluno deixou de fazer os cálculos por não saber. Os demais erros ocorreram por falhas na aplicação do algoritmo ou por erros aritméticos. Exemplo:
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III. Nenhuma resposta.

(c)  Entre o eixo x, as retas 
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A questão foi respondida por 10 alunos.
I. Nenhuma resposta.

II. 1 resposta. O participante não fez nenhum cálculo, apenas fez o desenho da área a ser encontrada no gráfico. Não é possível afirmar que o aluno deixou de fazer os cálculos por não saber.

III. 9 respostas. Todos esses erros ocorreram pela não consideração da variação de sinal da função no intervalo pedido. Exemplo:

área = 
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(d)  Entre o eixo x, as retas 
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A questão foi respondida por 6 alunos.
I. 2 respostas. Exemplo:

área = 
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II. 1 resposta: 
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  Área = 
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III. 3 respostas. Todos cometeram o mesmo erro. Calcularam a integral como se fosse 
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, simplesmente ignorando o sinal de módulo. Exemplo:

área = 
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(e)  Entre o eixo x, as retas 
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A questão foi respondida por 6 alunos.
I. 3 respostas.

II. 1 resposta:
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III. 2 respostas. Exemplo:

A = 
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(f)  Entre o eixo x, as retas 
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Nenhum aluno respondeu a questão.

No quadro abaixo, vemos um resumo de número de respostas classificadas em cada uma das categorias, para item da questão 5.

	Itens
	Total de

Respostas
	Categorias

	
	
	I
	II
	III

	(a)
	10
	2
	1
	7

	(b)
	12
	7
	5
	0

	(c)
	10
	0
	1
	9

	(d)
	6
	2
	1
	3

	(e)
	6
	3
	1
	2

	(f)
	0
	0
	0
	0


Quadro 1. resumo das categorias de respostas da questão 5.

5. Discussão

Faremos agora alguns comentários sobre os resultados obtidos em cada questão, de acordo com nossa interpretação.
Sobre a questão 2, como já foi dito anteriormente apenas um aluno deu uma resposta baseada na teoria de soma de Riemann (mesmo assim, de forma que pareceu memorizada). Os outros que responderam fizeram, de alguma forma, referência à área. Por outro lado, é importante chamar atenção para o número muito baixo de alunos que tentou dar alguma resposta. Este resultado se torna ainda mais contundente se considerarmos que a questão é uma das primeiras questões a serem lidas (é a segunda na ordem do questionário) e possui enunciado relativamente simples e curto. Mesmo assim foi deixada sem resposta por três quartos do grupo.

Isto sugere que a definição de conceito desses alunos (se é que há uma) não está conectada com o restante de suas imagens de conceito de integral e, portanto não figura como um atributo ativo para o pensamento matemático, o que pode gerar uma sensação de insegurança que os leva a não responder. Para estarmos certos desta conclusão, será necessária uma pesquisa mais aprofundada, possivelmente envolvendo entrevistas clínicas individuais. Isto é apontado por TALL & VINNER (1981) como uma importante fonte de conflitos cognitivos. Fato semelhante foi verificado em González-Martín & Camacho (2004), quando uma questão praticamente idêntica (diferindo apenas por algumas palavras no enunciado) teve um índice bastante alto de respostas que mencionavam o uso da integral para cálculo de áreas. Esse resultado também se assemelha ao encontrado em Rasslan & Tall (2002), quando cerca de 64% dos alunos não responderam a uma questão bastante semelhante.

Em relação à questão 5, faremos uma discussão sobre cada item. No item (a), é interessante mencionar que a maioria dos alunos inclusos na categoria III encontrou resposta zero, o que significaria que a área seria nula. Destes, metade fez o gráfico, que mostrava claramente o contrário. De fato, apenas 3 dos 10 alunos que resolveram esse item tiveram a iniciativa de desenhar o gráfico (o outro foi classificado na categoria I). O baixo índice de acertos, assim como o índice dos que desconsideraram o sinal da função no intervalo, é semelhante ao encontrando em (Rasslan & Tall, 2002) para uma questão idêntica.

No item (b) é possível perceber que quando o cálculo da área coincide com o cálculo algébrico da integral, isto é, quando a função é positiva no intervalo, não parece haver problemas sérios para os alunos. É importante ressaltar que apenas dois dos alunos que responderam fizeram o gráfico, ambos da categoria I. Já no item (c), o fato marcante é que nenhum aluno apresentou a teoria correta de integração. Mesmo sendo semelhante ao item anterior, que teve bom índice de acertos, o resultado foi quase o oposto. Parece bastante plausível concluir que a idéia de que o cálculo da integral 
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 fornece sempre a área a ser calculada está completamente enraizada. Além disso, nenhum dos alunos das categorias I e II desenhou o gráfico, o que ajuda a explicar o fato de nenhum deles ter atentado para a variação de sinal da função.

O que é interessante notar no item (d) é que apenas 6 alunos do grupo tentaram responder, o que mostra que a função módulo causa algum desconforto. Isto provavelmente ocorre porque a função módulo é pouco familiar para os alunos, ou pelo menos não faz parte do repertório de funções cujas integrais definidas podem ser obtidas pela aplicação direta do Teorema Fundamental do Cálculo. De fato, apenas um aluno fez o gráfico da função (o que teria facilitado, já que a área a ser encontrada se resume à soma das áreas de dois triângulos retângulos), mas nem mesmo este tentou responder usando o desenho exclusivamente. Todos os alunos precisaram recorrer ao Teorema Fundamental do Cálculo.

No caso do item (e), podemos supor que a falta de experiência com funções definidas por duas sentenças seja uma explicação para o baixo número de alunos que apresentaram alguma resposta. Somente um aluno (classificado na categoria II) desenhou o gráfico que deixa claro que a área pedida poderia ser calculada usando somente áreas de triângulos. Isto confirma a conclusão sobre a quase completa ausência de estratégias por parte dos alunos para lidar com funções que escapem de seu repertório usual. Da mesma forma que na questão anterior, todos que deram alguma resposta, o fizeram recorrendo ao Teorema.

Os resultados dos itens (d) e (e) são confirmados também pelo do item (f). Assim, não é surpreendente que nenhum aluno tentaria resolvê-lo. Isto mostra que os alunos não estão habituados a exemplos menos comuns, mesmo que estes não ofereçam grandes dificuldades de cálculo, como é o caso aqui. Mais uma vez, o gráfico teria tornado a tarefa fácil.

6. Considerações finais

A partir da análise acima, é possível fazermos algumas considerações. O aspecto conceitual de integral definida parece ser bastante obscuro para os alunos. Na questão 2, a maioria dos participantes não conseguiu dar uma resposta que explicasse o que eles entendiam por integral definida, mesmo não sendo pedida uma definição formal. Muitos dos que não responderam a questão 2 resolveram apenas o item (b) da questão 5 (que não envolvia mudança de sinal, nem qualquer tipo de função menos familiar) de forma satisfatória. Para esses alunos, o conceito parece se limitar a um mero algoritmo para calcular área, desprovido de interpretação geométrica ou conceitual – que não é adaptado adequadamente quando necessário. Da mesma forma que em (González-Martín & Camacho, 2004), pode-se entender que os alunos aprendem em algum momento que a integral é uma área.

Algumas conseqüências dessa concepção limitada podem ser notadas em questões que pedem o cálculo de áreas, como a questão 5. Freqüentemente, os alunos ignoram variações no sinal da função, como nos itens (a) e (c). Este tipo de raciocínio conduz a conclusões às vezes sem sentido, tais como valores negativos ou nulos para áreas positivas. O baixo índice de acertos no item (a) é semelhante ao encontrando em Rasslan & Tall (2002) para uma questão análoga, assim como o índice dos que desconsideraram o sinal da função no intervalo. Estes resultados sugerem que a gama de concepções e estratégias dos participantes para resolver problemas envolvendo cálculo de áreas se restringe ao cálculo da integral definida da função no intervalo através do Teorema Fundamental do Cálculo. A possibilidade de uso de quaisquer outras estratégias parece não fazer parte da imagem de conceitos dos estudantes. O desenho do gráfico, por exemplo, poderia facilitar em muito a resolução de algumas das questões propostas, mas este recurso foi quase que totalmente ignorado pelos estudantes, seja como forma de começar o raciocínio ou como validação do resultado do algoritmo. 

O baixo número de respostas (mesmo que incorretas) nos itens (d), (e) e especialmente (f) deve ser devido ao fato de se tratar de funções menos familiares. A gama de exemplos com que os alunos são familiares parece ser restrita, o que também indica uma imagem de conceito pouco ampla. Em particular, funções definidas por mais de uma sentença parecem causar problemas, mesmo se tratando de sentenças elementares. Mais uma vez, o esboço do gráfico, que poderia ser um recurso facilitador, não foi usado pelos participantes. 

Em resumo, esta análise evidencia alguns estreitamentos na imagem de conceito de integral definida dos participantes, que podem estar associados à predominância da interpretação geométrica da integral como área:

1. a construção formal apresentada para a integral de Riemann é desconectada das imagens de conceito de integral;

2. a idéia de integral como área é a definição de conceito preponderante e é usada indiscriminadamente em problemas de cálculo de áreas;

3. o repertório de estratégias para a determinação de áreas se restringe à aplicação mecânica, direta (e muitas vezes incorreta) do Teorema Fundamental do Cálculo, sem que sejam consideradas as características particulares de cada situação;

4. não há conexão entre o resultado numérico da aplicação do Teorema Fundamental do Cálculo e a interpretação geométrica da situação, mesmo nos casos em que esta interpretação geométrica é consideravelmente simples;

5. o repertório de funções com as quais os estudantes são capazes de lidar em problemas envolvendo cálculo de áreas é limitado e não parece incluir, por exemplo, funções cuja primitiva pode ser obtida através dos algoritmos usuais de integração e funções definidas por mais de uma sentença.

Estas conclusões nos levam a refletir sobre a adequação da idéia de área como raiz cognitiva para o conceito de integral, como sugerido por TALL (1989). É importante frisar que não pretendemos afirmar aqui que área não é uma representação adequada para integrais definidas, o que evidentemente seria uma afirmação absurda. No entanto, os resultados aqui apresentados sugerem que o uso pedagógico da idéia de área como representação predominante para integrais definidas pode estar associado ao desenvolvimento de imagens de conceito restritas e, sendo assim, demanda certos cuidados. A determinação de integral como área através da aplicação (em geral inadequada) do Teorema Fundamental do Cálculo domina a imagem de conceito dos estudantes, ofuscando quaisquer outras concepções ou formas de representação, e se constitui em um potencial fator de conflito.

A questão sobre a adequação da idéia de área como raiz cognitiva para o conceito de integral pode ser melhor formulada da seguinte forma: como se deve planejar a abordagem pedagógica inicial para o conceito de integral de tal forma que a idéia de área figure como uma raiz cognitiva adequada? Esta questão indica a continuidade da investigação aqui realizada. Um estudo qualitativo com estudantes nos primeiros cursos de cálculo pode contribuir para a compreensão sobre até que ponto a idéia de área está associada a conflitos cognitivos com o conceito de integral, ajudando a elucidar as questões aqui propostas.
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ANEXO – O Questionário

1. A figura abaixo representa um arame de metal de extremidades 
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 e 
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 e de comprimento 
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. A temperatura em um ponto 
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 sobre o arame depende da distância 
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 até a extremidade 
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 do arame e é dada pela função 
[image: image51.wmf]2

)

(

x

x

T

=

. Determine a temperatura média do arame.
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2. Explique o que significa 
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[image: image54.wmf]f

 no intervalo 
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3. Explique como é possível determinar se uma dada função 
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 é ou não integrável em um intervalo 
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, isto é, se existe ou não a integral 
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a) Dê um exemplo de uma função integrável em um intervalo 
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, isto é, tal que exista a integral 
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b) Dê um exemplo de uma função não integrável em um intervalo 
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, isto é, tal que não exista a integral 
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4. Em cada um dos casos abaixo, encontre a área pedida.

a) Entre o eixo 
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b) Entre o eixo 
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c) Entre o eixo 
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d) Entre o eixo 
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e) Entre o eixo 
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f) Entre o eixo 
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 denota a parte inteira do número real 
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5. Em cada um dos casos abaixo, verifique se a função 
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 dada é integrável, justificando sua resposta. Em caso afirmativo, encontre a integral pedida.
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6. Considere a função 
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Leia atentamente o seguinte argumento: consideremos 
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O que se pode concluir, com respeito à integral de 
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 no intervalo 
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 com base neste argumento? Justifique sua resposta.

7. Você saberia dar uma definição formal para a integral definida de uma função real 
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� Entendemos aqui por definição formal aquela largamente aceita pela comunidade acadêmica matemática em geral, em um dado contexto histórico e social.


� No original, local straightness.
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