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Introdução
A Matemática, tal qual nós conhecemos atualmente, é caracterizada por seu extremo rigor em suas notações, representando uma sólida linguagem na produção de conhecimento científico. Contudo, as respostas de problemas (ou mesmo as idéias que podem levar a essas respostas) podem surgir de maneira visual. Muitas vezes, “enxerga-se” a solução do problema antes da síntese, em forma de texto, dos argumentos que efetivamente o resolvem.

No entendimento de problemas de geometria espacial, desenhos desempenham um importante papel para a compreensão de conceitos, formulação de conjecturas e soluções para tais problemas. Contudo, ambigüidades nas representações são freqüentes, uma vez que um mesmo desenho pode gerar interpretações distintas para diferentes leitores. Apresentamos neste texto aspectos relativos a representações de objetos geométricos tridimensionais, destacando a questão histórica associada ao tema, a importância das representações para a solução de problemas e as questões associadas à escolha delas.

Na seção 1 serão discutidos conceitos sobre representações e o papel que desempenham na análise e entendimento de problemas geométricos. Serão ainda apresentados aspectos históricos que permeiam o assunto com destaque para o uso que era feito dos diagramas por matemáticos gregos como Euclides e Apolônio. A seção 2 apresenta uma breve descrição das possibilidades da linguagem VRML na composição de cenas tridimensionais. Na seção 3 apresentamos exemplos de propriedades geométricas presentes no livro Os Elementos de Geometria, de Adrien Marie Legendre, analisando questões relacionadas a visualização que eram fundamentais para a compreensão dessas propriedades. Cenas em VRML são apresentadas como ferramenta para o entendimento dos conceitos discutidos nas demonstrações de Legendre. Por fim, na seção 4 apresentamos uma reflexão sobre questões inerentes ao contexto de sala de aula, discutindo as dificuldades encontradas por professores e alunos na análise de problemas de geometria espacial, uma vez que representações multiestáveis geram ambigüidades. Nesse sentido, cenas em VRML podem suplantar tais problemas de visualização.  
1 – Representação

Em um primeiro instante, é importante que sejam fixadas algumas nomenclaturas que serão utilizadas ao longo deste texto uma vez que é comum em textos sobre representação serem utilizadas nomenclaturas diferentes para designar os mesmos objetos. Aqui, utilizaremos as definições apresentadas em Parzysz (1988), que define FIGURA como “o objeto geométrico que é descrito pelo texto que a define” (p. 80), ou seja, o elemento geométrico (abstrato) que possui as propriedades descritas pelo enunciado. Ainda segundo o autor, uma figura pode ser REPRESENTADA, sendo que tal representação “pode ser 2D (DESENHO), se a figura pertence à geometria plana, ou 3D (MODELO) se ela pertence à geometria espacial” (p. 80). Em certas ocasiões ao longo deste texto a palavra DIAGRAMA será utilizada e terá o mesmo significado que DESENHO.

1.1 – Questão histórica associada à representação

A importância dos desenhos no desenvolvimento do conhecimento tem origem nos trabalhos dos matemáticos gregos, como Euclides e Apolônio. Em seus textos, era evidente a relação entre o desenho e o texto que acompanhavam as proposições, de modo que a escrita e a representação via diagrama coexistiam. O desenho sozinho não seria capaz de apresentar tudo o que se deseja: haveria a necessidade de prévia fixação de notação, o que poderia omitir algumas propriedades ao sobrecarregá-lo com um número excessivo de informações. Por outro lado, elementos descritos pelo texto ficariam indeterminados sem a presença de uma representação em forma de diagrama.

Mesmo para trabalhar com problemas aritméticos, os matemáticos gregos adotavam uma abordagem geométrica. Os livros VII, VIII, IX e X dos Elementos de Euclides, por exemplo, são tratados sobre teoria dos números e proporcionalidade. Nesses livros, a apresentação e a demonstração de propriedades (relativas essencialmente aos números) são feitas de maneira geométrica.

O método dedutivo desenvolvido nos livros matemáticos gregos baseava-se em discussões sobre letras associadas a objetos, que por sua vez possuíam determinadas propriedades. Nesse sentido, o diagrama tornava-se indispensável, uma vez que as letras utilizadas nas demonstrações desempenhavam papéis como fixação de referência ou especificação.
Segundo Netz (1999), a existência de conclusões baseadas em aspectos visuais mostra que o texto omite informações que estão contidas no diagrama. Na ocasião de suas publicações, os textos dos matemáticos gregos baseavam-se na sua interdependência com diagramas de modo que, sozinhos, estes escritos não eram claros o bastante. A falta de especificação dos elementos envolvidos nas proposições discutidas é suprida com a presença de um diagrama, que dava aos objetos o significado omitido pelo texto. Nesse sentido, a importância de diagramas e gráficos está no fato de eles serem capazes de fazer com que dados sejam perceptivelmente fáceis, propondo assim uma maneira visual de tratar informações (Arcavi, 2003).
1.2 – O papel das representações

Parzysz (1991) apresenta alguns objetivos para os desenhos:

· Ilustrar definições ou teoremas;

· Organizar complexos conjuntos de informações;

· Auxiliar na formação de conjecturas;

· Auxiliar nas demonstrações, por exemplo, na formação de conjecturas para contra-exemplos.

Historicamente, as representações desempenharam (e desempenham) um importante papel na análise e solução de problemas e, conseqüentemente, no desenvolvimento do conhecimento. Nesse sentido, aspectos evidenciados em uma representação atingem seu objetivo através de um processo de visualização. Em outras palavras, é preciso “ver” um desenho ou um modelo a fim de serem assimiladas as propriedades por eles apresentadas. Segundo Arcavi (2003:223):

Matemáticos sofisticados podem pretender ver através de formas simbólicas, apesar de sua complexidade. Para outros, e certamente para estudantes de matemática, visualização pode ter um papel complementar poderoso em três aspectos apresentados anteriormente: visualização como a) suporte e ilustração de resultados essencialmente simbólicos (...), b) um possível caminho para resolver conflito entre soluções simbólicas (corretas) e intuições (incorretas), (...), e c)  um caminho para nos ajudar a reconsiderar comprovações conceituais as quais podem ser facilmente contornadas por soluções formais, (...).

Ao destacar-se o papel complementar desempenhado pela visualização, estabelece-se uma importante relação entre o formalismo necessário à análise de um problema e os aspectos visuais que permeiam sua solução. A análise gráfica de conceitos aparentemente puramente algébricos pode evidenciar algumas propriedades, suscitando uma discussão sobre a relevância de soluções analíticas para problemas em detrimento de soluções simbólicas que, de fato, são corretas e intuitivamente convincentes (Arcavi, 2003). De fato, muitos matemáticos valorizam o rigor de notações, deixando de lado “raciocínios visuais” (Casselman, 2000), úteis na compreensão de conceitos (sejam eles algébricos ou geométricos). 
Ao atribuir-se aos diagramas um papel puramente esquemático, a precisão e a identificação de propriedades é deixada para o pensamento abstrato, chegando-se ao extremo de serem admitidos erros nas figuras, mas nunca no texto. De fato, é comum na prática docente utilizarem-se erros intencionais nas figuras como um meio de promover nos alunos o raciocínio com base nas informações do problema, evitando intuições equivocadas. Isso revela a tendência de valorizar o que se sabe em detrimento do que se vê. Por outro lado, muitas vezes, frente a um problema difícil, recorremos a figuras mais “precisas” para guiar o raciocínio até obtermos a sua solução (Casselman, 2000). De fato, respostas apoiadas unicamente em argumentos visuais podem não ser satisfatórias, mas o que se identifica visualmente pode motivar conjecturas e posterior demonstração formal.

No processo ensino-aprendizagem há o problema de não ser possível garantir que alunos enxerguem o mesmo que professores uma vez que o que vemos depende do conhecimento anterior que apresentamos e do contexto em que analisamos as situações. Nesse sentido, podemos observar que “objetos similares podem significar coisas diferentes, até para o mesmo especialista”. (Arcavi, 2003:232)
1.3 – Ambigüidades associadas à escolha de uma representação

Um mesmo objeto geométrico pode ser representado de diversas maneiras, dependendo do conceito que se deseja ressaltar, o que pode gerar problemas de ambigüidade nas representações. Uma evidência desse tipo de problema está nas figuras que não possuem uma representação fiel (retas e planos, por exemplo), que são substituídas por uma parte limitada conveniente. Contudo, tal substituição pode gerar ambigüidade: a figura se refere à uma reta ou a um segmento? Está sendo apresentado um plano ou a um paralelogramo? Os erros cometidos na análise de problemas (sobretudo relacionados à geometria espacial) residem na confusão que existe entre o objeto e sua representação. Muitas vezes, as figuras “herdam” indevidamente propriedades de seus desenhos, sendo esse tipo de erro comum ao se reduzir à análise de problema a uma questão visual, sem a observância da definição do objeto (Parzysz, 1991). Tal fato evidencia que a representação é insuficiente, o que exige interpretação por parte do leitor.

[image: image1.emf]
Figura 1: Prisma triangular em wireframe
Observando a figura 1 nota-se um problema de interpretação, no sentido que não é possível afirmar que se trata de uma figura plana (três paralelogramos coplanares) ou de uma figura espacial (um prisma triangular). Este é um exemplo que evidencia a possibilidade de haver confusão entre a representação plana de uma figura espacial e a figura plana equivalente. De fato, na representação de objetos tridimensionais, há uma escolha quanto às propriedades que se deseja preservar, o que provoca distorções no objeto geométrico original.

Neste exemplo, identificamos um problema de ambigüidade associado a representações de objetos tridimensionais. Mesmo sendo um prisma triangular, sua representação é obtida por três paralelogramos. O que não está claro é se eles são ou não coplanares. Em diferentes níveis tal problema é mais evidente, uma vez que um aluno sem algum conhecimento de geometria espacial não poderia nomear essa figura de prisma triangular sem que ela conheça tal definição. Um aluno que diga que a figura é um prisma triangular pode fazê-lo com base em modelos pré-concebidos (a definição de prisma triangular pode ter sido apresentada através de um desenho semelhante ao que apresentamos). A figura pode ainda gerar outras interpretações ao serem utilizados diferentes pontos de vista ou ainda com preenchimento (shade). As figuras a seguir apresentam diferentes pontos de vista do prisma triangular em wireframe e em shade.
[image: image2.emf]
Figura 2: Pontos de vista de um prisma triangular em wireframe
[image: image3.emf]
Figura 3: Pontos de vista de um prisma triangular em shade
Ao realizarmos uma representação de um objeto geométrico, escolhemos o conceito associado a ele que queremos ressaltar. Não é possível apresentar todas as propriedades de uma figura em um desenho. Produzimos desenhos diferentes do mesmo objeto a fim de evidenciarmos o que nos é de interesse.

Em certas imagens, algumas das partes que as compõem consistem agrupamentos consistentes, fato que gera ambigüidades no instante em que estas partes competem para se imporem. Tais imagens dispõem de Multiestabilidade, conceito gestaltista atribuído a imagens que possuem diversos estados de coerência que se alternam. Segundo Attneave (1971:64), “elementos que estão próximos uns dos outros ou que são parecidos ou que são homogêneos em certos aspectos tendem a ser agrupados”. O autor ainda acrescenta que “quando agrupamentos alternativos são igualmente bons, resulta em ambigüidade”. A figura 1 é um exemplo que apresenta multiestabilidade uma vez que, ao ser identificada como uma figura tridimensional, não sabemos dizer qual das arestas está mais próxima do observador.
Dispondo de multiestabilidade, uma imagem apresenta de forma alternada e periódica seus agrupamentos coerentes. A presença de tais alternâncias de estado tira a fidelidade de uma representação com o mundo real: esta apresenta alguns aspectos de um objeto específico e, ainda, pode estar associada a diferentes figuras.
2 - VRML

Virtual Reality Modeling Language tem origem em meados dos anos 90, surgindo como uma ferramenta de modelagem tridimensional para Internet. Além de permitir uma simulação para ambientes 3D em um browser com possibilidades de movimento e interação com os objetos, a programação é feita em um editor de texto comum, o que facilita o acesso às linhas de comando que geram as cenas. 
Os arquivos produzidos em VRML podem ser visualizados através do programa Cortona
. Este programa implementa uma barra de comandos no browser permitindo algumas ações sobre o objeto como:

· Walk: mover-se sobre um plano horizontal, afastando-se ou aproximando-se do objeto;

· Fly: movimento em um plano vertical;

· Study: gerar rotações no objeto.
Cada objeto presente na cena, em sua forma (shape), possui uma aparência (appearance) e uma geometria (geometry). Na aparência determinam-se aspectos da figura como cor e textura enquanto na sua geometria escolhe-se a forma que o objeto terá. Embora seja possível construir formas complexas, as formas geométricas primitivas que podem ser utilizadas em uma cena são:

· cone: constrói um cone com raio da base e altura dados; 

· box: constrói um paralelepípedo com as três dimensões fornecidas; 

· sphere: constrói uma esfera com o raio dado; e 

· cilinder: constrói um cilindro com raio da base e altura dados.
O uso do VRML como uma linguagem para a produção de cenas contendo objetos geométricos tridimensionais traz algumas vantagens sobre a representação plana desses mesmos objetos. As possibilidades que a programação em VRML traz relacionam-se, entre outros aspectos, à minimização de perda de propriedades dos modelos tridimensionais, uma vez que não estamos trabalhando com uma planificação estática dos objetos geométricos estudados, mas com uma escolha dinâmica de pontos de vista sobre o objeto. Em cada instante, é possível escolher uma diferente posição para olhar o objeto evidenciando certas propriedades que uma planificação pode esconder. Segundo Song (2002:152), “tecnologia VRML permite aos estudantes observar objetos como se estivessem manuseando objetos reais”.
VRML possui restrições quanto à dinâmica da cena. Diferente do que ocorre em softwares de geometria dinâmica, elementos não podem ser construídos ou incluídos na cena de forma simples (com o uso de uma barra de ferramentas com novos objetos que podem ser inseridos na cena, por exemplo), restando para o aluno a possibilidade de enxergar a figura por diferentes pontos de vista. A figura 1, por exemplo, foi obtida a partir de um ponto de vista de uma cena em VRML que apresentava um prisma triangular construído em wireframe. 

O padrão para a visualização de cenas em VRML é baseado em uma perspectiva cônica (presença de ponto de fuga) que utiliza um ângulo de 45º para as visualizações. Contudo, a fim de termos a impressão de que o paralelismo entre os segmentos que compõe a representação do prisma triangular é conservado, modificamos o campo de visão para simularmos uma perspectiva cilíndrica. A idéia era imaginar um observador muito distante da cena, observando-a sob um ângulo de visão muito pequeno, sendo possível, dessa forma, implementar esse campo de visão com comandos em VRML. 
As possibilidades que uma cena em VRML permite lidam diretamente com aspectos geométricos cruciais no entendimento de problemas de geometria espacial. O uso dessas cenas no entendimento de propriedades geométricas pode suplantar certas dificuldades oferecidas por representações estáticas de objetos tridimensionais (por exemplo, representações feitas em uma folha de papel). Nesse sentido, enxergar com o auxílio de tecnologia (que pode sobrepor-se às nossas limitações) não somente satisfazer a necessidade de ver, mas melhora a compreensão e permite o surgimento de questões que antes não podíamos formular. (Arcavi, 2003)
3 – Exemplos de aplicações de cenas em VRML para o entendimento de proposições geométricas

Apresentaremos algumas proposições presentes no livro Os Elementos de Geometria de Adrien Marie Legendre que, no seu entendimento, apresentam problemas de visualização. Para cada demonstração aqui apresentada, foram produzidas cenas em VRML com o objetivo de auxiliar a leitura e a compreensão dos resultados propostos pelo autor.
O livro VI dos Elementos de Geometria de Legendre dedica-se ao estudo de poliedros, apresentando proposições envolvendo sólidos como prismas e pirâmides. O texto, em sua 15ª edição de 1849 (2ª com modificações de M. A. Blanchet), apresenta alguns diagramas ilustrativos para as proposições.

3.1 – Prismas congruentes?
[image: image4.emf]
Figura 4: Prisma dividido em dois prismas triangulares
A figura 4 apresenta um prisma cuja base tem forma de paralelogramo, que foi cortado por um plano contendo as suas diagonais, formando outros dois prismas (coloridos na figura 4 em amarelo e vermelho). Neste ponto, pode-se levantar a seguinte questão: esses prismas são congruentes?

A resposta para a pergunta proposta permaneceu errada por um longo período de tempo, sendo negligenciada por muitos matemáticos proeminentes, que afirmavam que os prismas da figura eram congruentes. Na figura 5 os prismas são posicionados sobre suas bases para que uma comparação melhor seja feita entre eles.

[image: image5.emf]
Figura 5: Pontos de vista dos prismas simétricos
As representações planas de figuras espaciais podem não ser suficientes para a verificação de muitas propriedades de objetos tridimensionais. De fato, quem se depara com uma planificação de um objeto 3D “está na verdade diante de um dilema insolúvel, ligado ao fato de o que se sabe sobre objetos tridimensionais entrar em conflito com o que se vê deles” (Parzysz, 1988:83).

A proposição 39 do livro XI dos Elementos de Euclides diz que os prismas apresentados na figura são “iguais”. Ao longo dos treze livros que compõe os Elementos, Euclides utiliza a palavra “igual” para se referir a figuras congruentes, ou de mesma área, ou ainda de mesmo volume. A proposição 39 está correta se lermos figuras “iguais” como figuras de mesmo volume. Legendre mostra na proposição VI do sexto livro de seus Elementos de Geometria que os prismas, na verdade, são simétricos (como se observa na figura 5) e não congruentes. A idéia que se tem de congruência está ligada ao conceito de sobreposição de figuras. Ao esbarrar nas dificuldades de se trabalhar com representações planas de figuras espaciais, é difícil realizar essa comparação via sobreposição para verificar congruência.

3.2 – Calculando volume de tronco de pirâmide

A proposição XXI determina como calcular o volume de um tronco de pirâmide (obtido pela seção da pirâmide por um plano paralelo à sua base) como a soma de três pirâmides que teriam por altura comum a altura do tronco, e cujas bases seriam a base inferior do tronco, a sua base superior, e uma média proporcional entre estas duas bases.
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Figura 6: Cena em VRML para pirâmide equivalentes
A demonstração proposta por Legendre está dividida em três partes. A figura 6 (presente na 15ª edição do livro de Legendre) ilustra a primeira etapa dessa demonstração: sempre podemos construir uma pirâmide triangular com o mesmo volume de uma pirâmide cuja base é um polígono qualquer. Isso é decorrente do fato de podermos construir um triângulo com a mesma área de um dado polígono. A figura 7 apresenta a cena em VRML produzida para ilustrar essa primeira parte da demonstração. Observando o tronco da pirâmide triangular, Legendre propõe uma maneira de “desmontá-lo”. O volume do tronco é, então, a soma do volume de três pirâmides (veja as figuras 7 e 8).
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Figura 7: Tronco como soma de três pirâmides
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Figura 8: Diferentes pontos de vista das pirâmides que compõem o tronco
A figura 8 evidencia dois fatos importantes na demonstração da proposição XXI:

· A altura da pirâmide colorida em vermelho na figura 8 tem a mesma medida a altura do tronco, coincidindo a base desta pirâmide com a base inferior do tronco.

· A pirâmide em verde possui a mesma altura do tronco, contudo sua base coincide com a base superior deste.

A terceira etapa da demonstração da proposição XXI mostra que a pirâmide colorida em azul na figura 8 é equivalente a uma pirâmide que possui a mesma altura do tronco e tem por base um triângulo cuja área é a média proporcional entre as bases do tronco. Observe a figura 9.
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Figura 9: Pirâmides de mesmo volume
Partindo da pirâmide fgHF, Legendre constrói uma nova pirâmide fKHF de modo que o segmento 
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 seja paralelo ao segmento 
[image: image11.wmf]fF

, sendo K um ponto sobre a aresta 
[image: image12.wmf]FG

 do tronco. Como o vértice da pirâmide moveu-se segundo uma trajetória paralela à sua base, as pirâmides fgHF e fKHF possuem o mesmo volume. Contudo, a nova pirâmide permite concluir facilmente que sua altura tem a mesma medida que a altura do tronco e que a razão entre áreas as bases FKH e fgh é igual à razão de semelhança entre as bases FGH e fgh. De fato, FGH e fgh são triângulos com mesma altura (por construção). Logo, a razão entre as suas áreas é igual à razão entre as suas bases 
[image: image13.wmf]FH

 e 
[image: image14.wmf]fh

. Como FGH e fgh são triângulos semelhantes, a razão entre os lados 
[image: image15.wmf]FH

e 
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 é a razão de semelhança entre os triângulos, o que conclui a demonstração da proposição XXI.

A presença de um diagrama tem papel importante no entendimento dessa demonstração. Inicialmente identifica-se um problema de identificação para o ponto K. O texto de Legendre diz que os segmentos 
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 e 
[image: image18.wmf]fF

 são paralelos, mas omite o fato de que, na verdade, o ponto K pertence à base do tronco (fato que, a seguir, ele utiliza para conclusão da demonstração conforme foi apresentado anteriormente). A representação em VRML produzida desempenha o papel de especificação nesse caso. (Netz, 1999)
3.3 – Calculando volume de sólido obtido por seção plana de um prisma

A proposição XXII determina o volume do sólido obtido a partir da seção de um prisma triangular através de um plano não-paralelo à sua base. Segundo o enunciado, “se cortarmos um prisma triangular, do qual ABC é a base, por um plano, inclinado a esta base, o sólido ABCDES, que resulta desta seção, será igual à soma de três pirâmides cujos vértices são D, E, S, e a base comum é o triângulo ABC”. (Legendre, 1849:190)
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Figura 10: Cena em VRML representando a interseção de um prisma com um plano
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Figura 11: Tronco de prisma composto por três pirâmides em VRML
Legendre propõe uma forma de obter o volume do sólido ABCDES. A figura 12 apresenta três pirâmides que compõem o sólido em questão, sendo estas pirâmides apresentadas isoladamente por alguns pontos de vista na figura 12.
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Figura 12: Diferentes pontos de vista das pirâmides que compõem o tronco de prisma
A pirâmide ABCS (colorida em verde na figura 12) tem a mesma base ABC do prisma e vértice S.
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Figura 13: Obtendo uma pirâmide equivalente com a mesma base do prisma
A pirâmide AECS pode ser transformada em uma pirâmide equivalente AECB. Tal equivalência se deve ao fato de o vértice S caminhar por uma trajetória paralela à face ACE até chegar ao ponto B. Tal qual foi feito na terceira etapa da proposição XXI apresentada anteriormente, foi feita uma animação em VRML para representar a transformação da pirâmide original em uma equivalente. A figura 14 apresenta a pirâmide original e a nova pirâmide após a transformação.

[image: image23.png]B




Figura 14: Pirâmides equivalentes
De maneira análoga ao que feito para a pirâmide AECS, podemos obter a pirâmide ABCD equivalente à pirâmide ESCD. Em VRML, a animação produzida apresenta duas transformações: o vértice S caminha por uma trajetória paralela à base EDC até o ponto B e, a seguir, o vértice E caminha por uma trajetória paralela à base DBC até o ponto A.

Com essa discussão conclui-se que o volume do sólido considerado após o corte de um prisma por um plano não-paralelo à sua base é a soma dos volumes de três pirâmides que tem como base a mesma base do prisma e vértices coincidindo com os pontos determinados pelas interseções do plano com as três arestas paralelas do prisma, o que conclui a demonstração da proposição XXII.
Há uma informação omitida pelo texto: o plano não corta a base ou a face oposta congruente a ela. O sólido resultante da seção a qual a proposição se refere deve possuir o mesmo número de faces, arestas e vértices que o prisma original, embora o texto apresentado por Legendre não explicite essa condição (condição implícita no texto, identificada a partir a figura ilustrativa presente no texto original dos Elementos de Geometria).

4 – Conclusão

Há uma tendência de se tratar problemas de geometria espacial de forma extremamente “algebrizada” por parte de professores de ensino médio. Parte da dificuldade encontrada por professores ao apresentarem conceitos de geometria espacial reside no fato de não ser possível realizar representações satisfatórias para os objetos geométricos que estão sendo apresentados. Nesse sentido, a abordagem algébrica (focada nas expressões para cálculo dos principais elementos das figuras tridimensionais) é uma escolha comum para a análise e solução de problemas de geometria espacial.

As proposições aqui apresentadas lidam com problemas resolvidos por alunos em seus estudos de geometria: cálculo e comparação de volumes, seções planas para a obtenção de novas figuras, entre outros. A abordagem de Legendre, embora prime por demonstrações essencialmente sentenciais, depende de uma capacidade de visualização para o seu entendimento por parte do leitor. Para tal, a presença de diagramas é importante por otimizar a procura por informações e reduzir a exigência sobre a memória que uma apresentação na forma de texto pode exigir (Scaife,1996).

O uso de VRML como uma ferramenta para a compreensão de problemas tem sua importância ao permitir visualizações que seriam restritas em uma apresentação estática, como desenhos em uma folha de papel. As possibilidades de animações em cenas auxiliam em aspectos relacionados à solução de problemas como a verificação de propriedades e a formulação de conjecturas.

Ao lidarmos com problemas de visualização que se relacionam diretamente à compreensão de conceitos de geometria, em particular a geometria espacial, devemos sempre nos questionar quanto à eficiência das representações que produzimos e apresentamos aos alunos. O que eles estão vendo? Eles são capazes de identificar as propriedades que desejamos evidenciar? Mencionamos no texto o princípio gestaltista da multiestabilidade, que, dentre outros princípios desta corrente psicológica, analisa as formas como uma imagem pode ser vista. Observadores distintos identificam diferentes elementos em uma mesma imagem, e esse tipo de problema ocorre freqüentemente na solução de problemas geométricos. 
Ao simular em realidade virtual a noção de profundidade e permitir manipulações dinâmicas dos objetos presentes na cena, cenas em VRML para a visualização, análise e entendimento de propriedades matemáticas de objetos tridimensionais podem, entre outros aspectos, minimizar as dificuldades enfrentadas ao dispormos de planificações estáticas para figuras espaciais que dispõem, muitas vezes, de multiestabilidade. 
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