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Este trabalho analisou as representações pictóricas externas utilizadas na resolução de problemas de geometria espacial, por 10 alunos do ensino médio. As representações foram classificadas quanto à funcionalidade, coerência com as informações do problema e detalhamento dos processos utilizados pelo estudante na solução dos problemas. Com base em estudos da psicologia cognitiva, as representações deram indícios para entendimento dos mecanismos comuns aos processos mentais relativos à percepção e aos processos de formação e manipulação de imagens. 

Psicologia da educação matemática; habilidade espacial; geometria.

1 Introdução 

Pesquisas têm mostrado o grau de dificuldade que alunos do ensino básico e superior enfrentam quando respondem questões com conteúdos de geometria (PIROLA, 2000; PIROLA & BRITO, 2001; REZI, 2001). Sabe-se também que os problemas de geometria espacial que geralmente são apresentados aos alunos do ensino médio variam bastante quanto às formas de enunciar a questão e quanto ao tipo de estrutura conceitual requerida para resolvê-los.  Alguns apresentam desenhos ilustrativos, muitos exigem que se façam cálculos, outros requerem a manipulação algébrica de fórmulas, e há aqueles que requerem raciocínio espacial. 

Para resolver certas questões de geometria, muitas vezes os alunos fazem esboços, rabiscam, traçam figuras em perspectiva, enfim, utilizam-se de desenhos que, para este trabalho, serão chamados de representações pictóricas externas. Estas, mesmo sem levar à resposta correta do problema, demonstram como os alunos elaboram as imagens mentais que servem de apoio à interpretação das informações e encaminhamento das estratégias de solução.

Os avanços da psicologia cognitiva, conforme aponta Sternberg (2000), têm fornecido teorias que ajudam a compreender como as pessoas pensam, representam o conhecimento, formam imagens, solucionam problemas etc. Em conseqüência, existem trabalhos que, com embasamento nestas teorias, procuram estudar as relações entre o raciocínio espacial e o desempenho de alunos em tarefas de geometria (BATTISTA & CLEMENTS, 1996; BATTISTA; WHEATLEY & TALSMA, 1982; BISHOP, 1990).

Kosslyn (1995) explicou como acontece a percepção e a formação de imagens mentais. Seu modelo explica, com base em aspectos neurológicos, como o organismo processa as informações visuais através de certas áreas do cérebro e de suas conexões. Os sistemas usados para explicar a arquitetura inata que permite ao homem reconhecer o mundo através da visão são os mesmos utilizados na formação e manipulação de imagens mentais. 

Outros estudos tratam de explorar as questões relacionadas às diferenças entre seleção, construção e uso das próprias representações externas e o uso de representações já apresentadas em um problema (COX, 1999).

Sendo assim, este trabalho selecionou alguns problemas de geometria espacial, procurando analisar as formas de representação pictórica de imagens mentais utilizadas por alunos do ensino médio durante a resolução dos mesmos. 

2 Fundamentação teórica 

Este trabalho baseia-se nos fundamentos teóricos da psicologia cognitiva, em especial da linha do processamento da informação, que tentam explicar os processos que subjazem o pensamento inteligente, como aqueles relativos à percepção, à representação, à aprendizagem, à memória, à atenção, ao raciocínio e à solução de problemas. 

2.1 A percepção e a representação das formas 

A percepção é um conjunto de processos utilizados para reconhecer, organizar, transformar e interpretar as informações adquiridas do meio ambiente através dos órgãos sensoriais. É possível se falar em percepção auditiva, olfativa, do tato ou do paladar, porém, a percepção visual é a mais estudada em psicologia. Mesmo visualizando imagens bidimensionais, nossa mente é capaz de interpretar o espaço tridimensional, ou seja, avaliar profundidade, tamanhos, distâncias, movimentos, alteração e constância da forma e outras relações entre os objetos do mundo físico. 

As representações mentais são as maneiras pelas quais o indivíduo torna presentes no pensamento alguns aspectos do meio ambiente, sejam externos ou pertencentes ao seu próprio mundo imaginário. As representações mentais podem ser classificadas em dois grandes grupos: as representações analógicas e as simbólicas. As analógicas tendem a ser imagens (visuais, auditivas, olfativas, tácteis ou cinéticas) enquanto que as simbólicas são semelhantes à linguagem. 

A habilidade de perceber as formas e manipular as imagens mentais visuais foi definida como habilidade espacial, amplamente estudada pelos autores que tratam da inteligência. No contexto escolar, essa habilidade foi estudada por Krutetskii (1976) como sendo um componente da habilidade matemática. 

A teoria de Kosslyn (1995) defende a hipótese que a imagem mental visual e a percepção compartilham mecanismos comuns. A identificação de objetos e a representação mental do conhecimento visual envolvem processos cognitivos de nível superior que contam com informações a respeito das propriedades dos objetos e acontecimentos que estão armazenadas na memória.  

O modelo de Kosslyn (1995) explica, com base em aspectos neurológicos, como o organismo processa as informações visuais através de certas áreas do cérebro e de suas conexões. Existem sete sub-sistemas usados para explicar a arquitetura inata que permite ao homem reconhecer o mundo através da visão. Assim, um indivíduo perceberia um objeto, ou seja, um estímulo visual, utilizando os seguintes subsistemas: (1) campo visual; (2) painel de atenção; (3) sistema de codificação de propriedades do objeto (forma, textura, cor); (4) sistema de codificação de propriedades espaciais (localização e tamanho); (5) memória associativa (para reconhecimento ou identificação); (6) sistema complexo de procura da informação (depende de conhecimentos, de experiências e de informações contextuais) e (7) sistema de mudança da atenção (e o processo se reinicia). 

Uma imagem mental visual é um tipo de ativação do campo visual que não é causada por estímulo sensorial imediato. No entanto, os componentes do modelo de Kosslyn para percepção possuem as mesmas propriedades quando eles são usados para inspecionar um objeto que é visualizado mentalmente em vez de percebido. Por exemplo, se for perguntado a um aluno se uma reta r paralela a um plano ( será paralela a todas as outras retas desse plano (, é bem provável que ele “olhe” para a imagem e então responda a questão.  

As relações entre os planos e retas parecem ser codificadas pelo sistema de codificação de propriedades espaciais (localização e tamanho). Esse tipo de atividade é evocado no campo visual, pouco importando se foi evocado por estímulos visuais (percepção) ou da memória (imagem). 

No entanto, o sistema não tem exatamente as mesmas propriedades em relação à percepção e à imagem, podendo ser cotadas três diferenças importantes. A primeira diferença é que a imagem mental desaparece, esvanece rapidamente, ao contrário dos perceptos, isto é, das representações baseadas no estímulo visual enquanto o objeto é percebido. É preciso esforço para manter a imagem mental e talvez seja por isso que muitas vezes os alunos têm dificuldades em responder as questões acerca de geometria de posição.

A segunda diferença é que as imagens mentais são criadas a partir de informações armazenadas na memória, sendo que não é o mundo externo que dita o conteúdo das imagens, pois estas podem ter uma variedade muito grande e podem não ter semelhança alguma com as representações dos estímulos visuais. Como exemplo, é possível para um aluno imaginar uma pirâmide de base estrelada, mesmo que nunca tenha visto essa figura.

Uma terceira diferença seria a possibilidade de transformação das imagens mentais, pois elas podem distender, girar, ganhar movimentos etc, o que não acontece com os perceptos. Seria difícil ter a percepção de um cone a partir da rotação de um segmento em torno de um eixo, mas é perfeitamente possível formar essa imagem mental.
Uma tarefa de imaginação envolve quatro classes de habilidades: geração ou formação de imagens; inspeção de imagem; manutenção da imagem e a transformação de imagens. 

A imagem mental associada a uma figura pode ser formada por meio do subsistema de ativação de modelo exemplar ou de modelo categórico (ou proposicional), na memória associativa. Se na primeira situação, a imagem é o único representante para um determinado conceito, na segunda o modelo proposicional é mais genérico, contém informações sobre as propriedades do objeto e as relações entre estas. Assim, por exemplo, ao ser indagado sobre prisma triangular, parece que indivíduos mais habilidosos e que possuem o conceito em um nível mais alto de formação poderiam ativar um modelo categórico e processar melhor as informações. Sujeitos menos habilidosos poderiam formar a imagem através de um modelo exemplar, não levando em consideração as propriedades do prisma, e teriam mais dificuldade para o processamento das informações de um problema. 

Mesmo quando as imagens estão apoiadas na percepção, parece ser necessário ativar o subsistema de controle da atenção baseado no estímulo e decodificar relações espaciais. Problemas mais difíceis de visualização necessitam de uma inspeção de imagem por meio do sistema complexo de procura da informação, que depende de conhecimentos, de experiências e de informações contextuais.  

Para inspecionar e transformar uma imagem, parece que sujeitos mais habilidosos não apenas acessariam a informação armazenada, mas conseguiriam iniciar mecanismos para mudar a atenção e assim localizar propriedades mais importantes da imagem, relacioná-las, levantar e testar hipóteses, enfim, organizar as informações para poder representá-las, seja apenas mentalmente, seja externamente na forma pictórica. 

De acordo com Viana (2005) sujeitos mais habilidosos em matemática parecem organizar as relações espaciais mentalmente, sem apoio perceptual. Como manter as imagens demanda certo esforço, pois estas desaparecem rapidamente, a inspeção das imagens parece ser difícil para um indivíduo que não consegue mantê-las nítidas na memória.

2.2 A representação externa na solução de problemas em geometria

Os problemas de geometria encontrados nos livros didáticos e nas questões de vestibulares em geral trazem a informação apresentada na forma verbal, numérica, algébrica e/ou pictórica. Na maioria dos casos, as soluções pedidas devem ser apresentadas na forma numérica e/ou algébrica e em poucas situações é solicitada uma solução pictórica, a menos que a questão seja específica de construção geométrica com régua e compasso.

Para resolver um problema de geometria o aluno pode ou não usar uma representação externa. Essa representação externa pode ser um algoritmo de cálculo aritmético, uma equação, uma expressão algébrica, um desenho, um diagrama ou outra forma qualquer gráfica que traduza o seu raciocínio. 

Estudos recentes tratam de explorar as questões relacionadas às diferenças entre seleção, construção e uso das próprias representações externas de uma pessoa e o uso de representações já apresentadas em um problema (COX, 1999). 

Nas aulas de geometria, a experiência tem mostrado que o aluno produz representações externas pictóricas muitas vezes influenciado pelas representações que o professor costuma externalizar na lousa enquanto soluciona os problemas para a classe. Dificilmente suas representações são valorizadas enquanto instrumento de análise dos processos cognitivos envolvidos na solução do problema. 

As representações externas podem ser produzidas para comunicação com os outros ou para uso exclusivamente privativo. As representações socializadas necessitam ser mais ricamente detalhadas, enquanto as de uso próprio podem ser menos elaboradas, sendo apenas parcialmente externalizadas. Como foi verificado por Zhang (1977), a construção da representação externa bem elaborada para uso próprio só é feita se o custo associado com o processo de externalização for mais importante, para o sujeito, do que os benefícios do uso da representação. Não é por acaso, então, a dificuldade em analisar as representações externas de um aluno nas situações normais de sala de aula - seja em exercícios, seja em provas – já que elas são construídas para uso próprio e podem não ser precisas ou de fácil interpretação.

Propriedades das representações externas

De acordo com Cox (1999), pode-se afirmar que representações externas são instrumentos de ajuda úteis para o raciocínio, pois podem representar a informação do problema e também facilitar a mudança de estratégias de solução..

O termo “colaboração do perceptual” indica que o processo de externalização pode facilitar a solução de problemas, pois ajuda a refinar e distinguir as imagens mentais ambíguas e facilita a transferência das informações complexas entre subsistemas cognitivos, coisa que talvez não fosse possível internamente. 

Cox (1999) estudou as representações usadas solução de problemas, encontrando que os sujeitos diferiam na maneira de externalizar seu raciocínio. Alguns sujeitos produziam representações parciais, as quais pareciam funcionar principalmente como ajuda de memória; outros sujeitos construíam representações bastante compreensíveis e pareciam se comprometer com o modelo de raciocínio no qual elas tinham função central.

Embora os recursos tecnológicos possam fornecer imagens variadas e sofisticadas (como representações tridimensionais com animação na tela do computador), o estudante, na maioria das vezes, ainda conta com lápis e papel para externalizar suas representações. Ele precisa ter habilidade para interpretar representações, construir as suas próprias e  desenvolver e comunicar suas idéias. 

3 Objetivo, sujeitos, instrumento e procedimentos:

Esta pesquisa teve por objetivo analisar as representações pictóricas externas feitas pelos alunos quando resolvem problemas sobre geometria espacial. 

Foram sujeitos do estudo 10 estudantes da terceira série do ensino médio de uma escola particular da cidade de Mogi das Cruzes, SP, conforme mostra a Tabela 1, sendo que os nomes dados são fictícios. 

Nesta série é trabalhado, de modo mais específico, o conteúdo de geometria espacial. Tratou-se de uma amostra de conveniência. 

                                                Tabela 1. Sujeitos da pesquisa

	Sujeito 
	Gênero 
	Idade 

	 VIT 
	Mas
	17

	VAG
	Mas
	18

	CEL
	Fem
	17

	VIN
	Mas
	18

	SER
	Mas 
	17

	LUC
	Fem
	17

	THA
	Fem
	17

	JUL
	Fem 
	17

	PAT
	Fem 
	17

	FAB
	Fem
	17


Foi aplicada uma prova contendo problemas relativos à geometria espacial, retirados de exames vestibulares. O procedimento foi autorizado pela direção da escola, sendo que a prova foi realizada no período de uma aula, na presença da pesquisadora e do professor da disciplina. Os sujeitos foram solicitados a resolver os problemas, deixando a solução indicada nos espaços determinados.

O Quadro 1 mostra os problemas que foram selecionados para a pesquisa, considerando que estes tinham a possibilidade da construção de imagens mentais para a solução.

Quadro 1. Problemas selecionados para a pesquisa
	Problema 1: 

Tem-se um cubo de madeira , de aresta 10 cm cujas faces estão pintadas de 6 cores diferentes e que não confundem com a cor da madeira. Subdividimos esse cubo em cubinhos menores de 1 cm de aresta. Qual é o número de cubos que têm faces com exatamente 3 cores diferentes (considere a cor da madeira como uma cor) ?


	Problema 2:

[image: image3.bmp]As arestas de um cubo de isopor medem 6 cm. Buracos quadrados, de 2cm de  lado, cortam o cubo, indo de uma face até a face oposta. 

As arestas desses buracos são

paralelas às arestas do cubo, 

como na figura a seguir. 

Determine o volume da peça 



	Problema 3:

[image: image4.bmp]Sejam (’ e  (’’ as faces de um ângulo diedro de

38º  e P um ponto no interior a esse diedro.  

Sejam P’e P’’ as projeções 

ortogonais de P sobre

(’e (’’ respectivamente. 

Determine a medida em 

graus do ângulo      P’P P’’   


	Problema 4:

Um prisma reto tem como base um triângulo equilátero de lado 6 cm. Sabe-se que a área da superfície lateral coincide com a área da base. Calcular o volume do prisma. 



	Problema 5:

O quadrado ABCD é face de um cubo  e I é o centro da face oposta. Sendo ( o ângulo entre os planos ABI e CDI calcule  tg 
[image: image1.wmf]2
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[image: image5.bmp]
                    
	Problema 6:

Uma caixa d’água  com a forma de um paralelepípedo reto de  1m x 1m de base e 
[image: image2.wmf]m
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 de altura está sobre uma laje horizontal com água até a altura h. Suponhamos que a caixa fosse erguida lateralmente, apoiada sobre uma das arestas (que é mantida fixa), sem agitar a água.  Assim sendo, a água começaria a transbordar exatamente quando o ângulo da base da caixa com a laje medisse 30º. Calcular a altura h.

	Problema 7:

Um cilindro circular reto é cortado por um plano não paralelo à base, resultando no sólido ilustrado na figura. Calcule o volume desse sólido.

[image: image6.bmp]

	Problema 8:

[image: image7.bmp]As arestas do cubo ABCDEFGH  da figura medem  1 m . Seja S1  a parte do cubo que a face AEHD geraria se sofresse uma rotação de 90º em torno de DH até coincidir com DCGH.   

E seja S2 a parte do cubo que 

a face ABFE geraria se sofresse

uma rotação de 90º em torno de

BF até coincidir com BCGF.  

Nessas condições :

a)determine o volume de S1 e  S 2
b)determine o volume d e S1 ( S2


4 Resultados

As chamadas representações pictóricas externas foram classificadas em três categorias, com as respectivas sub-categorias, de acordo com três critérios: funcionalidade, coerência com as informações do problema e detalhamento dos processos utilizados pelo estudante na solução dos problemas.

4.1 A funcionalidade das representações pictóricas externas 

A verificação das representações pictóricas externas feitas por esses sujeitos permitiu um melhor entendimento do papel dessas representações em algumas fases da solução de um problema geométrico. 

Tomou-se por base a identificação feita por Krutetskii (1976) dos componentes básicos da habilidade matemática correspondentes aos processos cognitivos do sujeito durante a solução de problemas matemáticos
. Optou-se, então, por classificar a funcionalidade das representações pictóricas externas em duas fases: na fase da obtenção da informação geométrica e fase do processamento da informação geométrica.

1ª fase: a funcionalidade das representações externas na obtenção das informações geométricas iniciais 


Os problemas usados na pesquisa apresentavam as informações na forma verbal ou na forma mista (verbal e pictórica). Para interpretar as informações que eram dadas verbalmente, parece que o sujeito deveria decodificar as propriedades e as relações de modo a representá-las mentalmente na forma de uma imagem tri-dimensional que traduzisse o conceito geométrico espacial. Observando-se as soluções dos sujeitos, verificou-se que em muitos casos essa imagem tri-dimensional pôde ser externalizada na forma pictórica bi-dimensional em perspectiva. 

Quando as informações do problema (ou parte delas) se apresentavam na forma pictórica, parece que o sujeito deveria decodificar as propriedades e relações a partir do desenho bi-dimensional a fim de construir uma representação mental tri-dimensional do objeto. 

Assim, para obter as informações geométricas iniciais de um problema, o sujeito deveria formar uma imagem mental em três dimensões, sendo esta construída quer a partir da informação verbal, quer a partir da percepção do desenho dado. 

As representações pictóricas externas nesta primeira fase de obtenção da informação geométrica pareciam ter a função de representar o conceito geométrico espacial ao qual o problema se referia. 


A Figura 1 mostra algumas representações pictóricas externas com essa função, seguidas do respectivo problema e do nome do sujeito que a elaborou. Acrescenta-se que esses problemas tinham as informações dadas na forma verbal.  

[image: image8.bmp]
Figura 1. Representações pictóricas externas como referência conceitual espacial. 

Observa-se, na Figura 1, que (a) refere-se ao conceito de cubo (com medida de arestas); (b) refere-se ao prisma regular de base triangular e (c) ao paralelepípedo.

2ª fase: a funcionalidade das representações pictóricas externas no processamento  das informações do problema.

 
O primeiro problema não requeria muitos conceitos, princípios e relações geométricas complexas para solucioná-lo. Se ao sujeito fosse oferecido um cubo grande de madeira com as faces coloridas e demarcadas, pode-se supor que, mesmo de posse do objeto, a contagem dos cubinhos não se daria baseada apenas na percepção: talvez o sujeito precisasse movimentar o cubo, imaginar as faces não pintadas, contar as arestas, anotar e organizar a contagem. Sem o objeto, todas as operações seriam organizadas mentalmente e pode-se supor um grau de dificuldade maior, considerando que é necessário certo esforço para manter as imagens mentais, inspecionar essas imagens, relacioná-las e organizar a contagem.

A maior parte dos sujeitos fez representações pictóricas externas para o primeiro problema. Embora os desenhos feitos sejam bidimensionais, verifica-se, pelos rabiscos e sombreamentos feitos, que os sujeitos inspecionaram as imagens usando suas próprias representações pictóricas externas. Há casos em que o sujeito representou uma nova imagem que serviu para refinar as imagens anteriormente formadas e assim organizar melhor a contagem. Em outros casos, representou  o objeto de forma ampliada e incompleta, resultado do enfoque feito em apenas uma parte da imagem, e então explorou propriedades para sistematizar a contagem. Portanto, além de serem uma referência conceitual, as representações pictóricas externas pareciam ter a função de assistência perceptual.  

A Figura 2 mostra as representações do primeiro problema, com essas funções. 


Figura 2. Representações pictóricas externas com a função de assistência perceptual no processamento das informações geométricas relativas à inspeção de imagem.  


O segundo problema, com estrutura também espacial, apresentava parte das informações na forma pictórica, sendo que a figura dada poderia ter sido usada com a função de assistência perceptual na fase do processamento das informações. Vários sujeitos subdividiram o sólido em cubos e paralelepípedos menores e somaram seus volumes. Mas, parece que outros sujeitos organizaram o interior vazado do cubo e assim formaram a imagem de um sólido representando a parte oca. Dessa forma, uma solução elegante foi subtrair o volume “vazado” do cubo inteiro. Portanto, o resultado da inspeção da imagem antiga foi traduzido na forma de uma outra imagem tridimensional, com as informações conceituais da geometria espacial necessárias para o prosseguimento da solução. 

De forma parecida, as representações pictóricas externas feitas para o sétimo problema indicaram que os sujeitos formaram uma outra imagem tridimensional a partir da inspeção da imagem antiga, sendo clara a intenção de completar o cilindro para calcular o volume. 

Nesses casos, portanto, as representações pictóricas externas se referiam a imagens tridimensionais resultantes do processamento das informações geométricas relativas à inspeção de imagem e serviam como uma referência conceitual espacial para a solução do problema. 

A Figura 3 mostra as representações pictóricas externas com essa função. 


Figura 3. Representações pictóricas externas resultantes do processamento das informações geométricas relativas à inspeção de imagem com a função de uma nova referência conceitual espacial. 

Quando as informações do problema sugeriam uma transformação na imagem inicial, a representação da imagem resultante também era feita de modo completo, como se o processo se iniciasse a partir dessa nova representação. A Figura 4 mostra as representações pictóricas externas para o sexto e o oitavo  problema com a função de externalizar o resultado de uma transformação na imagem inicial e de dar referência conceitual espacial para a solução. 


Figura 4. Representações pictóricas externas resultantes do processamento das informações geométricas relativas à transformação de imagem com a função de uma nova referência conceitual espacial.

Finalmente, há os casos em que o processamento das informações relativas à inspeção ou à transformação de imagem parecia levar à formação de uma figura plana. Essa figura podia ser um polígono formado no espaço, o resultado de secção, a face de um poliedro, o resultado de projeções etc. Nesses casos, as representações pictóricas externas tinham a função de externalizar o resultado de uma inspeção na imagem e de dar referência conceitual plana para a solução. A figura 5 mostra representações pictóricas externas para o terceiro e o quinto problema, com essa função. 






Figura 5.  Representações pictóricas  externas resultantes do processamento das informações geométricas relativas à inspeção de imagem com a função de referência conceitual plana.
4.2 A coerência das representações pictóricas externas 

As representações pictóricas externas com a função de referência conceitual na obtenção das informações geométricas iniciais do problema nem sempre estavam de acordo com o problema. As representações foram denominadas de coerentes quando expressavam os conceitos, as propriedades e as relações que constavam nas informações do problema de modo correto. As representações não coerentes expressavam parte das propriedades e das relações ou mostravam uma organização que não estava de acordo com o problema. A Figura 6 mostra representações coerentes e não coerentes para o quarto problema que tratava do conceito de prisma regular de base triangular. 


Figura 6. Representações pictóricas externas com a função de referência conceitual: coerente (a) e não coerentes (b) e (c) para o quarto problema.
Foi possível observar também a coerência das representações pictóricas externas como resultantes do processamento das informações geométricas relativas à inspeção de imagem. A Figura 7 mostra duas representações pictóricas externas para o quinto problema.


Figura 7. Representações pictóricas externas resultantes do processamento das informações geométricas relativas à inspeção de imagem com a função de nova referência conceitual espacial: coerente (a) e não-coerente (b) para o quinto problema.

Para traduzir o processamento das informações que levava a uma transformação da imagem, os sujeitos usaram representações externas que também puderam ser classificadas pela sua coerência com a imagem que deveria ser obtida. A figura 8 mostra algumas representações pictóricas externas para o sexto problema.



Figura 8. Representações pictóricas externas resultantes do processamento das informações geométricas relativas à transformação de imagem com a função de nova referência conceitual espacial: coerente (a) e não-coerentes (b) e (c) para o sexto problema.

4.3 O detalhamento processual das representações pictóricas externas 

Vários sujeitos, em alguns problemas, utilizaram mais de uma representação pictórica externa para detalhar seqüencialmente cada um dos processos de inspeção e transformação das imagens. Cada representação resultante tinha a função de nova referência conceitual e parecia estar comprometida com as estratégias de solução do problema. Outros sujeitos fizeram, para os mesmos problemas, apenas uma representação inicial ou uma representação final, sem intermediárias do processo. A representação inicial tinha a função de referência conceitual espacial. Já a representação final era resultante do processamento das informações geométricas relativas à transformação de imagem com a função de uma nova referência conceitual plana. 

Assim, as representações que podiam ser claramente interpretadas, que detalhavam uma seqüência dos processos de inspeção e transformação de imagens e que pareciam estar comprometidas com as estratégias de solução do problema foram chamadas de representações pictóricas externas completas. Quando as representações não eram apresentadas de forma a retratar a seqüência dos processos de manipulação de imagens, mostravam figuras ambíguas, pareciam incompletas ou não traduziam a lógica de solução, estas foram chamadas de representações pictóricas externas parciais. Acrescenta-se que o detalhamento completo ou parcial das representações não garantia a coerência com as informações do problema. Muitas vezes o aluno solucionou corretamente o problema mostrando apenas representações parciais, enquanto que outros mostraram com detalhamento os processos coerentes com as estratégias de solução, mas obtiveram solução errada. A Figura 9 mostra exemplos de representações pictóricas externas parciais e completas  para o quinto problema.


Figura 12.11. Representações pictóricas externas (a) parcial e (b) completa, para o quinto problema. 

A Tabela 2 mostra o resumo dos critérios adotados para análise das representações pictóricas externas. 

Tabela 2. Resumo dos critérios estabelecidos para análise das representações pictóricas externas

	Representações pictóricas externas

	Critérios
	Classificação 

	Funcionalidade 
	Referência conceitual espacial 

	
	Assistência perceptual 

	
	Resultante de inspeção/transformação: 

nova referência conceitual espacial 

	
	Resultante de inspeção/transformação: 

referência conceitual plana



	Coerência 
	Coerente 

	
	Não coerente 



	Detalhamento processual 
	Completa 

	
	Parcial 


5 Considerações finais

As representações pictóricas feitas pelos alunos podem evidenciar alguns processos de formação e manipulação de imagens mentais, de acordo com o modelo de Kosslyn (1995).  
O processo de formação das imagens pode ser compreendido como a geração, no campo visual, de uma imagem única ou a geração de múltiplas partes que irão compor a imagem final a ser inspecionada. Mesmo quando a informação do problema é dada na forma pictórica, é necessário que o sujeito forme, a partir da percepção do desenho bidimensional, uma imagem tridimensional da figura e a configure no campo visual. 

Assim, no problema que fazia referência a um prisma de base triangular, parece que seriam acessadas as representações na memória associativa e, no sistema chamado de ativação de padrões, seria ativada uma imagem padrão associada com o objeto. No caso de imagens mais complexas, como sugere o problema que solicitava determinar o nível da água numa caixa que inclinada, parece ser o sistema complexo de busca da informação que acessaria a localização de uma parte ou característica a ser imaginada na memória associativa, sendo que o sistema de mudança de atenção focalizaria novo painel de atenção, no campo visual.
De acordo com Kosslyn (1995), é possível ativar uma representação no subsistema de ativação de um modelo exemplar ou de um modelo categórico (ou proposicional). Na primeira situação, a imagem é o único representante para aquele conceito, como é o caso do primeiro e do quinto problema, que inicialmente sugerem a imagem do cubo. Na segunda situação, o modelo proposicional é mais genérico, contém informações sobre as propriedades do objeto e como elas se relacionam. 

Além do processo de formação da representação mental, é necessário que o sujeito inspecione essa imagem e então forme outras imagens associadas ao problema. Os subsistemas de mapeamento espacial e de movimentação ajudam a organizar os elementos da imagem. Em muitos casos as imagens devem ser manipuladas, sendo que os processos envolvidos na inspeção e transformação  das imagens foram classificados por Kosslyn (1995) como: esquadrinhar, traçar um panorama, zoom e rotacionar, acrescentando-se que a maioria desses processos citados não acontece separadamente. 

Como exemplo, o primeiro problema solicitava a contagem de cubos num arranjo. Para interpretar as informações iniciais, parece que o sujeito deveria formar a imagem mental tridimensional de um cubo (figura bastante conhecida dos alunos) e a seguir representá-la externamente na forma de um desenho em perspectiva. A imagem parece ser formada através do subsistema de ativação de modelo exemplar, na memória associativa. Mas, como o modelo deveria sofrer modificações, isto é, o enunciado do problema informava que as faces foram pintadas e subdivididas, então deveria ser ativado um modelo categórico, isto é, uma imagem padrão formada a partir de informações conceituais: seis faces, oito vértices, doze arestas etc. A inspeção da imagem deveria acontecer em três momentos: primeiro, quando o problema indicou uma ação a ser realizada com o cubo inteiro (suas seis faces devem ser pintadas); segundo, quando o problema indicou uma ação que transformaria o cubo (este deve ser subdividido em cubinhos de 1cm de aresta); terceiro, quando o problema indagou sobre o número de cubinhos que terão exatamente três cores. O subsistema responsável por essa inspeção de imagem parece ser o subsistema complexo de procura da informação, pois há a necessidade de um mapeamento espacial na imagem do cubo. 

Nesse caso, as imagens devem ter sido formadas e inspecionadas a partir da percepção, por meio do subsistema de controle da atenção baseado no estímulo. Este subsistema também pode ter sido responsável pela inspeção das imagens dos cubinhos da cor da madeira que estariam no interior do cubo, embora estes não precisassem ser contados. 

Assim, as representações pictóricas externas dos sujeitos, parecem ter ajudado a organizar o raciocínio para encaminhar a solução do problema: em cada aresta, oito cubos teriam três cores diferentes; como o cubo tem 12 arestas, então: 12 . 8 = 96 cm3.

Os riscos auxiliares feitos no desenho mostram que os alunos utilizaram a figura para organizar as informações espacialmente, refinar e tornar imagens mentais não ambíguas além de mantê-las na memória. 

Considerou-se, portanto, que a solução dos problemas geométricos compreenderia duas fases importantes - uma relativa à obtenção da informação geométrica do problema e outra relativa ao processamento da informação -  e que ambas poderiam ser analisadas sob a evidência de processos visuais mentais. Assim, a teoria de Kosslyn (1995) pôde fornecer alguns indícios para que possam ser entendidos os mecanismos comuns aos processos mentais relativos à percepção e aos de formação e manipulação de imagens, evidenciados pelas representações pictóricas externas. 
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� Esses  componentes - que formam em conjunto um sistema que caracteriza a habilidade matemática - são: obtenção da informação matemática; processamento da informação matemática; retenção da informação matemática e componente geral sintético.
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