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A CONSTRUÇÃO DO CONCEITO DE FUNÇÃO POR ESTUDANTES DE CÁLCULO

Leonor Wierzynski Pedroso* – UFRGS – leonorwp@yahoo.com.br
Elisabete Zardo Búrigo** – UFRGS – burigo@mat.ufrgs.br
INTRODUÇÃO

A compreensão do conceito de função tem sido reconhecida como central na aprendizagem de noções e técnicas abordadas nos cursos de Cálculo Integral e Diferencial. Essa centralidade é particularmente evidenciada quando dificuldades na aprendizagem de noções como as de  limite ou de taxa de variação média e instantânea aparecem associadas a compreensões fragmentadas, fracas ou limitadas do conceito de função (CARLSON; OEHRTMAN, 2005).

Em nossa Universidade, vimos acompanhando desde 2003 turmas de Cálculo I que reúnem estudantes com pelo menos duas reprovações na disciplina e que são designadas “especiais” pela dinâmica adotada em sala de aula, que inclui a resolução de exercícios pelos alunos, em pequenos grupos. Em 2005, doze alunos dessas turmas foram, após sorteio, convidados a participar de uma pesquisa. Uma observadora registrou excertos de escrita desses alunos, bem como diálogos com colegas, professora e monitores. As resoluções de provas desses alunos também foram examinadas e discutidas com eles em entrevistas semi-estruturadas. 

A análise dos dados coletados enfocou a compreensão do conceito de função por parte dos estudantes. De um lado, foi observado que compreensões fragmentadas, indiferenciações ou dificuldades de coordenação dos componentes das funções configuraram-se freqüentemente em embaraços ao desempenho de tarefas propostas na disciplina de Cálculo. De outro lado, maior desenvoltura na resolução de problemas e na justificativa de respostas, observadas para a maioria desses estudantes ao longo do semestre, apareceram associadas a avanços em termos de coordenação e análise dos componentes das funções. A discussão dos dados, apresentada a seguir, confirma a centralidade do conceito de função para a aprendizagem de Cálculo, mas indica, ao mesmo tempo, que o confronto com as tarefas típicas da disciplina pode provocar alterações na compreensão ou nas concepções sobre funções que os estudantes trazem do ensino médio. 

COORDENAÇÃO DAS VARIÁVEIS INDEPENDENTE E

DEPENDENTE DAS FUNÇÕES 

Carlson e Oehrtman (2005) denominam “covariational reasoning” o esquema de ações mentais envolvidas na análise das relações entre as variações das variáveis independente e dependente das funções. 

Esse esquema é crucial para a compreensão dos conceitos de limite e de taxa de variação, bem como para a interpretação e esboço de gráficos de funções. Observamos, em alguns estudantes, a ausência das coordenações referidas pelos autores como embaraços à realização das tarefas propostas. São ilustrativas duas tentativas de obtenção de limites a partir da interpretação dos gráficos das funções.
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, isto é, o limite de f(x) quando  x tende a a, a partir da interpretação do gráfico de  y = f(x):

Cristiana respondeu “É a!”, evidenciando uma dificuldade de diferenciação e articulação entre as representações gráficas e as variações das variáveis independente e dependente.

[image: image46.wmf]No segundo caso, foi solicitado aos alunos a obtenção do 
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 , isto é, o limite de ( (x) quando x tende a -(, sendo dado o gráfico de  y = ( (x):

Raul arriscou a resposta “O gráfico está indo para infinito?” referindo-se à variação em x, sem conseguir diferenciá-la e coordená-la com a variação correspondente em y .

Sierpinska (1992, p. 52) observa que os gráficos são representações estáticas de funções que ocultam o seu caráter dinâmico e aponta dificuldades relacionadas ao fato de que um único elemento gráfico - um ponto - contém em si o argumento, a regra de atribuição e o valor da função. 

As dificuldades aqui exemplificadas podem também ser atribuídas à prevalência de uma “concepção ação” (Palis, 2002) em que o esboço do gráfico se reduz a obter alguns pontos substituindo valores de x na expressão algébrica da função e ligá-los por arcos de curva monótonos. Nessa concepção, o pensamento considera um par de valores (x,  f(x)) de cada vez e a idéia de tomar uma infinidade de pares (e portanto pontos) ao mesmo tempo está ausente. A dificuldade se agrava quando, como no segundo exemplo, não é possível nem mesmo tomar um ponto como referência e é preciso considerar, ao mesmo tempo, intervalos do domínio e do contra-domínio.

INDIFERENCIAÇÕES E INCOERÊNCIAS RELATIVAS AO COMPORTAMENTO DAS FUNÇÕES

O esboço de gráficos de funções, uma tarefa em geral simplificada no ensino médio, é revestida de complexidade nos cursos de Cálculo, quando se exige a verificação da existência de assíntotas, pontos críticos, intervalos de crescimento, pontos de inflexão. A estratégia de marcar pontos a partir de uma pequena tabela, referida anteriormente, é necessariamente abandonada.

O abandono da “marcação de pontos”, contudo, não dá lugar necessariamente a estratégias que consideram o conjunto dos elementos referidos e a necessidade de coerência entre eles. Os exemplos que seguem são ilustrativos de dois modos diferentes de negação da complexidade envolvida na tarefa de esboçar gráficos: a redução do estudo do comportamento da função a alguns de seus elementos; a superação de inconsistências pela rejeição de dados discrepantes.

No primeiro exemplo, em uma prova foi dada a função 
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 e foi pedido que se determinassem as equações das assíntotas verticais e horizontais - em caso de existência das mesmas -, os intervalos de crescimento e decrescimento e aqueles onde o gráfico de f é côncavo para baixo ou para cima. 

Segue um trecho da resposta de José:

“Como 
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, então f(x) é decrescente no intervalo (0, 
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 então f(x) é decrescente no intervalo (
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 “De acordo com a resolução do item b fica bem evidente para a minha análise que a f(x) no intervalo (
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, 0) é côncava para baixo e a f(x) é côncava para cima em (0, 
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Isto é, o aluno conclui sobre crescimento/decrescimento e concavidade a partir dos limites obtidos, sem considerar possíveis alterações de comportamento em cada intervalo. Para o intervalo (0, +(), acerta ao acaso o crescimento e a concavidade. No outro intervalo, além de errar os limites, erra a concavidade ao pressupor que não se altera, sem investigar o sinal da derivada segunda.

Pode-se considerar a simplificação operada pelo aluno – considerando apenas o que ocorre na vizinhança da assíntota vertical e “nas pontas” (quando x tende a  +(  ou  -() – como uma versão mais elaborada da simplificação - freqüentemente observada em estudantes do ensino médio – que consiste na extensão, para todo o domínio de uma função de variável real, do comportamento observado próximo à origem.

No segundo exemplo, uma questão pedia o esboço da região R limitada pelos gráficos de 
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, sendo dado o esboço do gráfico de f (x) . Maria procede do seguinte modo:
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Pode-se observar que ela tenta construir o gráfico de 
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 a partir do gráfico de y = x2, utilizando uma técnica de transformações abordada nas aulas iniciais da disciplina. O deslocamento horizontal para a esquerda parece resultar do passo 
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 indica que x = 1 foi obtida como raiz. Mas para x =1 ela encontra y = -2. No esboço do gráfico de g(x), ela marca a raiz  
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 resultante do deslocamento do gráfico de 
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, mas não faz uso da “raiz” x = 1.  Traça o gráfico passando pelo ponto (0, -2), mesmo tendo calculado as coordenadas do ponto (1, -2). Observa-se aqui que os dados obtidos ao final da terceira coluna são desconsiderados em favor daqueles obtidos nas transformações do gráfico. 

  A aluna destaca uma pequena região entre as curvas, sem conseguir antecipar a segunda. Aqui parece prevalecer a concepção do gráfico como figura, mencionada por Sierpinska (1992,p. 52), e uma redução do estudo da função às proximidades do vértice e da origem. Finalmente, Maria calcula a área entre as curvas tomando o intervalo        [-1, 0] – que está correto – descartando a segunda intersecção marcada no gráfico e “ajustando” os dados de modo a realizar um cálculo menos trabalhoso e mais assemelhado ao comumente requerido nas provas.

COMPOSIÇÃO DE FUNÇÕES

Parte significativa dos alunos de Cálculo apresenta familiaridade com funções e gráficos de funções mais simples, como f(x) = x, g(x) = x2, 
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, etc. Essa familiaridade, provavelmente, deve-se ao fato de que desde o Ensino Médio eles trabalham com essas funções e as famílias dessas funções.

O trabalho com funções compostas, seja analisando o comportamento das mesmas e/ou construindo e interpretando seus gráficos, apresentou-se como uma atividade de relativa complexidade para os alunos. Observou-se que eles ao defrontarem-se com funções compostas tendem a simplificar as funções para modelos conhecidos, considerando somente uma das funções que originam a composição. Os exemplos a seguir ilustram essa observação.

Uma questão de prova pedia que fosse feita a análise da função 
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 . A aluna Clara escreve, em rascunho, em um canto da folha: 

“
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, f(0) = 1, Dom R”
E faz as seguintes análises: “Como f. é fç. contínua em R não há ass. vert.”; “Como 
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Podemos tomar 
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 como  f(g(x)), sendo f(x) = ex e g(x) = 3/x , mas Clara trabalha apenas com a função “externa” f(x) = ex, ou seja, simplifica a função para o modelo conhecido e facilita a resolução da atividade proposta. Observamos também uma contradição quando ela diz que não há assíntota horizontal, já que ela está trabalhando com a função f(x) = ex. Essa contradição pode estar relacionada à idéia que alguns alunos apresentaram de que só há assíntota horizontal se os dois limites tendessem ao mesmo valor. 

Já o aluno Jader procede com raciocínio semelhante ao anterior, mas enxerga somente a função “interna”. Desenha num canto da folha: 


[image: image26.png]



E justifica: “A fç. ñ possui ptos. de inflexão, pois está limitada por duas ass. uma horizontal e outra vertical. No entanto, a fç. é côncava p/ [baixo] no intervalo (-∞, 0) e côncava p/ cima no int. (0, +∞) com Dom f = R – {0}”. 

Em outra questão de prova, foi dado o gráfico de f(x) e foi solicitado que se esboçasse os gráficos de h(x) = ‌‌‌ f(x) ‌ e g(x) = f(2x). 
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Gráfico de f(x) , prova a                                                     Gráfico de f(x), prova b

Para o esboço da h(x),  Cleverson  faz o seguinte esboço:
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Cleverson simplifica a função f(x) dada para aquela função modelo que está acostumado a trabalhar, escrevendo em um canto da folha: y = ‌ x ‌, ou seja, não consegue compor as duas funções. Ele, inclusive, copia a f(x) – sem nenhuma alteração no esboço - no mesmo gráfico em que esboçou “h(x)”, aparentemente numa tentativa de pensar em coordenar as duas informações (a função e o módulo da função), mas com o seguinte recado: “Se possível, favor desconsiderar o esboço em azul”, optando, assim, pela função externa      y = ‌ x ‌.

Já nos exemplos abaixo, observa-se que os alunos parecem ter avançado um pouco mais no processo de compreensão da composição. Os alunos foram solicitados a esboçar o gráfico da função composta g(x) = f(2x). Podemos observar que eles conseguem compreender a totalidade da função, isto é, enxergam a função externa e interna compondo-as. Porém, para alguns pontos específicos, parece não ser aplicado o mesmo raciocínio usado nos demais. 

Nos dois exemplos, parece ocorrer um mesmo raciocínio, sendo que no exemplo b o aluno explica que “Quando a função é multiplicada por 2 ela tende a encolher no eixo das abscissas. Eu encolhi: 1 unidade, mas pode ser que encolha mais ou menos dependendo da f(x)”. A diferença fundamental de c para b é que em c a assíntota horizontal passa de y = -6 para y = -3, enquanto os outros valores são mantidos – o que deveria ser feito para a assíntota inclusive, em outras palavras, em c há ainda a confusão entre as coordenadas x e y.
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              Exemplo b                                                                         Exemplo c 

AVANÇOS NA COMPREENSÃO E CONCEPÇÃO DE FUNÇÕES

Para Breidenbach e outros (apud DUBINSKY; HAREL, 1992, p. 85), uma “concepção processo” se distingue da já referida “concepção ação”, sobretudo, porque envolve uma transformação dinâmica de quantidades. Carlson e Oehrtman (2005) também caracterizam a “concepção processo” por uma visão generalizada sobre a obtenção de “outputs” a partir de “inputs”. Essa visão generalizada seria condição necessária para o raciocínio dinâmico subjacente aos conceitos e problemas típicos do Cálculo.

Para Dubinsky e Harel (1992, p. 86), a passagem de uma “concepção ação” para uma “concepção processo” pode ser favorecida por uma ação pedagógica intencional. Contudo, os autores assumem que a “concepção processo” tem diversas facetas nas quais os estudantes podem progredir em ritmos ou modos diversos. Essa transição seria, portanto, complexa. Daí a relevância de que seja analisada mais em seus elementos constitutivos do que em termos de níveis.

Os exemplos apresentados a seguir são indicativos de como avanços na concepção de função podem ser identificados a partir da escrita dos estudantes, na resolução de problemas ou na justificativa de suas respostas. 

No primeiro exemplo, o aluno Cleber está envolvido com a tarefa de obter a equação de uma reta tangente a uma curva em um determinado ponto. 

Na primeira prova do semestre, era pedida a equação da reta tangente ao gráfico da função 
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em x = 1 . O aluno encontra 
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 . Logo abaixo disso escreve: “Coeficiente angular = - 1 aplicando na equação da reta tangente (mtg)”, aparentemente assumindo que esse coeficiente é o mesmo que multiplica x no numerador da expressão 
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. Escreve então a equação da reta tangente ao gráfico em x = 1 como sendo “y – 3 = -1 (x - 1)”.

Pode-se observar uma indiferenciação entre a expressão geral da função f´(x) e o valor de f´(x) para x = 1. Há também uma identificação mecânica entre a inclinação de uma reta (comumente identificada, no ensino médio, com a constante a em y = ax + b) com o coeficiente que multiplica x. Enfim, pode-se observar que o estudante tenta executar uma seqüência de procedimentos sem a compreensão da relação entre f´(1)  e a inclinação da reta tangente ao gráfico em x = 1.

Na segunda prova, é apresentada a seguinte questão: “As curvas de equações 
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 interceptam-se no ponto (0, -1). Essas curvas possuem a mesma reta tangente em (0, -1)? Justifique sua resposta.” Ele escreve: “Para que as curvas tenham a mesma reta tangente no ponto (0, -1) a condição necessária para isto ocorrer é que a derivada da equação 1 seja igual à derivada da equação 2, só assim terão coeficientes angular iguais”. O aluno não deixa claro se pretende substituir o valor de x na derivada encontrada e interrompe a resolução, provavelmente, por dificuldades com a derivação implícita e com a função arcotangente. Já na última prova, dada a tarefa de obter a reta tangente ao gráfico da função 
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 em x = 2, escreve “Para saber a equação da reta tangente é necessário fazer a derivada primeira e aplicar no ponto dado” e obtém a equação corretamente.

A desenvoltura mostrada na última prova pode ser, em parte, atribuída à reapresentação de uma questão já conhecida, em que foi modificada apenas a expressão de f(x). Contudo, a escrita revela uma compreensão mais global da tarefa, precedendo os cálculos e a manipulação algébrica, e a diferenciação entre a expressão geral da derivada e seu valor num ponto dado.

No segundo exemplo, o estudante Nelson está envolvido com a tarefa da verificação da existência e obtenção de assíntotas verticais ao gráfico de uma função dada.

Na primeira prova é dada a função 
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.  Para verificar a existência de assíntotas verticais, o estudante calcula os limites laterais de f(x) quando x tende a zero. Ele escreve  
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, aparentemente, estendendo ao caso x ( 0 o procedimento de tomar apenas os termos de maior grau do numerador e denominador,   aplicável   quando  x   tende  a   +(   ou -(.

Conclui pela igualdade dos limites laterais e a seguir afirma a inexistência de assíntotas. Calcula ainda o limite da expressão 
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 para x tendendo a 3 (que é raiz), numa indiferenciação entre raízes e casos de assíntotas, ou dos casos nos quais o numerador ou o denominador são nulos.

Na segunda prova, para 
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, o estudante calcula corretamente os limites laterais para x tendendo a zero: +( pela direita e zero pela esquerda. Porém conclui: “Não possui assíntotas verticais, não é contínua no ponto x = 0.”. 

Na última prova, para verificar se o gráfico de 
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tem assíntotas verticais, calcula os limites corretamente para x tendendo a zero, aplicando a regra de L’Hôpital inclusive, e justifica: “Não possui assíntota vertical, pois quando x 
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 o que não acontece”.

De novo, o acerto pode ser, em parte, atribuído à semelhança entre as tarefas. O aluno mostra, contudo, um avanço expressivo: ao considerar o cálculo do limite considerando a expressão globalmente, isto é, as variações do numerador, do denominador e a relação entre ambas; ao distinguir o problema da descontinuidade do da existência de assíntotas, que apareceram confundidos na segunda prova; ao evidenciar, na escrita, uma visão global da tarefa que precede os cálculos e procedimentos utilizados. 

CONSIDERAÇÕES FINAIS

Para a maioria dos estudantes, foi observado, como nos dois exemplos anteriores, maior desenvoltura na resolução de problemas ao longo do semestre, associada à compreensão das funções e de seus componentes. Foi observado também o desenvolvimento da argumentação e da reflexividade em torno de suas próprias hipóteses e estratégias. 

Concordando com Dubinsky e Harel (1992), consideramos que uma compreensão mais articulada e dinâmica do conceito de função pode ser promovida por experiências organizadas de aprendizagem. Neste caso, tarefas aparentemente rotineiras revelaram-se complexas ao requerer dos estudantes a diferenciação e a coordenação de componentes das funções que antes estavam amalgamados ou fragmentados.  Acredita-se que o enfrentamento das tarefas – e as aprendizagens daí decorrentes – foram favorecidas pelo trabalho em grupo, pelo diálogo cotidiano com colegas, professor e monitor e pela prática da escrita submetida à leitura do professor. Enfim, a superação de entraves relativos ao que são considerados comumente “pré-requisitos” para o Cálculo foi favorecida pela construção de um ambiente cooperativo e comunicativo e pelo esforço dos estudantes no sentido da autonomia e da reflexividade sobre o próprio conhecimento.
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