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Resumo:

Este artigo relata uma experiéncia no ensino-aprendizagem de nimeros irracionais em uma
turma da oitava série (nono ano) do Ensino Fundamental da Rede Publica do Estado. A
maior dificuldade constatada foi com as operacdes com elementos desse conjunto, devido
ao fato de os alunos nédo aceitarem os irracionais como numeros, mas como simbolos sem
significado. Com o propdsito de aprimorar o processo de ensino-aprendizagem, a
metodologia envolveu os aspectos geométrico e computacional. O teorema de Pitagoras e o
software Geogebra foram ferramentas imprescindiveis no desenvolvimento da experiéncia,
que constou de quatro atividades programadas e executadas no Laboratdrio de Informaética.
Por fim, o artigo destaca as vantagens no aprendizado, possibilitadas pela experiéncia.

Palavras-chave: numeros irracionais; experiéncia como aprendizado; Geogebra.

1. Introducéo

A Matematica é inerente ao ser humano. Segundo Devlin (2004, p. 20-36), “as
caracteristicas do cérebro que nos permitem lidar com a matematica sdo as mesmas que
nos permitem usar a linguagem — falar com os outros e entender o que eles dizem”. E,
ainda, o senso numérico humano é inato. E, avancando mais nesse sentido, 0 senso

numeérico acompanha o ser humano desde os primordios da evolugao:

O homem, mesmo nos estagios mais inferiores de desenvolvimento possui uma
faculdade que, a falta de melhor nome, chamarei de senso numérico. Essa
faculdade lhe permite reconhecer que algo mudou em uma pequena colecdo
quando, sem seu conhecimento direto, um objeto foi retirado ou acrescentado ao
conjunto. (DANTZIG apud DEVLIN, 2004, p. 36).

E acrescenta a questéo:

Se a faculdade basica de lidar com a matematica é a mesma que nos permite falar
e compreender o que as pessoas falam, por que tdo poucos sdo capazes de utilizar
essa facilidade, dado que toda crianca de quatro anos de idade é fluente com a
linguagem? (DEVLIN, 2004, p. 20).

A Matematica e vista como uma disciplina de dificil compreensdo por parte da

maioria das pessoas. Se um estudante aleatorio for perguntado, ele dird, salvo excecdes,
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que “odeia” Matematica. Justificando, destaca o fato de que ndo compreende como a
Matematica funciona: as formulas parecem verdadeiras adivinhac@es, as equacfes ndo tém
qualquer significado com a vida real e nimeros irracionais foram inventados por quem néo
tinha o que fazer.

Por outro lado, a Educacdo Matemética vem sendo objeto de pesquisa ha pouco
mais de quarenta anos: “nas Ultimas décadas, esforcos educacionais empreendidos por
diversas nacdes, dentre elas o Brasil, ttm favorecido a constituicdo da Educacao
Matematica como um campo de ensino e de pesquisa com saberes proprios”
(FIORENTINI e LORENZATO, 2006, p. 4).

Nesse sentido, os cursos de graduacdo em Licenciatura em Matematica apresentam,
nos curriculos, varias disciplinas voltadas para a formacédo do professor, a fim de que, em
Sua préatica de ensino, possa proporcionar uma verdadeira aprendizagem e despertar o0 gosto

pela mesma.
2. Contextualizacao

A experiéncia de estagio dentro de uma escola da Rede Publica Estadual, com uma
turma da oitava série (nono ano) do Ensino Fundamental, propiciou a este autor observar,
nos primeiros dias, um professor licenciado ensinando numeros irracionais, operagdes e
regras envolvendo os radicais.

Ao assumir a regéncia da turma, este autor deu continuidade as operacdes, com
foco na racionalizacdo, o que propiciou detectar varias dificuldades. Dentre estas,
destacou-se a operacdo de subtracdo. Esta € realizada facilmente no conjunto dos inteiros:

os alunos sabem que, se possuem cinco macds e comem as cinco, nenhuma lhes resta;

entretanto, ao operar V2 -2, ndo chegam a conclusdo de que a resposta também é zero.

Sendo que 0s numeros irracionais estdo presentes em muitas situacdes que
envolvem Trigonometria, Geometria e Algebra, na forma de elemento do conjunto-
solucdo, este autor pensou numa estratégia a ser utilizada para sanar essa dificuldade: a
Geometria (construcdo e visualizacdo grafica) como fundamento para o ensino das
operacdes no conjunto em foco.

Nesse sentido, Melo (1999) afirma, sobre os nimeros irracionais, que:
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Eles ocupam um dos nés fundamentais dentro da rede de interacdes dos
contelidos em Matemética. Podemos considera-los [...] assumindo, de certo
modo, uma caracteristica de interdisciplinaridade dentro da prépria Matematica.

(p. 29).

3. A estratégia

Face a resposta dada pelo aluno aleatorio: “as formulas parecem verdadeiras
adivinhagOes, as equacdes ndo tém qualquer significado com a vida real e numeros
irracionais foram inventados por quem ndo tinha o que fazer”, a primeira ideia que veio a
mente foi procurar entender o porqué de tamanha dificuldade. Neste processo, surgiu a
seguinte conjectura: o aluno ndo opera adequadamente com ndmeros irracionais, porque
ele ndo os compreende (visualiza) como numeros. O simbolo de raiz ndo faz sentido como
operacdo e a representacdo decimal ndo € enfatizada.

Em sequéncia, foi criado um Projeto de Ensino, exigido como parte do estagio, a
ser desenvolvido em horério alternativo e em carater facultativo aos alunos, ndo fazendo
parte da avaliacdo trimestral da disciplina.

Considerando a disponibilidade do Laboratorio de Informatica da Escola, o projeto
consistiu em uma Oficina de Informatica com Matematica. O objetivo desta atividade foi o
ensino-aprendizagem de nUmeros irracionais, numa abordagem visual. A fundamentag&o
teorica foi a Geometria, especificamente o teorema de Pitagoras, e, a pratica, com vistas a
visualizacdo e a concretizacdo das ideias, foi desenvolvida em quatro atividades, através do

software Geogebra®, uma ferramenta de uso livre®.
4. As atividades

Partindo do pressuposto de que os alunos aprenderiam a operar, mais facilmente,
com 0s numeros irracionais, se 0s compreendessem como compreendem 0S nUmeros
inteiros, foi usada a estratégia gréfica, com a participacdo ativa dos alunos. Nesse sentido,
Tafner (2008) afirma “quando a crian¢a tem novas experiéncias (vendo coisas novas, ou
ouvindo coisas novas) ela tenta adaptar esses novos estimulos as estruturas cognitivas que

Ja possui...“ e ha, também, a defini¢do de assimilagdo por Jean Piaget:

! Software matematico criado pelo austriaco Prof. Dr. Markus Hohenwarter, que consiste no uso combinado
de Geometria e Algebra para explorar conceitos matematicos. N.d.A.

2 Em inglés freeware, isto é, um software que pode ser utilizado, desde que sem fins lucrativos, sem a
necessidade de pagar licenga ao autor. N.d.A.
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[...] uma integragdo as estruturas prévias, que podem permanecer invariaveis ou
sd0 mais ou menos modificadas por esta propria integracdo, mas sem
descontinuidade com o estado precedente, isto &, sem serem destruidas, mas
simplesmente acomodando-se a nova situacéo... (PIAGET, 1996, p. 13)

A Oficina consistiu de quatro atividades, desenvolvidas em quatro encontros,
envolvendo a representacdo grafica do teorema de Pitagoras, sendo permitida a interacdo
dos alunos através do software Geogebra. Em média, havia quatorze alunos em cada

atividade e um computador por aluno.

5. Preparacédo para as atividades

Os alunos ja conheciam o teorema de Pitagoras, conteldo integrante da serie
cursada, mas a visualizacdo geométrica associada a possibilidade de interacdo era uma
experiéncia inteiramente nova para eles. Diante disso, a primeira etapa foi a apresentagéo

do software e suas possibilidades operacionais.

6. Atividade 1 — Teorema de Pitagoras:

Como primeira atividade, foi proposto manipular os dados de forma a alterar os
lados do triangulo e, consequentemente, as areas dos quadrados, como mostrado na Figura

1, a sequir.

Area AlJB = 8.91
Area AEDC = 7.6
Area CBGH = 16.51

cBGH

L
2

Figura 1 — Atividade 1: Manipulacao dos pontos A, B e C para constatacao do teorema de Pitagoras.
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Descricdo da atividade: exibida a Figura 1, o tridangulo retangulo CAB (sendo CAB
0 angulo reto), os alunos devem manipular os pontos A e B livremente e, a0 mesmo tempo,
observar que o triangulo permanece sempre retangulo em A. Ao fazerem a manipulacao
dos pontos, os lados do triangulo se alteram e, consequentemente, por estar atrelada ao
lado, cada uma das &reas dos trés quadrados se altera.

O valor das é&reas € atualizado de forma automatica e mostrado no canto superior
direito. Assim, o aluno é levado a concluir, empiricamente, que a area do quadrado maior é
a soma das areas dos outros dois quadrados, constatando o teorema de Pitagoras: “o
quadrado da hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados dos catetos”.

Ao final dessa atividade, a maioria dos alunos enunciou o teorema de Pitagoras e

foi capaz de exemplificar a sua constatacao.

7. Atividade 2 — Construcdo de Nameros Irracionais

O objetivo principal da segunda atividade foi mostrar aos alunos que 0s nimeros
irracionais podem ser medidos. Com os triangulos da Figura 2 (abaixo) e o teorema de
Pitagoras vivenciado na aula anterior, a tarefa consistiu em construir alguns triangulos de

modo que a hipotenusa fosse expressa por um nimero irracional.
251 Tamanho do segmento ¢; V2 Tamanha do segmento . v/5

VZ=4y1112

VB= 212

0.5

oA B D F
. . T o . T
-1 05 0 0.5 1 15 25
|F'0nt0 A Ponto de intersecdo de EixoX, Eixo‘r’| a=1

35 4 45

wig

Figura 2 — Atividade 2: Construcao de segmentos cujas medidas s&o nameros irracionais.

Observando a Figura 2, os alunos constataram que ¥2 é o valor da hipotenusa de

um triangulo retdngulo com ambos os catetos iguais a 1, e que V5 é 0 valor da hipotenusa
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de um triangulo retdngulo com catetos iguais a 1 e 2. A seguir foi solicitado que os alunos

construissem tridngulos retangulos diversos, de modo a obter outros nimeros irracionais,
dentre estes a de triangulos com hipotenusas iguais a V8,413 e /18.

Tal como na atividade anterior, o resultado foi positivo: todos os alunos
conseguiram completar a tarefa. Aproveitando o tema da atividade, este autor narrou aos
alunos, de forma sucinta, a histéria dos ndmeros irracionais e como se registram em
aplicacdes.

Segundo Melo (1999):

Os nOmeros irracionais ocupam um lugar extremamente privilegiado dentro da
Historia da Matematica. Revisita-los é percorrer uma trajetéria de 25 séculos.
Essa tem origem na Escola Pitagérica com a crise provocada pela descoberta e
posterior revelacdo de grandezas geométricas cujas razBes ndo podiam ser
representadas por nimeros inteiros e vai até o século XIX... (p. 29).
Em referéncia as medicOes anteriores, foi enfatizado aos alunos que a medida da
grandeza da hipotenusa de um triangulo retangulo com os catetos iguais a uma unidade deu

origem ao surgimento dos nameros irracionais naquela época.
8. Atividade 3 — Comparacdo de Nameros

Tendo em vista que, nas atividades anteriores, os alunos aprenderam que 0S
nameros irracionais podem representar medidas de segmentos, a atividade seguinte
consistiu na comparacdo de segmentos de comprimento representado por irracionais
(constatados na atividade anterior), com segmentos de comprimento denotado por nimeros
inteiros.

A expectativa era de que os alunos fossem capazes de comprovar, por exemplo, que

a raiz quadrada de 13, € um namero situado entre trés e quatro.
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A B
Lembrete: L ———
» .d2+f2:g2 c a=1 D
Teorema de Pitagoras:
£ P 5
® P ®
| ! K
f=2 g
O segmento j € igual a hipotenusa do triangulo
G H
L
d=2

Figura 3 — Atividade 3: Comparagéo de nimeros irracionais com nimeros inteiros mediante a medida

dos segmentos.

Manipulando os vértices H e I, varios triangulos retangulos foram criados, a fim de
facilitar a aprendizagem. Como ilustra a Figura 3, o segmento “j” ¢ do mesmo tamanho
que a hipotenusa do triangulo GHI, mas paralelo ao eixo (oculto) das abscissas. Com o
teorema de Pitagoras, para o calculo da hipotenusa dos varios triangulos construidos, e a
comparacdo das grandezas mensuradas, os alunos foram capazes de emitir conclusdes
interessantes como:

e “A raiz (quadrada) de 50 esta entre sete e 0ito”;

e “A raiz (quadrada) de 15 ¢ quase igual a quatro”.

Em relacdo a esta atividade, foi possivel constatar que a experiéncia
proporcionada com o0 uso do Geogebra facilitou a compreensdo dos nimeros irracionais e
da sua visualizacdo por parte dos alunos: dentre quatorze alunos que participaram, onze
foram capazes de concluir que os nimeros irracionais efetivamente existem e que estdo
situados entre dois nimeros inteiros.

O aprendizado pela “experiéncia/sentido” € proposto em Bondia (2002, p. 19),

o0 qual define como experiéncia:

... 6 0 que nos passa, 0 que nos acontece, 0 que nos toca. N&o o0 que se passa, ndo
0 que acontece, ou 0 que toca. A cada dia se passam muitas coisas, porém, ao
mesmo tempo, quase nada nos acontece. (p. 21)

A definigdo de Bondia conduz a reflex&o sobre o ensino-aprendizagem tradicional

em sala de aula onde, muitas vezes, operacdes fundamentais com ndmeros irracionais sdo
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empurradas aos alunos em forma de regras, ainda que a maioria Sequer consiga
compreender que nmeros irracionais sdo nuUmeros.

Por outro lado, através da experiéncia na Oficina, a classe vivenciou a descoberta
deste conjunto numérico. A maioria se sentiu melhor preparada para operar com elementos
do conjunto, simplesmente pelo fato de ter assimilado que ndmeros irracionais, tal como
inteiros, sdo numeros. Assim, nos termos de Bondia (p.21), com a experiéncia préatica, o
estudo dos irracionais estava “lhes acontecendo”, ou seja, eles passaram a compreender
melhor esse conceito.

A fim de verificar o qudo produtiva foi a experiéncia, a ultima aula no Laboratorio,

descrita a seguir, foi de exercicios com nimeros irracionais.

9. Atividade 4 — Exercicios sobre as atividades anteriores.

A J(ltima atividade do Projeto foi dedicada a verificacdo da aprendizagem e
consistiu de trés exercicios a serem resolvidos com o auxilio do Geogebra, elencados a
sequir:

e 1 - Encontre a hipotenusa de cada um dos triangulos retangulos abaixo
e, utilizando o Geogebra, coloque-as em ordem crescente.

Triangulo 1: Catetos 3 e 6
Triangulo 2: Catetos 4 e 5
Triangulo 3: Catetos 2 e 7
Triangulo 4: Catetos 4.5 e 4.5

o0 o

e 2 - Encontre a hipotenusa de tridngulos retangulos de catetos do
mesmo tamanho.
a. Triangulo 1: Catetos iguais a 2
b. Triangulo 2: Catetos iguais a 3
c. Triangulo 3: Catetos iguais a 4

Desafio: qual a relagcdo entre o tamanho da hipotenusa e o tamanho dos
catetos neste tipo de triangulo?

e 3 - Construa o triangulo retdngulo com lados de comprimento igual a
3, 4 e 5 unidades, e responda:

a. O que acontece com a hipotenusa quando o valor de cada
cateto é duplicado? Quando é triplicado?
b. Quando é multiplicado por quatro?
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No tempo previsto para a atividade (uma hora), os alunos conseguiram resolver
bem os exercicios. Contudo, apenas alguns responderam corretamente ao desafio, ou seja,

que a razao entre a hipotenusa e um cateto de um triangulo retangulo isésceles é igual a

V2.

10.  Considerac6es Finais

O Projeto de Ensino permitiu constatar que os alunos que ndo participaram da
experiéncia, salvo excecOes, tiveram mais dificuldade em compreender os numeros
irracionais.

A Oficina foi realizada em quatro encontros, com atividades de uma hora de
duracdo, equivalente a cinco periodos de aula, com a participacdo ativa dos alunos
proporcionada pelo uso do software Geogebra. O estudo de numeros irracionais em aulas
expositivas se estendeu durante um bimestre letivo (mais de vinte periodos). A diversidade
da metodologia, utilizada para alcancar 0 mesmo prop0ésito, apontou que a experiéncia
proporciona mais, em menos tempo. Contudo, a aprendizagem sO acontece se 0 aluno
estiver aberto para a experiéncia.

A preocupacdo em “vencer o conteudo”...

...parar para pensar, parar para olhar, parar para escutar, pensar mais devagar,
olhar mais devagar, e escutar mais devagar; parar para sentir, sentir mais
devagar, demorar-se nos detalhes, suspender a opinido, suspender o juizo,
suspender a vontade, suspender o automatismo da acdo, cultivar a atencdo e a
delicadeza, abrir os olhos e 0s ouvidos, falar sobre o0 que nos acontece, aprender
a lentiddo, escutar aos outros, cultivar a arte do encontro, calar muito, ter
paciéncia e dar-se tempo e espaco. (BONDIA, 2002, p. 24).

Estas palavras também devem ser motivadoras para o professor, para que sua
regéncia também seja uma experiéncia. Em sua obra, Bondia (2002, p.21-24) destaca
quatro entraves a experiéncia: necessidade de informacéo, necessidade de formar opinido,
falta de tempo e muito trabalho. O discurso do educador de que “ndo ha tempo, ¢
necessario vencer o conteldo” mostra uma visao da educagdo que anula a experiéncia. A
preocupacao excessiva do professor em vencer o conteudo, acompanhada da quantidade de
informagdo e de trabalho, se contrapde & oportunidade de propiciar a aprendizagem pela

experiéncia e de efetivamente construir o conhecimento proposto.
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