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Resumo:

Neste trabalho, o principal objetivo foi contribuir para o ensino e a aprendizagem de
Numeros Complexos. Varios autores pesquisados afirmam que as maiores dificuldades no
estudo deste assunto surgem quando Sdo necessarios conceitos prévios de Trigonometria.
Nos livros didaticos, tanto a Trigonometria quanto os Numeros Complexos sdo tratados de
modo insatisfatorio, sendo seu estudo predominantemente algébrico. Assim, buscou-se um
elemento integrador, que permitisse abordar ambos os contetdos. As Coordenadas Polares
constituiram-se o aliado perfeito, pois poderiam ser utilizadas ndo sO para revisitar a
circunferéncia trigonométrica como para representar geometricamente um ndmero
complexo, destacando seu modulo e seu argumento principal. A introducdo das
Coordenadas Polares deu-se de forma bastante natural, e os alunos ndo demonstraram
dificuldades em sua utilizacdo. A representacdo geométrica do nimero complexo, que em
geral é abordada de forma sucinta nos livros didaticos, facilitou sua compreenséo, pois
permitiu o trabalho tanto com transformacGes de tratamento como de conversdo de um
mesmo objeto matematico — o Nimero Complexo. Os pressupostos tedricos deste trabalho
apoiam-se em um tripé, composto pelas teorias da representacdo semidtica de Raymond
Duval, da criacdo didatica e da transposicao didatica, de Yves Chevallard.

Palavras-chave: Educacdo Matematica. Trigonometria. Numeros Complexos.
Coordenadas Polares

1. Introducéo

Com base nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (BRASIL,
2000), pode-se afirmar que o ensino da Trigonometria é extremamente necessario,
inclusive como desenvolvedor de habilidades e competéncias na aprendizagem de
Matematica.

Outro tema que exemplifica a relacdo da aprendizagem de Matematica
com o desenvolvimento de habilidades e competéncias é a Trigonometria,
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desde que seu estudo esteja ligado as aplicacbes, evitando-se o
investimento excessivo no calculo algébrico das identidades e equacbes
para enfatizar os aspectos importantes das fung¢fes trigonométricas e da
andlise de seus gréaficos. (BRASIL, 2000, p. 44)
Mesmo com tal importancia, os alunos ainda encontram obstaculos no estudo de
Trigonometria. Diversos autores pesquisados sdo claros ao mencionar este fato. Francisco

de Oliveira (2006, p.11), em sua dissertacdo de mestrado, relata que

Em aproximadamente 18 anos de trabalho com turmas de oitava série e
do Ensino Médio, observamos a dificuldade apresentada pelos alunos
durante aulas de trigonometria, ou quando sdo abordados problemas a ela
relacionados, ou mesmo problemas da fisica que usam algum conceito
trigonométrico bésico. (OLIVEIRA, 2006, p.11)

Os problemas na aprendizagem de Trigonometria refletem-se no estudo de
Numeros Complexos, a partir do momento em que se inicia sua escrita na forma
trigonométrica ou polar. Aradjo (2006, p.15) ressalta este fato ao comentar as dificuldades
demonstradas pelos alunos, desde as perguntas feitas em sala de aula até o baixo

rendimento em atividades avaliativas.

[...] observamos que nossos alunos do segundo ano apresentam notaveis
dificuldades durante as aulas referentes ao conteudo de NUmeros
Complexos. Estas dificuldades se acentuam mais quando aparecem
nimeros representados na forma trigonométrica e em questdes que
envolvem a primeira e a segunda férmula de De Moivre. (ARAUJO,
2006, p. 15)

Apesar de sua relevancia, o estudo dos Numeros Complexos é feito de forma rapida
¢ sem sentido, pois “[...] baseia-se em uma abordagem puramente algébrica, onde estdo
ausentes o significado e as aplicagdes destes nimeros.” (CARNEIRO, 2004, p. 1).

Lima (2001), ao analisar o “livro genérico”, demonstra sua insatisfacdo em relagdo
a forma como ambos os temas (Trigonometria e Nimeros Complexos) séo tratados. Ele
enfatiza o “tratamento demasiadamente longo” da Trigonometria e a “imperdodvel
auséncia” de aplicagdes geométricas das operacdes entre Numeros Complexos. (LIMA,
2001, p. 464-467)

Segundo o mesmo autor, em grande parte do Brasil a Unica referéncia do professor
para estudo ou preparacdo de aulas é o livro didatico. (LIMA, 2001, p. 462) Uma das

possiveis razfes para o aparente ‘descaso’ em relacdo aos Numeros Complexos seja talvez a
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abordagem incipiente do “livro genérico”. Sentindo-Se inseguro a respeito do tema, o
professor o estuda superficialmente com os alunos.

Paralelamente, de acordo com Carneiro (2004, p. 1), "[...] hd uma outra abordagem
possivel, a geométrica, onde desde o primeiro momento os complexos apresentam-se como
pontos ou vetores do plano [...]". Em tal "abordagem geométrica”, porém, os alunos sentem
dificuldade, pois h& lacunas em Trigonometria que prejudicam sua compreensdo. De
acordo com Araujo (2006, p.70), quando se trata de Nimeros Complexos, “A dificuldade
do aluno na maioria das vezes refere-se a falta de conhecimento do contedo anterior, no
caso, a Trigonometria.”.

Para o aluno, ndo ficam claros os varios registros do objeto Numero Complexo,
nem as transformacdes entre eles. A representacdo grafica (& qual alguns autores se
referem como representacdo geométrica) tem um papel muito importante neste contexto,
pois a compreensdo do objeto como um todo depende da coordenacdo de varios registros.
(DUVAL, 2009, p. 38)

Ao mesmo tempo, o estudo de diferentes sistemas de coordenadas pode auxiliar a
visualizacdo das varias maneiras de representar 0 mesmo objeto, conforme as Orientacdes
Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006, p. 93).

No caso dos Numeros Complexos, as Coordenadas Polares podem ser utilizadas
como auxilio a visualizacdo, uma vez que sua escrita na forma trigonométrica € uma
aplicacdo do sistema de Coordenadas Polares. Da mesma forma, a circunferéncia
trigonométrica pode ser abordada tanto sob o ponto de vista do sistema de coordenadas
retangulares como polares.

A proposta deste trabalho €, portanto, a introdugdo do sistema de Coordenadas
Polares como elemento facilitador do ensino e da aprendizagem de Numeros Complexos e

Trigonometria.
2. Dificuldades de ensino e aprendizagem
Existe uma dificuldade intrinseca ao contetido de Nimeros Complexos, que é o fato

de ndo representarem quantidades. Isto, por si s0, ja suscita inquietacdo e desconfianca em
professores e alunos. (ROSA, 1998, p. 25)
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Vérios obstaculos epistemoldgicos, baseados em paradigmas preexistentes, tiveram
que ser superados até que os Numeros Complexos fossem aceitos pela comunidade
cientifica como objetos matematicos legitimos.

Segundo Pommer (2010, p. 1),

Os obstaculos de origem epistemoldgica se devem as resisténcias
advindas do proprio conhecimento e que fazem parte da construcdo do
saber matematico, sendo encontrados na histéria do desenvolvimento e
evolugdo dos conceitos. [...] estes obstaculos ndo podem ser evitados, ja
gue se constituem como porta de acesso aos respectivos conhecimentos.

Ao terminar o Ensino Fundamental, o aluno tem a nitida impressdo de que nao
existem raizes quadradas de nimeros negativos, mesmo que o professor tenha o cuidado de
dizer que uma equagdo de 2° grau de discriminante negativo ndo possui raizes reais. 1sso
porque a palavra real, para ele, significa algo que existe, e ndo um elemento do conjunto
dos nameros reais. Ao se defrontar com os Numeros Complexos, o aluno sente-se
enganado. Como € que, de repente, aquilo que ndo existia simplesmente passou a existir?
O conhecimento dos numeros reais, a0 mesmo tempo em que € necessario para a
compreensdo dos Numeros Complexos, pode também se constituir um obstaculo para sua
aprendizagem. Este é um obstaculo didatico. (ROSA, 1998, p.35; LOPES, 2011, p. 3)

[...] os obstaculos didaticos nascem da escolha das estratégias do
ensino, deixando-se formar, no momento da aprendizagem,
conhecimentos erréneos ou incompletos que se revelardo mais tarde
como obstaculos ao desenvolvimento da conceituacdo. Reconhecer
um obstaculo permite ao professor rever sua primeira apresentacdo do
conceito em questdo, para explicitar melhor a dificuldade vivida pelo
aluno. (ROSA, 1998, p.35)

A dificuldade de abstracdo que envolve o conceito de unidade imaginaria também
é observavel historicamente. Na verdade, somente quando associada ao ponto (0; 1) do
plano de Argand-Gauss, passou a ser aceita como objeto matematico legitimo. Houve a
necessidade de visualizacdo, por meio da representacdo grafica. No ensino de NUmeros
Complexos, se esta representacdo grafica for omitida, ou apresentada tardiamente, é
provavel que a mesma dificuldade de abstracdo que atravessou séculos seja enfrentada
pelos alunos. (LOPES, 2011, p. 3)

3. Transposicao didatica e criacao didatica
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O conceito de transposicdo didatica, introduzido pelo soci6logo Michel Verret
em 1975, foi revisitado pelo educador e pesquisador francés Yves Chevallard, na
década de oitenta.

Um contetido do saber que tenha sido designado como saber a ensinar,
sofre a partir de entdo um conjunto de transformacgdes adaptativas que
vao tornad-lo apto a ocupar um lugar entre os objetos de ensino. Este
“trabalho” que transforma um objeto de saber a ensinar em um objeto de
ensino é denominado de transposi¢do didatica. (CHEVALLARD, 2005,
p. 45 apud NEVES, 2009, p. 55 - grifos do autor)

Segundo Neves (2009, p. 25), o objetivo da transposicdo didatica é, na verdade,
promover o continuo processo de atualizacdo dos saberes ou contetdos escolares, de forma
a acompanhar a evolucdo dos saberes cientificos (produto das comunidades cientificas).

As criacOes didaticas, por sua vez, sdo elementos de uma transposi¢édo didatica que
transformam-se em ferramentas, auxiliando o processo de ensino de algum contetdo
escolar. Tais criacGes surgem de necessidades inerentes ao objeto de saber estudado, e
contribuem para sua compreensdo. Sua finalidade ndo € tornar-se conteudo de ensino.
Porém, isto aconteceu em alguns casos, como, por exemplo, nos produtos notaveis.

No processo de transposicdo didatica dos Nameros Complexos, o elemento que
Ihes garantiu a aceitagdo como saber cientifico legitimo — a representacdo grafica — nao
mereceu destaque no saber escolar. A introducdo das Coordenadas Polares visa também
resgatar a importancia da representacdo grafica para a compreensdo dos NUmeros
Complexos. Assim como ocorreu na histéria da evolucdo do conceito, a representacdo
gréfica pode ajudar o aluno a visualizar e compreendes 0os Numeros Complexos como

objetos matematicos.

4. Representacdes semioticas

A semiotica pode ser considerada, de forma bastante simplista, como tudo o que se
relaciona com a linguagem e 0s signos, ou como a teoria geral das representacées.

Signo é qualquer coisa que, em certa medida, representa ou substitui algo para
alguém. Figuras, simbolos, palavras, sdo signos, pois ao vé-los faz-se a associacdo com
aquilo que representam.

Segundo Duval (2009, p. 15-17), semidsis é a "apreensdo ou a producdo de uma
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representacdo semiotica”, e noésis sao "atos cognitivos como a apreensdo conceitual de um
objeto, a discriminacdo de uma diferenca ou a compreensdo de uma inferéncia”. Segundo
ele, ndo ha noésis sem semidsis.

Em Matematica,

[...] as representacBes atraves de simbolos, signos, codigos, tabelas,
graficos, algoritmos, desenhos sdo bastante significativas, pois permitem
a comunicacgdo entre 0s sujeitos e as atividades cognitivas do pensamento,
permitindo registros de representacdo diferentes de um mesmo objeto
matematico. (DAMM, 2008, p. 170).

Duval (2009, p. 37-38) aponta trés fendmenos relativos a semidsis que devem ser
considerados no estudo das aprendizagens intelectuais fundamentais: a diversificagdo dos
registros de representacao semiotica, a diferenciacdo entre representante e representado (ou
entre forma e contetdo) e a coordenacdo entre os diferentes registros de representacao
semiotica disponiveis. Destaca ainda que € essencial distinguir "as atividades, téo
diferentes, de tratamento e de conversdao das representagdes”. Um tratamento é uma
transformacéo efetuada no interior de um registro. A conversdo ¢ uma transformacéo que
faz passar de um registro a outro. Ela requer a coordenacao dos registros pelo sujeito que a
efetua. (DUVAL, 2009, p. 39)

Almouloud (2007, p. 74) ressalta que “existem tratamentos que podem se tornar
algoritmos (um conjunto de regras operatérias), como aqueles que o ensino da Matematica
tende a privilegiar [...] eles (os algoritmos) sdo comuns tanto no Ensino Fundamental

quanto no Ensino Médio.”

No ensino de Matematica, o problema se estabelece justamente porque sé
se levam em consideracdo as atividades cognitivas de formagdo de
representacdes e 0s tratamentos necessarios em cada representacdo. No
entanto, 0 que garante a apreensdo do objeto matematico, a
conceitualizacdo, ndo é a determinacdo de representacGes ou as Varias
representacdes possiveis, mas sim a coordenacdo entre estes Varios
registros de representacao. (DAMM, 2008, p.182).

Da leitura da citacdo, deduz-se que a conversdo, onde se da a coordenagdo entre
varios registros de representacdo, &€ mais importante para a aprendizagem matematica do
que o tratamento. A autora reclama, no entanto, do fato da Matematica escolar s6 exigir do
aluno a formacdo e o tratamento de representacdes, que podem se resumir a algoritmos
memorizados, sem a compreensdo dos conceitos a eles subjacentes.

Damm reitera a importancia da coordenagédo de varios registros para a apreensdo de
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um objeto matematico:

A apreensdo conceitual dos objetos matematicos somente serd possivel
com a coordenacdo, pelo sujeito que apreende, de varios registros de
representacdo. Ou seja, quanto maior for a mobilidade com registros de
representacdo diferentes do mesmo objeto matematico, maior serd a
possibilidade de apreensdo deste objeto. (DAMM, 2008, p. 177)

Existem diversas representacdes do objeto matematico Niumero Complexo: forma
algébrica, par ordenado em coordenadas cartesianas, forma polar, par ordenado em
Coordenadas Polares, representacdo grafica em coordenadas cartesianas, representacao
grafica em Coordenadas Polares, forma exponencial, etc.

Ao longo desta pesquisa, constatou-se que a representacdo grafica de um nimero
complexo é relegada ao segundo plano, e aspectos algébricos sdo enfatizados. Com a
introducdo das Coordenadas Polares, pretende-se realizar o tratamento de representacées —
transformacdes entre coordenadas cartesianas e polares — e conversdes de representacdes —
passagem do registro algébrico para o registro gréafico, e vice-versa. De acordo com Duval,
isto contribuird para que o aluno compreenda melhor o objeto matematico NUmero

Complexo.

5. Coordenadas Polares como Criacdo Didatica

Coordenadas Polares serdo utilizadas para auxiliar no ensino de Trigonometria e
Numeros Complexos, logo o que se prop6e € uma criacdo didatica. Ao mesmo tempo, no
processo de transposicao didatica dos Nimeros Complexos, o elemento que Ihe rendeu a
aceitacdo como saber cientifico legitimo — a representacao grafica — assumiu uma posicao
obscura no saber escolar. A introducdo das Coordenadas Polares visa, também, resgatar a
importancia da representacao grafica para a compreensao dos Nameros Complexos.

Ja a circunferéncia trigonométrica tem, por definicdo, raio unitario e centro na
origem do plano cartesiano. Levando em consideracdo que um ponto em Coordenadas
Polares é representado por (r ; 0), qualquer ponto da circunferéncia trigonométrica sera da
forma (1; o), pois a coordenada radial é igual a 1. Este ponto pode ser entdo naturalmente
associado ao angulo central a., ja que sua coordenada radial é fixa.

Por outro lado, cada ponto (1 ; o) também tem sua representacdo em coordenadas

cartesianas. Sua abscissa serd igual a cos(o) e sua ordenada serd igual a sen(c).
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Trata-se de um mesmo ponto representado graficamente em dois sistemas de
coordenadas distintos — esta € uma transformagdo de tratamento, pois permanecemos no
registro gréfico.

Quando, dada a representacdo grafica do ponto, escreve-se suas coordenadas,
realiza-se uma conversao, pois o objeto € o mesmo, mas o registro mudou — grafico para

escrito.

6. Aplicacdo da sequéncia didatica

Foi elaborada uma sequéncia didatica, composta por um teste de sondagem e trés
atividades (Listas 1, 2 e 3), tendo como publico alvo alunos do 3° ano do Ensino Médio. A
aplicagdo se deu em uma turma de uma Instituicdo Federal de Ensino do municipio de
Campos dos Goytacazes, que ja havia estudado Trigonometria no ano anterior e estava
iniciando Numeros Complexos a época da aplicacdo do teste de sondagem. Os alunos
ainda ndo conheciam a forma trigonométrica, que seria abordada pela professora regente
nas aulas subsequentes.

A primeira questdo do teste de sondagem era "O que € um radiano?". Onze alunos
deixaram-na em branco, e 0s outros vinte e cinco responderam de diversas formas,
nenhuma delas completa. A mais comum foi “é uma unidade de medida”. Ao fazer esta
pergunta, o objetivo era aferir se 0s alunos sabiam que um radiano € a medida de um arco
cujo comprimento € igual ao raio da circunferéncia. E medida tanto de amplitude como de
comprimento, sendo por isso utilizada na definicdo de fungdes trigopnométricas, cujos
argumentos sao nimeros reais, e ndo angulos.

As questdes seguintes demandavam calculo de senos e cossenos de angulos, alguns
escritos em graus e outros em radianos. Mais de 50% erraram ou deixaram em branco (em
maior percentual) as respostas de sen(315°), sen(210°), cos(270°), cos(w) e sen(5n/6),
evidenciando falhas na reducdo ao 1° quadrante.

Pudemos comprovar o que foi afirmado nas pesquisas, sobre a dificuldade dos
alunos em Trigonometria, com a consequente ndo apreensdo de conceitos. Alguns haviam
apenas memorizado valores, como notamos pelos comentarios feitos por eles.

Chamou atencdo, ainda, a postura frente ao teste de sondagem. Enguanto estavamos
apresentando a proposta a turma, os alunos se mostraram interessados, inclusive porque 0s

Numeros Complexos estavam sendo estudados naquele momento. Porém, ao receberem o
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teste de sondagem com as questdes relativas & Trigonometria, ndo se mostraram muito
dispostos a fazé-lo, alegando que "ndo lembravam mais" (sic), ou perguntando a professora
se "ia mesmo precisar daquilo em nimeros complexos" (sic).

Foi aplicado o teste de sondagem e aguardou-se que a professora ministrasse uma
aula sobre a forma trigonométrica dos Numeros Complexos, para s6 entdo dar
continuidade a aplicacdo da sequéncia didatica.

Na primeira questdo da Lista 1, trabalhou-se com a representacéo grafica de pontos
nos planos cartesiano e polar, sem mencionar que o “outro” plano era o polar. Pedia-se
apenas que encontrassem a distancia do ponto P dado a origem e determinassem o angulo
formado pela parte positiva do eixo Ox e pelo segmento OP.

Em seguida, foram introduzidas formalmente as Coordenadas Polares, com énfase
na representagdo grafica. Frisou-se bastante que o ponto escrito em coordenadas
cartesianas era 0 mesmo ponto marcado em Coordenadas Polares.

Mostrou-se a aplicacdo dessas novas coordenadas na analise do ciclo
trigonométrico, e chamou-se atencao para o fato de que um mesmo ponto representava um
angulo sob a otica das Coordenadas Polares e a0 mesmo tempo 0 cosseno e 0 seno deste
angulo, em coordenadas retangulares. Consequentemente, o sinal da abscissa serd o sinal
do cosseno, e o da ordenada seré o do seno.

Na questdo 2, foram dados pontos em Coordenadas Polares para que fossem
representados graficamente e, em seguida, escritos em coordenadas cartesianas. A

lustracdo 1 traz a resolucdo feita por um aluno em um dos itens desta questéo.

llustracdo 11 — Figura: resposta de aluno & questéo 2b, Lista 1.

b) P = 2.“3“ x=-4 ;y=-03"p=(-4 ;-(3)
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Fonte: protocolos de pesquisa.
Nesse momento foi relembrada a reducdo ao 1° quadrante para encontrar os valores

de X ey, pois ja havia sido explicado que x e y eram, respectivamente, os valores do
cosseno e do seno do angulo em Coordenadas Polares, multiplicados pela coordenada
radial do ponto (o raio).

A Lista 1 foi fundamental para a compreensdo de Coordenadas Polares, visto ser
um contetdo totalmente novo. Os alunos mostraram-se bastante interessados, sempre
perguntando, tirando ddvidas e acompanhando a atividade. Alguns estavam inclusive a
frente do que era feito no quadro, e contribuiam explicando uns aos outros.

A Lista 2, composta por duas questdes, foi aplicada no dia seguinte. Na introducéo,
foram relembradas as formas algébrica e trigopnométrica dos Nimeros Complexos.

Na primeira questdo, foram dados nimeros complexos na forma algébrica, para que
fossem representados graficamente (em coordenadas cartesianas e polares) e em seguida
escritos na forma trigonométrica. Os dois primeiros itens foram resolvidos juntamente com
os alunos, sempre fazendo conexao entre o ponto no plano de Argand-Gauss e a forma
algébrica do nimero, e entre o ponto no plano polar e a forma trigopnométrica do nimero,
frisando que "é o mesmo numero, representado de maneiras diferentes”. Os outros itens
foram feitos pelos alunos, e eles mesmos explicaram como haviam resolvido. A partir de
suas falas, foi feita a correcdo no quadro, onde verificou-se que os itens haviam sido feitos

acertadamente pelos alunos (llustracéo 2).

llustracdo 22 — Figura: resposta de aluno & questéo 1c, Lista 2.

c)z 1+i43 » Re(z) VIm(z) = VS I+

» afixo em coordenadas retangulares: P (_-| Vs )

[t

‘I

» afixo em coordenadas polares. P(_Z ;U )

» niimero complexo na forma triaonomeétrica: z
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Fonte: protocolos de pesquisa.
Na questdo 2, os numeros complexos estavam na forma trigonométrica, e os alunos

precisavam representa-los no plano polar e no plano cartesiano, descobrindo primeiro as

coordenadas retangulares para depois escrevé-los na forma algébrica (llustracéo 3).

llustracéo 33 — Figura: resposta de aluno a questao 2b, Lista 2.

5n A (5m)
b) z = 2(cos| | +isen ) z 2 .0
) z = 2(cos| 2 ) se 2 ) > |2| §

» afixo em coordenadas polares: P(_ 2, _22%°)

» afixo em coordenadas retangulares: P ( Nz Nz ) \

» numero complexo na forma algébrica: z = -
Fonte: protocolos de pesquisa.

Os alunos resolveram muito bem as duas questdes da lista, relacionando
rapidamente o mddulo e o argumento do numero complexo as coordenadas polares do
ponto que o representava. Também demonstraram mais seguranca na representacdo de
angulos maiores do que 90° na circunferéncia trigonométrica, bem como em sua reducgéo
ao primeiro quadrante para a determinacdo de seno e cosseno.

Pudemos observar que o fato de estarem entendendo e conseguindo fazer os
exercicios serviu-lhes de estimulo, assim como a visualizacdo proporcionada pela
marcacdo dos pontos nos planos retangular e polar.

A Lista 3 foi aplicada na semana seguinte, e respondida pelos alunos sem auxilio
algum, pois nosso objetivo era utilizar sua analise para ter ideia da contribuicdo do trabalho
realizado. Foi possivel perceber que eles ficaram a vontade para fazé-la, ndo havendo

duvidas. Terminaram a lista rapidamente, em menos de um tempo de aula.
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Havia duas questfes. Nos trés primeiros itens da primeira questdo, eram dados
pontos em coordenadas cartesianas, para que fossem representados graficamente tanto no
plano cartesiano quanto no plano polar, e, em seguida, escritas suas Coordenadas Polares.
Os trés itens subsequentes traziam os pontos em Coordenadas Polares, e, depois de
representa-los graficamente, o aluno deveria escrever suas coordenadas cartesianas
(Hustracao 4).

Na segunda questdo, o aluno deveria considerar 0s pontos da primeira questdo
como afixos de Numeros Complexos, e escrevé-los nas formas algébrica e trigonométrica.

Observou-se que a primeira questdo foi feita com facilidade. Os alunos
conseguiram efetuar o tratamento de representagdes — dentro do registro grafico, e a
conversao de registros — do algébrico para o grafico e vice-versa, sem problemas.

Um fato interessante observado durante a realizagdo do exercicio foi o de que os
alunos deram mais énfase a resolucéo da parte algébrica do que ao registro grafico. Uma
possivel causa seria 0 historico do ensino, que prioriza a representacdo algébrica. Outra
seria a propria maneira pela qual a questéo foi elaborada.

llustracdo 4 — Figura: resposta de aluno a questéo 1b, Lista 3.

; 2 s 46T 135
f | U Youx= -‘,’{E'/(r»m&a K vy 2Eeisieik A = ‘E»; = <
Z TrS 12 5
AMm Z > /‘%- = 45° = 135
f{

} — e e '7”—#'”"*1 o 39" AR e —=

' |

s}
| .- ‘ |

Fonte: protocolos de pesquisa.

Outro fato observado ao analisar as questdes respondidas por eles foi o de que
nenhum aluno utilizou o angulo em radianos, mesmo havendo trés itens na 12 questdo com

pontos em Coordenadas Polares onde o angulo estava em radianos.
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A segunda questdo foi feita tdo rapidamente quanto a primeira, associando de

imediato os afixos dados com sua representacdo algébrica (llustracéo 5).

llustracéo 54 — Figura: resposta de um aluno aos trés primeiros itens da questéo 2, Lista 3.

2. Agora, se cada ponto da questao 1 fosse na verdade o afixo de um nimero complexo, qual
seria a forma algébrica e a forma trigonométricla de cada nimero complexo?

a) forma algébrica: z=_- 24
forma trigonométrica: z=_2 (o1 230° 4 nem230°)
b) forma algébrica: z=_ -2 + 24

forma trigonométrica: z= 212 (s [35°4 4 A 35°)

c) forma algébrica: z=__ - - {3

forma trigonométrica: z=_2 (288 249°4 & A4an240")

Fonte: protocolos de pesquisa.

Pbde-se perceber que 0s alunos mostraram-se mais seguros e sairam-se bem melhor
no que diz respeito aos conceitos da Trigonometria, em relacdo ao teste de sondagem.
Além disso, o fato de alguns itens desta lista terem sido feitos sem a necessidade de
calculos e o imediato entendimento da questdo 2 da Lista 2 indicam que a aplicacdo das

Coordenadas Polares aos nUmeros complexos foi plenamente compreendida por eles.

7. Considerac0es Finais

Ao longo da aplicacdo da sequéncia didatica elaborada, observou-se que a
introducdo de Coordenadas Polares no Ensino Médio pode ser feita sem problemas, e que
os alunos nao apresentaram qualquer dificuldade de aprendizagem.

N&o se imaginava que as Coordenadas Polares poderiam ser usadas também na
representacdo grafica de NUmeros Complexos na forma trigonométrica, nem que a
conversao da escrita algébrica para a representacdo grafica seria tdo evidente e tdo simples
apos a conexdo com essas novas coordenadas.

Na aplicacao das Coordenadas Polares a Trigonometria, foi destacado que o0 mesmo
ponto possuia duas representacGes diferentes, que sdo: o raio e o angulo; e os valores da

abscissa e da ordenada. Assim, quando o ponto esta representado no plano polar, duas
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caracteristicas sdo percebidas de imediato: seu raio e seu angulo. Se o raio for um, esta-se
referindo a circunferéncia trigopnométrica, e assim imediatamente temos o valor do cosseno
e do seno desse angulo, ja que o valor do cosseno é a abscissa do ponto e o valor do seno é
a ordenada do ponto, em coordenadas retangulares.

Quando o ponto estd no plano cartesiano, temos o valor do cosseno e do seno,
conseguindo visualizar seus sinais, 0 que permite a identificacdo do quadrante em que 0
angulo polar esta.

Acredita-se que tal visualizacdo auxiliou no entendimento de Trigonometria, pois 0
angulo, seu cosseno e seu seno foram facilmente associados a partir do entendimento das
duas representagdes do ponto no plano (cartesiano e polar) e da relacéo entre elas.

Na aplicacdo das Coordenadas Polares aos Numeros Complexos, a conversao do
registro algebrico para a representacdo grafica foi feita de maneira simples e rapida,
deixando pra trés qualquer davida.

Segundo as observacOes feitas ao longo das aulas e os relatos dos alunos, a
introducdo de Coordenadas Polares no estudo de Trigonometria e Numeros Complexos
contribuiu para a melhoria do processo de ensino aprendizagem. Teoricamente, isto pode
ser explicado pelo fato de que foram feitas pelo menos duas conversdes de registros, e
segundo Duval, tais conversdes sdo essenciais para a compreensao do objeto matematico

como um todo.
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