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Resumo:

Neste trabalho discutimos sobre o ensino da geometria no ensino médio, fazendo analise a
partir do ensino do volume da esfera. Discorremos sobre a formacdo do professor e 0s
problemas para abordagem desse conteido, também analisamos como o assunto é tratado
nos livros didaticos em que permeia a concepcao formalista da matematica. Questionamos
por que o assunto é tratado, predominantemente, através do Principio de Cavalieri, sendo
que este conteddo poderia ser abordado também e a partir do Principio de Arquimedes, ou
seja, haveria a possibilidade de transitar de um principio para outro, proporcionando ao
estudante a verificacdo experimental, a possivel (re)construcdo de conceitos e desta forma,
abstrair, compreender significativamente o contetdo e chegar a demonstrar que é o nivel
desejado de construcdo do conhecimento matematico. O presente relato mostra a tentativa
de aproximar essas duas abordagens, no ensino do conteldo de volume da esfera com
estudantes do segundo ano do ensino médio, do Colégio Estadual Jodo Arnaldo Ritt, do
municipio de Toledo, Parana.

Palavras-chave: Volume da esfera; Principio de Cavalieri; Principio de Arquimedes.

1. Introducéo

A geometria acumula conhecimentos construidos, a partir das necessidades
humanas, desde o0s primeiros movimentos de organizacdo social. Esse corpo de
conhecimentos € sistematizado intencionalmente com a ideia de generalizacdo e

socializagcdo. Porém, ao passar por esse processo de formalizar, validar e generalizar, ele

! Este estudo representa um aprofundamento do trabalho apresentado no X Encontro Paranaense de

Educacdo Matematica. Assis Chateaubriand — PR, 2007, na modalidade poster, publicado nos anais do
referido evento.
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perde, para boa parte da sociedade, inclusive para a comunidade escolar, as suas
caracteristicas perceptiveis, tornando-se objeto abstrato de compreensdo restrita a uma
comunidade: os matematicos.

O proposito desse trabalho ndo é discutir se a demonstragcdo matematica deve ser
objeto de ensino na educacdo bésica. Essa é uma questdo mais complexa que ndo cabe ser
analisada apenas em um artigo. O que percebemos é que 0 ensino de geometria, em
especial a geometria espacial trabalhada no ensino médio, é irremediavelmente atingido
pela distancia entre a tendéncia a formalizacdo via demonstracéo e a verificagdo sensivel
que € mais significativa por ficar mais evidente, por exemplo, como célculo do volume da
esfera. Assim, observa-se que ha, por parte do professor, uma postura diretiva formal ao
tratar do contetdo de geometria no ensino médio.

Diante dessas questdes, pretendemos realizar uma breve andlise a respeito do
ensino de geometria no ensino medio, em especifico, sobre o volume da esfera; como esse

conteudo é tratado e quais as dificuldades em aborda-lo do ponto de vista do professor.

2. As dificuldades para o professor

O ensino da geometria no Brasil foi, historicamente, comprometido por op¢oes
tedrico-metodoldgicas, por questdes politicas e econdmicas, 0 que afetou a formacdo de

varias geracOes de professores, conforme aponta Pavanello (1989):

A orientagdo de trabalhar a geometria sob o enfoque das transformages, assunto
ndo dominado pela grande maioria dos professores secundarios, acaba por fazer
que muitos deles deixem de ensinar geometria sob qualquer abordagem,
passando a trabalhar predominantemente com a &lgebra — mesmo porque, a
Matematica Moderna fora introduzida através desse conteudo [..]. A Lei
5692/71, por sua vez, facilita este procedimento ao permitir que cada professor
adote seu proprio programa “de acordo com as necessidades da clientela”.
(PAVANELLDO, 1989, p. 164-165).

Tradicionalmente, tanto nos livros didaticos como nos curriculos do ensino médio é
enfatizado o conteudo de geometria espacial. Porém, na formacao do professor esse ainda é
deficitario, pois as disciplinas do curriculo do ensino superior, predominantemente, tratam

da matematica avangada, enquanto a geometria espacial € considerada conteudo elementar.
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Nas ultimas décadas, a formacdo continuada proporcionada pelo sistema
educacional do Estado do Parané néo priorizou o aprofundamento em contetdos e métodos
de ensino e sim, concentrou-se na formacdo geral com énfase na fundamentacdo em
educacdo, por entender que essa formacdo em educacdo precisa ser ampliada. Ou seja, é
preciso que o professor tenha fundamentos em concepc¢des de educacdo para que haja
transformag0es no ensino da disciplina. Essa tendéncia tem, inclusive, causado insistentes
solicitacOes dos professores para que nos programas de formacédo continuada hajam cursos
que contemplem contetdos matematicos e suas metodologias de ensino, revelando assim, a
nosso ver, a denincia do proprio professor do quanto é fragil a sua formagdo em
contetdos. Assim sendo, o professor tem duas alternativas: investe na sua autoformacgéo ou
forma-se pela experiéncia e, nessa Ultima opcdo, ele se mantém, sempre que possivel

distante dos conteidos em que tém pouco dominio, a geometria, nesse caso € um deles.

3. As condigdes do ensino de geometria espacial no ensino médio

No Estado do Parand, a maioria das escolas ndo possuem laboratorios de
matematica, 0 que revela a concep¢do de ensino de geometria nos curriculos escolares.
Dentre as possiveis concepgoes, a mais preponderante no ensino médio é a de que o ensino
de geometria prescinda da observacdo sensivel para construcdo dos conceitos geométricos.
Nesse sentido, ha experiéncias como o da criacdo do laborat6rio de ensino de matematica,
por exemplo, da Universidade de Brasilia que iniciou suas atividades voltadas a atender
alunos do ensino médio, tendo como um dos objetivos “[...] subsidiar professores do
ensino fundamental e médio em propostas pedagdgicas, materiais didaticos e o uso de
novas tecnologias no ensino-aprendizagem da matematica [...]” (BERTONI; GASPAR,
2006, p. 150).

A questdo levantada é: por que se reforca a concepc¢édo de que no ensino médio, nao
ha necessidade de proporcionar aos estudantes experiéncias com uso de recursos didaticos
manipulaveis, proporcionando a construgdo ou (re)construcdo de conceitos matematicos,
levando-os, talvez, mais facilmente & compreensdo da abstragdo, generalizacéo,
demonstracdo e ainda instigando-os a conjecturar e compreender mais significativamente

conhecimentos matematicos, e reconhecendo-os como construcdo humana? As Diretrizes
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Curriculares Educacionais de Matematica para o Estado do Paranad destaca a funcdo da

matematica na formacao do sujeito nessa perspectiva, quando afirma que

E preciso, ainda, considerar que pela Educagio Matematica almeja-se um ensino
que possibilite aos estudantes analises, discussdes, conjecturas, apropriacdo de
conceitos e formulacdo de idéias. Aprende-se Matematica ndo somente por sua
beleza ou pela consisténcia de suas teorias, mas, para que, a partir dela, 0 homem
amplie seu conhecimento e, por conseguinte, contribua para o desenvolvimento
da sociedade. (PARANA, 2006, p. 25).

Fazer demonstracGes matematicas & um nivel de conhecimento a ser alcan¢ado no
ensino médio e uma concepcdo fortalecida pelos professores com boa formacdo na
disciplina, portanto, em condicGes de realizar um ensino pautado nessas condicfes e essa
énfase é dada por livros didaticos mais tradicionais. Porém, esse ideal esta distante da
realidade das praticas de sala de aula na grande maioria das escolas, dadas as
circunstancias e historicos ja analisados.

Se 0 modelo de ensino de geometria, pautado em formalizacGes e abstracbes nao
estd alcancando seus objetivos, entdo, por que manté-lo? Qual seria um caminho possivel
para 0 ensino de geometria no ensino médio? Essas e tantas outras sdo indagacfes que
afetam professores, alunos, pensadores e estudiosos da matematica.

E ponderavel e teoricamente coerente pensar na aproximagio de um ensino que se
utiliza de estratégias metodoldgicas partindo da observacdo e analise de recursos didaticos
manipulaveis, possibilitando a construgéo de ideias e conceitos geométricos e, deste modo,
chegar a demonstracdes e abstracdes mais significativamente, pois o que implica nesse
processo sdo as operacOes mentais, ou seja, que ao estudante seja oportunizado a
construcdo de argumentos matematicos.

4. Elementos para andlise: como € ensinado o calculo do volume da esfera no ensino
medio

Considerando as concepcdes e o histdrico ja analisado sobre o0 ensino de geometria,
questiona-se: a) o contetdo do volume da esfera é trabalhado no ensino médio? b) que
encaminhamentos metodologicos sdo feitos para seu ensino? ¢) os estudantes aprendem
esse conteudo? d) Quais os problemas didaticos que implicam em dificuldades de
compreensdo desse contetido?
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Nas propostas curriculares dos livros didaticos, o assunto é tratado na 22 série do
ensino médio. Porém, de acordo com o0s argumentos tecidos anteriormente, esse assunto
acaba sendo trabalhado superficialmente ou nem trabalhado. Se esse € um conteldo sujeito
a tanta dificuldades para ser abordado, por que entdo manté-lo no curriculo escolar? Parece
insensato propor a sua retirada do curriculo de matemaética, considerando sua presenga nos
diferentes contextos, além de sua construcdo histdrica, razGes estas que justificam sua
presencga nos curriculos.

A questdo é como e quando ensinar esse conteudo. As opgdes didatico-
metodologicas adotadas na abordagem do volume da esfera que predominam sédo
fundamentadas na logica formal dedutivo, o que acreditamos ser, em parte, causa de
dificuldade para o professor tratd-lo e para o estudante compreendé-lo, pois ele
dificilmente se interessard pela demonstracdo formal ou mesmo que queira, terd
dificuldades por ndo saber demonstrar, ficando esta tarefa apenas para o professor que a
faz numa explanacéo expositiva para justificar a férmula, ou simplesmente preserva-la. Ou
ainda, o professor simplesmente “da” a formula, situagdo cdmoda tanto para o docente
como para 0s estudantes, o que representa uma situacdo acritica. De modo geral, tanto o
professor quanto o aluno ndo veem necessidade de demonstracdo logico-formal do
contelido, objetivando apenas saber aplicar a formula.

Essas sdo as possiveis consequéncias do formalismo que impregnou os sistemas
educacionais e desenvolveu nos sujeitos posturas acriticas e passivas. Tecendo criticas ao
formalismo, Lakatos afirma que:

Nenhum dos periodos ‘criativos’ e dificilmente qualquer dos periodos criticos’
das teorias matematicas seriam admitidos no céu formalista em que as teorias
matematicas habitam como o Serafim, expurgados de todas as impurezas da
incerteza terrestre (LAKATOS, 1978, p. 14).

5. Como o contetdo é abordado pelos livros didaticos

Nos livros didaticos para o ensino médio, o conteudo do volume da esfera é
explicado e mostrado, predominantemente, pelo Principio de Cavalieri. Comparando onze
colecdes de livros didaticos para essa modalidade de ensino, constatamos que cinco delas
mostram como chegar a férmula usando esse principio; cinco trazem apenas a formula e
uma, tampouco, aborda o contetdo. Uma das colecfes traz apenas um comentario sobre o
historico do volume da esfera e cita o Principio de Arquimedes, mas na continuidade,
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recorre ao Principio de Cavalieri para mostrar o contetdo. Vale destacar que o Principio
de Arquimedes apareceu apenas numa colecdo de livros didaticos para 0 ensino
fundamental, o que reforca a idéia de que a experimentacdo ndo € estratégia didatica
concebida para o ensino médio.

Os fundamentos utilizados pelos livros didaticos para introducéo do contetdo séo:
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Figura 01 Figura 02

Principio de Arquimedes: o volume de liquido ~ Principio de Cavalieri: considere dois

deslocado pelo corpo é igual ao volume do solidos e um plano alfa. Suponha que todo

corpo mergulhado no liquido. plano paralelo a alfa, que intercepte um dos
solidos, intercepte também o outro e
determine sec¢des transversais de areas
iguais. Nessas condicdes os dois sélidos tém
volumes iguais (BEZERRA, 1994, p. 354).

Uma proposta de ensino, possivelmente, mais coerente levando em consideragéo o
historico do ensino de geometria no Brasil, segundo Pavanello (1989), seria partir desse
memorial de formacéo dos professores e estudantes, ou seja, considerar que tiveram poucas
oportunidades de construir idéias matematicas, generaliza-las e chegar ao nivel de uma
demonstracdo l6gico-formal a partir da experimentacdo. Seria entdo viadvel, por exemplo,
para a abordagem do volume da esfera, mesmo no ensino médio, partir da experimentacao
pelo Principio de Arquimedes e na sequéncia e comparativamente construir, com 0s

estudantes, a demonstracao pelo Principio de Cavalieri, como mostra 0 esquema abaixo:
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Figura 032

Esquema baseado no Principio de
Arquimedes: a deducdo de volume da
esfera demonstrado pela l6gica indutivo-
experimental percorre um caminho que
poderd permitir ao estudante do ensino
médio estabelecer relacdo entre o0 processo
experimental e a sua formalizag&o.

Végua + Vesfera = Veilindro

Vestera = Vilindro — Végua

anticlepsidra esfera

Figura 04°

Esquema baseado no Principio de
Cavalieri: as areas das sec¢des na esfera e
no solido sdo iguais; entdo, por esse
principio, a esfera e o solido tém volumes
iguais.

Vestera = Vsolido

Vsslido = Veilindro — 2-Veone

1 1
= 2ﬂr3—§(27fr3) TR2,2R-2.-.7TR* R

3
2 2
= — (2n¢ = 27R3_ = 7R®
3 (¢71) 27R’ - 7R
— — 4 T 3 3
= Vesera = § r = Vesfera = 5 TR

O ensino do volume da esfera pelo Principio de Cavalieri ¢ amplamente usado para
tratar o assunto, embora matematicamente ndo estejamos aqui discutindo sua validade,
porém, didaticamente ndo é tdo evidente para o estudante que do cilindro equilatero de
didametro igual ao da esfera possa-se subtrair dois cones de raio e diametro também igual
ao dessa mesma esfera e, ainda, que o volume restante desse cilindro corresponde ao
volume da referida esfera. Outro problema é que, no momento em que se mostram as
seccOes da esfera, dos cones e da anticlepsidra, ou seja, as areas das secgdes da esfera e da

anticlepsidra ndo séo, aparentemente, semelhantes.

? Esquema abstraido da Colec&o: REIS e TROVON. Aplicando a matematica.
® Figura abstraida do texto: BEZERRA, Manoel Jairo. Matematica. Livro didético vol. tnico 2° grau
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Por meio do Principio de Arquimedes, na demonstracdo do volume da esfera, fica
mais evidente a diferenca de volume entre o cilindro e esfera de mesmo diametro,
tornando-se mais perceptivel, tanto no processo manipuldvel como no desenvolvimento da
deducdo da formula matematica do volume dessa esfera. Quando Lorenzato (2006, p. 5)
trata da importancia do laboratério de matematica, destaca as ideias de Arquimedes.
Segundo o autor, “Seria injusto faltar o registro de um excepcional matematico que
percebeu a influéncia do ver e do fazer na aprendizagem: Arquimedes”. Didaticamente,
seria mais viavel fazer este caminho com o estudante. Assim, ele estaria construindo o
conceito do volume da esfera, passando do processo experimental ao formalizado e
compreendendo sua generalizagéo.

Ent&o, por que nos livros didaticos do ensino médio, praticamente ndo aparece essa
forma de apresentacdo deste conteudo? Embora este trabalho ndo tenha a pretensdo de
esgotar o0 assunto, a nosso ver, o ndo aparecimento desta forma de apresentacdo é orientado
pela manutencdo da concepc¢do formalista para a qual o processo dedutivo, com rigor, tem
mais validade que um processo que recorre as ideias matematicas abstraidas da
visualizacdo de aspectos fisicos.

Defendemos que o processo de ensino-aprendizagem do volume da esfera poderia
oportunizar a experimentacdo e deducdo da férmula pelo Principio de Arquimedes,
passando a demonstracdo matematica pelo Principio de Cavalieri, o que levaria 0s
estudantes a discutirem a viabilidade e validade de cada modelo, construindo, desse modo,
mais significado para o conhecimento do assunto. Assim, este processo proporcionaria aos
educandos o desenvolvimento de argumentagdes, conjecturas e generalizacdes de ideias

matematicas. Concordamos com Nasser e Tinoco, quando defendem que

[...] é necessério ajudar o aluno a desenvolver seu raciocinio 16gico, e preparé-lo
para dominar o processo dedutivo. A habilidade de argumentar deve ser
‘construida’ ao longo dos anos de escolaridade, através de atividades variadas
como jogos, problemas desafios, ou simplesmente exigindo justificativas para
todas as respostas (NASSER e TINOCO, 2001, p. 8-9).

6. Vivenciando as proposigdes do trabalho
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Desenvolvemos o presente trabalho com um grupo de nove estudantes do segundo
ano do ensino médio, subdivididos em dupla e um grupo com trés alunos. As atividades
foram desenvolvidas no laboratério de ensino de ciéncias, do Colégio Estadual Jodo
Arnaldo Ritt, do municipio de Toledo, Parana.

Para dar inicio as atividades, os alunos procuraram diferenciar caracteristicas
principais referentes ao Principio de Arquimedes e o Principio de Cavalieri. Em um
primeiro momento eles realizaram o célculo referente ao Principio de Arquimedes
utilizando-se de uma esfera, cilindro, calculadora e fita métrica e a partir dessa
compreensdo, discutimos a ideia de expressdo algébrica (formula do volume da Esfera)
utilizando-se do conhecimento matematico escolar estudado em diferentes momentos.
Durante o desenvolvimento do Principio de Arquimedes os estudantes primeiramente
mediram a altura e o raio do cilindro e a partir dessas medidas retomamos alguns conceitos
vistos em sala de aula. Entre estes conceitos destacamos as equagOes para calcular o
volume do cilindro. Ressaltamos que seria necessario calcular a area de um circulo (base) e
apos esse calculo seria necessario multiplicar a rea da base pela altura do cilindro. Assim,
os estudantes foram desenvolvendo seus préprios conceitos, formalizando opinibes e
discutindo os possiveis métodos que podiamos utilizar para obter o volume da esfera. Apos
o célculo do volume do cilindro, os estudantes encheram o cilindro com &agua e
intuitivamente inseriram a esfera no cilindro. Feito isso, mediram a quantidade de &gua
transbordada do cilindro. Na sequencia, utilizaram um novo cilindro menor, de altura
equivalente a medida sem &gua, do primeiro cilindro. Com este cilindro realizaram o
mesmo experimento, ou seja, os estudantes calcularam o volume de agua transbordada do
cilindro menor. Com a ajuda do professor os estudantes foram entendendo os conceitos do
Principio de Arquimedes de maneira intuitiva e clara, entenderam que o volume da 4gua
juntamente com o volume da esfera formaria o volume do cilindro.

Num segundo momento, iniciamos a deducdo dos calculos do Principio de
Cavalieri. Neste principio, os estudantes criaram certo receio, percebeu-se que 0
desenvolvimento do Principio de Cavalieri ndo foi muito aceito pelos estudantes, pois o0s
calculos exigiam uma complexidade bem maior. A demonstracdo do Principio de
Arquimedes e do Principio de Cavalieri proporcionou uma rica troca de experiéncias entre
os estudantes. O desenvolvimento de atividades envolvendo alunos com dificuldades de

aprendizagem, com monitoria do professor possibilitou verificar muitas melhorias nos

Anais do XI Encontro Nacional de Educagdo Matematica - ISSN 2178-034X Pagina 9



XI Encontro Nacional de Educacdo Matematica
Curitiba — Parand, 18 a 21 de julho de 2013

alunos, o desenvolvimento de aptiddes, atitudes e conhecimentos, além do despertar da
criatividade, do pensamento légico e critico. Uma maneira para que os alunos possam
interagir mais com as atividades foi convidar um desses alunos para realizar a deducéo da
expressao algébrica para o calculo da area do volume da Esfera, no quadro de giz.

7. Considerac0es Finais

Nessa rapida analise, procuramos discutir questdes que estdo presentes no trabalho
diario do professor de matematica que atua no ensino médio. O uso ou ndo de recursos
didaticos manipuléveis e a formalizacdo de ideias matematicas pelas demonstraces sdo
situacOes vivenciadas por eles, mas poucas vezes pensadas e planejadas de modo a buscar
outras formas de abordagem, revelando, na verdade, que os professores tém tido poucas
oportunidades de estudos e de aprofundamento de conhecimentos durante o processo de
ensino-aprendizagem. Dessa forma, os estudantes desse nivel de ensino sdo sujeitos de um
sistema educacional onde prevalece o formalismo no ensino da geometria.
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