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Resumo:

Os conceitos, propriedades e aplicacdes advindos das se¢Bes conicas, ou seja, das curvas
obtidas pela intersecdo de uma superficie conica de revolugdo com um plano,
caracterizam-se como um dos principais assuntos tratados no ensino medio e superior.
Este tema comeca a ser trabalhado nas séries finais do ensino fundamental, porém sua
formalizacdo conceitual € iniciada ja no ensino médio e, no ensino superior exploram-se,
com maior énfase, as equagdes analiticas e suas representacGes gréaficas. No entanto,
tradicionalmente, este estudo esta centrado mais nos exercicios, em detrimento dos
significados algébricos e geométricos, causando muitas dificuldades, aos alunos, na
compreensdo deste assunto. Na busca de alternativas para facilitar a compreensdo desse
tema, buscamos na Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud possibilidades para a
determinacdo deste campo conceitual com vistas ao favorecimento da aprendizagem
significativa dos conceitos e propriedades envolvidas nesta tematica.
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1. Introducéo

O ensino e a aprendizagem de conceitos da Matematica, seja no ensino
fundamental, médio ou superior, tém levantado importantes discussbes no ambito da
Educacdo Matematica. Dentre essas destacam aquelas que se referem a determinar
estratégias que oferecem instrumentos de acdo para que, alunos e professores, possam
desenvolver o processo de construcdo do conhecimento.

Dentre os assuntos discutidos deste processo destacam-se aqueles que se referem ao
processo de formacdo do conceito. No pensamento matematico-formal moderno, os
conceitos sdo determinados pelo estabelecimento de relagcdes entre as variaveis envolvidas
nas situagdes-problema, e que naturalmente, no futuro, vdo conduzir a constru¢do do

conhecimento cientifico e a sua representacéo simbolica.
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Porém, as condicBes necessarias para o desenvolvimento de estratégias de acdo que
favoregcam a construcdo de significados dentro de um determinado campo conceitual da
matematica sdo alvos de amplos debates que envolvem professores e pesquisadores.

Na Matematica o estudo das conicas tem um importante significado como
ferramenta para compreensdo e representacdo de problemas do Célculo e da Geometria em
geral, além de possuir propriedades especificas que se integram constituindo um ramo de
estudo préprio, desde a Antiguidade. De fato, as conicas estdo entre as mais antigas curvas
matematicas conhecidas, sendo também um dos conteddos mais antigos da matematica
estudado de forma sisteméatica. Menaechmus (375-325 a. C) foi o primeiro gedbmetra a
apresentar as se¢des conicas como a intersecdo de um cone circular reto com um plano
perpendicular a base do cone e, foram concebidas numa tentativa de resolver os trés
problemas famosos: trisseccdo do angulo, duplicacdo do cubo e quadratura do circulo.
Dependendo do angulo (menor, igual ou maior a 90 graus) obtemos uma elipse, parabola
ou hipérbole, respectivamente.

Apoldnio (262-190 a.C) foi o matematico que mais estudou e desenvolveu as
secdes conicas na antiguidade. No seu tratado "As Conicas", composto por oito livros com
487 proposicdes, foi suplantado todas as obras existentes na antiguidade. Os termos
utilizados para designar as curvas (parabola, elipse e hipérbole) foi usado pela primeira
vez por ele.

Mesmo com toda sua importancia histérica e com sua contribuicdo no
desenvolvimento tecnoldgico, o estudo das conicas, seja no ensino médio ou na graduacéo,
ndo desperta, nos estudantes, interesse e curiosidade suficiente para uma aprendizagem
com significado, sendo, com frequéncia, assimilada por meio da resolucdao de exercicios
com a manipulacdo ou memorizacao de férmulas, sem o estabelecimento de relagdes desse
assunto com outros da Matematica de outras areas.

Entdo, nesse trabalho propomos uma abordagem desse tema partindo-se do
processo de conceituacdo de situagdes do real introduzida por Vergnaud (1990) e
denominada Teoria dos Campos Conceituais.

Nessa teoria, assume-se que 0 conhecimento estd organizado em campos
conceituais cuja elaboragdo, pelo sujeito, depende da experiéncia, maturidade,
aprendizagem, além de outros fatores que influenciam diretamente no processo da
aprendizagem. (MOREIRA, 2004).
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Nesse sentido, a Teoria dos Campos Conceituais possibilita o entendimento acerca
das atividades mais complexas no &mbito da aprendizagem.

trata-se de uma teoria psicol6gica do conceito ou, melhor ainda, da
conceituagdo do real: permite identificar e estudar as filiacbes e as
rupturas entre conhecimentos do ponto de vista de seu conteldo
conceitual; permite igualmente analisar a relacdo entre os conceitos domo
conhecimentos explicitos e as invariantes operatorias que estdo implicitas
nas condutas dos sujeitos em situacdo, assim como aprofundar a analise
das relagdes entre significados e significantes (VERGNAUD, 1990).

Vergnaud define campo conceitual como "um conjunto informal e heterogéneo de
problemas, situagbes, conceitos, relagfes, estruturas, conteidos e operacGes de
pensamento, conectados uns aos outros e, provavelmente, entrelacados durante o processo
de aquisicdo.”" (MOREIRA, 2004).

Os principais conceitos desenvolvidos na Teoria dos Campos Conceituais sdo, além
do préprio campo conceitual, 0s conceitos de esquema, invariante operatorio (teorema - em
- acdo ou conceito - em - acao), além de uma concepcao particular de conceito, em que este
é definido como uma terna constituida por trés conjuntos (S, I, R) na qual:

S é um conjunto de situagdes que tornam o conceito significativo;

I € um conjunto de invariantes (objetos, propriedades e relacBes) que podem ser
reconhecidos e usados pelo sujeito para analisar e dominar essas situacoes;

R é um conjunto de representacGes simbdlicas que podem ser usadas para pontuar e
representar esses invariantes e, portanto, representar as situacoes e os procedimentos para
lidar com eles.

Logo S € o conjunto de situacbes que ddo sentido ao conceito (a referéncia), | o
conjunto de invariantes operatorios associados ao conceito (o significado) e R o conjunto
de representagdes linguisticas e ndo linguisticas que permitem representar simbolicamente
0 conceito (significante).

Assim, a Teoria dos Campos Conceituais apontam a importancia da
contextualizacdo por meio de situacbes e problemas que os alunos ja tenham algum
conhecimento prévio, para a partir dai elaborar mecanismos de acdo para resolver ou
compreender melhor a situacdo. No entanto, sabe-se que existe uma lacuna entre os
invariantes que sdo utilizados num primeiro contato com o problema, que sdo advindos de
suas experiéncias anteriores e, os invariantes que devem aparecer na construgdo do

conhecimento cientifico.
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Nesse sentido, o estudo de um determinado campo conceitual envolve além da
compreensdo das situaces envolvidas nesse campo, uma analise das estratégias cognitivas
desenvolvidas por eles na resolucdo dessas situacfes, ou mais arrojadamente, na detecgédo
dos possiveis invariantes operatorios que se evidenciam nesse processo.

Este trabalho apresenta um estudo acerca da delimitagdo do campo conceitual das
conicas segundo o0s descritores geométricos e algébricos, que caracterizam suas
propriedades e, na segunda parte, uma descricdo de um conjunto de situacbes, e 0sS
possiveis invariantes, que dao sentido ao conceito de pardbola. Este trabalho, ainda esta em
desenvolvimento quanto ao conjunto de situacGes de estudo para os conceitos de elipse e
hipérbole.

2. Desenvolvimento

Iniciamos este trabalho, baseando-nos nos descritores geomeétricos e algébricos, que
estabelecem o conjunto de propriedades que caracterizam cada cOnica. Para Vergnaud
(2009) um descritor € um conjunto de propriedades distintas que caracteriza um objeto. Por
exemplo, podemos dizer que a nacionalidade é um descritor que caracteriza um cidadao.
Assim, apresentamos a seguir os trés descritores geométricos e os seis algébricos, que
caracterizam as conicas segundo as suas propriedades.

Os descritores geométricos sdo dados pelo tipo de intersecdo de um cone de duas
folhas e um plano. Séo eles:

Descritor 1: Interse¢do de um plano paralelo com a base da superficie conica.
e Se o plano for paralelo a base e ndo contém o vértice da superficie entdo, a conica
obtida é um circulo;
e Se 0 plano for paralelo a base e contém o vértice da superficie entdo, a conica
obtida é um ponto.
Descritor 2: Intersecdao de um plano inclinado com a base da superficie conica.
e As cOnicas obtidas sdo: elipse, parabola, ponto, reta e hipérbole.
Descritor 3: Intersecdo do plano perpendicular a base da superficie conica.

e As cOnicas obtidas sdo: hipérbole e duas retas concorrentes.

N S N N

Descritor 1 Descritor 2 Descritor 3
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Os descritores algébricos sdo dados pelos coeficientes ndo nulos da seguinte
equacdo F(x,y) = Ax*+ Bxy + Cy*+ Dx + Ey + F = 0.
Descritor 1: Somente um coeficiente é ndo nulo
o A#0, B£0, C£0, D+#0 ou E£0, temos: reta;
e F#0, temos: O;
Descritor 2: Somente dois coeficientes sdo ndo nulos
e A#0 e B#0, A#0 e D#0, B#0 e C#0, B#0 e D#0, B#0 e E#0, C#0 e E#0, D#0 ¢
E#0, D#0 ¢ F£0 ou E£0 e F£0, temos: reta;
e A#0 e C#0, temos: ponto e retas concorrentes;
o A#0 e E#0 ou C+£0 e D+#0, temos: parabola;
o A#0 e F#0 ou C£0 e F#0, temos: O e retas paralelas;
e B+#0 e F+£0, temos: hipérbole;
Descritor 3: Somente trés coeficientes séo ndo nulos
e A#0 e B#0 e C#0, temos: ponto e retas concorrentes;
o A#0 e B#0 e C#£0, B£0 e C£0 e E£0 ou D#0 ¢ E#0 e F£0 temos: reta;
o A#0 e B#0 e E#0, A#0 ¢ B#0 ¢ F£0, A#0 ¢ C£0 e F£0, A#0 e D#0 ¢ F£0, B0 ¢
C#0 e D#0, B#£0 e C#£0 e F#£0 ou C#0 e E£0 e F£0, temos: O;
o A#0e B#0 e F£0, A0 e D#0 ¢ F£0, B0 ¢ C£0 ¢ D#£0, BA2 0 e CA0 e FA0 ou C£0 e
E#0 e F£0, temos: retas paralelas;
o A#0 e C£0 e D#0 ou A#0 e C£0 e E#0, temos: circunferéncia;
o A#0 e C#£0 e D#0, A#0 e C#0 e E#0 ou A#0 e C#0 e F#0, temos: elipse e
hipérbole;
e A#0 e D#0 e E#£0, A#0 ¢ E£0 e F£0, C£0 e D#0 ¢ E#0 ou C#0 e D#0 e F#£0,
temos: parabola;
Descritor 4: Somente quatro coeficientes sdo ndo nulos
o A#0e B#0 e C£0 e D#0, A#0 e B#0 ¢ C#0 e E£0, A#0 e B#0 e C#0 e F#£0 ou A#0
e C£0 e D#0 e F£0, temos: O, elipse, hipérbole e circunferéncia;
o A#0 e C#0 e D#0 e E#£0, temos: elipse, circunferéncia e hiperbole;
o A#0 e C#0 e D£0 e F£0 ou B#0 e D#0 e E£0 e F#0, temos: retas concorrentes;
o  A#0 e D#0 e E#0 e F#£0 ou C#0 e D#0 e E#0 e F#£0, temos: parabola;

Anais do XI Encontro Nacional de Educacdo Matematica — ISSN 2178-034X Pagina 5



XI Encontro Nacional de Educacdo Matematica
Curitiba — Parand, 18 a 21 de julho de 2013

e B+#0 e C#0 e D#0 e E£0 ou B#0 e C£0 e D#0 e F#£0, temos: O, retas paralelas e
reta;
e B+#0 ¢ D#0 e E#0 e F#£0, temos: hipérbole;
Descritor 5: Somente cinco coeficientes sao ndo nulos
e A#0 e B#0 e C#0 e D#0 e E#0, A#0 e B#0 ¢ C#0 ¢ D#0 e F#0 ou A#0 e C#0 ¢
D#0 e E#0 e F#0, temos: @, ponto, elipse, hipérbole, circunferéncia e retas
concorrentes;
e B#0 e C£0 e D#0 e E#0 e F#£0, temos: O, reta e retas paralelas;
Descritor 6: Todos os coeficientes s&o ndo nulos
e Temos: @, reta, retas paralelas, retas concorrentes, ponto, elipse, hipérbole,
parébola e circunferéncia;

Esta caracterizacdo, segundo os descritores algébricos e geométricos, permitiu-nos
delimitar um conjunto de situacdes para analisar o espectro de abrangéncia dos possiveis
significados (invariantes) para o conceito de parabola.

Para tanto foram determinadas algumas situacGes, pois, segundo Vergnaud, é
através das situacfes que os alunos tomam consciéncia do sentido dos conceitos. Porém,
mesmo que o dominio das situacdes molde o conhecimento que os alunos podem alcancar,
0 sentido que d&o a situacdo ndo esta em si mesma, mas, principalmente na relagdo entre a
situacéo e o esquema. (FAVERO, 2005).

3. Implementacéo

Neste trabalho consideramos, como esquemas, as representacdes e acGes que 0S
estudantes admitem para resolver uma determinada situacdo. Para tanto, discorremos,
primeiramente as seguintes situacoes:

Situag&o 1: Obtenha o parametro, o foco e a diretriz da parabola e faga um esbogo: y? = 5x
Situagdo 2: Obtenha o parametro, o foco e a diretriz da parabola e faga um esbogo: X = -4y
Situacdo 3: Obtenha o parametro, o foco e a diretriz da parabola e faca um esboco:

2y*+ 9x = 0.

Nessas situacGes, primeiramente o aluno deveria encontrar o pardmetro e, em
seguida o foco, a diretriz e esbocar a parabola.

Em cada situacdo abaixo, obter uma equacéo reduzida da parabola de vértice (0,0)
sabendo que:

Situacdo 4: O parametro é 2 e o foco esta no semi - eixo positivo das abscissas.
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Situagdo 5: O pardmetro é 1/8 e o foco esta no semi - eixo negativo das ordenadas.
Situacdo 6: A diretrizér:x-1=0.
Situacgdo 7: O foco é (8, 0).

Nas situacdes 4 e 5, 0 aluno deveria identificar se a forma da equacéo é y* = 4px ou
x? = -4py. J4 nas situacdes 6 e 7, deveria identificar o parametro e, em seguida a forma da
equacao.

Esse conjunto de situacdes, acerca do conceito de parabola, foi aplicado a um grupo
de 4 alunos do 2° ano do curso de Matematica, com idade entre 18 e 20 anos, sendo 3 do
sexo feminino e 1 do sexo masculino, que denominaremos de Aluno 1, 2, 3 e 4.

Apos a implementagdo os registros desses alunos foram analisados objetivando-se a
identificacdo de possiveis invariantes adotados, por estes, durante a resolucdo das
situacoes.

4. Resultados

A seguir apresentamos o0s resultados, parciais, obtidos na implementacéo.

e Situacdo 1: a resolucéo desta situacéo envolvia o aluno escrever a equagéo reduzida
que é da forma y? = 4px e substituir y* por 5x e, encontrar o parametro, foco,
diretriz e esbocar. Obtivemos as seguintes respostas:

Aluno 1: Reescreveu a equacdo da seguinte forma y?/5 = x e fez 0 eshoco.
Aluno 2: Reconhecemos uma parabola pelo formato de sua equagdo x* = 4px ou y* = 4py.
y? = 5x, neste caso a parabola estaria localizada no eixo das abscissas e que a diretriz é 5.

e Situacdo 2: a resolucdo desta situacéo envolvia o aluno escrever a equagéo reduzida
que é da forma x* = 4py e substituir x* por -4y e, encontrar o parametro, foco,
diretriz e esbocar. Obtivemos as seguintes respostas:

Aluno 1: Reescreveu a equagdo da seguinte forma x%/-4 =y, fez o eshoco, escreveu que o
foco é (0, 0) e a diretriz é 0 eixo y.

Aluno 2: Fez 0 esboco e escreveu que a concavidade estava voltada para baixo por causa
do sinal de menos.

e Situacio 3: a resolucdo desta situacdo envolvia que o aluno isolar y? escrever a
equacéo reduzida y? = 4px e substituir y* por -9/2 X e, encontrar o parametro, foco,
diretriz e esbocar. Obtivemos as seguintes respostas:

e Aluno 1: Reescreveu a equacdo da forma x = -2y%19, o foco é (0, 0), a diretriz é 0

eixo x e fez o eshoco.
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Aluno 2: Reescreveu a equagdo da seguinte maneira y? = -9/2 x e fez o eshoco.

Nas situacdes 1 a 3 o aluno 3 fez somente o esbogo da pardbola e o aluno 4 nédo
conseguiu dar uma resposta.

e Situacdes 4 e 5: a resolucdo destas situagdes envolvia o aluno identificar as
equacdes reduzidas da forma y* = 4px e x> = -4py. Obtivemos as seguintes
respostas:

Aluno 2: Obteve as equacdes reduzidas das parabolas que sdo y* = 8x e x* = -1/2 y.

Os alunos 1, 3 e 4 ndo resolveram as situacdes 4 e 5. J& as situacdes 6 e 7 0s quatro alunos
ndo resolveram.

5. Considerac0es Finais

Embora este trabalho ainda esteja em andamento, visto que pretendemos continuar
desenvolvendo outras situacdes envolvendo os conceitos de conicas, a etapa inicial ja nds
apontou alguns encaminhamentos acerca dos possiveis invariantes, presentes na estrutura
cognitiva dos estudantes, que podem tornar-se obstaculos para a aprendizagem de diversos
contetdos do Célculo.

Destacamos, neste trabalho, os principais invariantes identificados, bem como suas
implicacdes para a aprendizagem de outros conceitos: nao diferenciar os elementos foco e
veértice da parabola: Isso ocorre porque o foco é dado por F = (p,0) ou F = (0,p) e, como 0
aluno nédo soube identificar o pardmetro, ndo diferenciou os elementos. Por exemplo, 0
Aluno 1 que escreveu o foco como sendo (0,0). Nao reconhecer a equacdo reduzida da
parabola: os alunos consideraram a equacdo reduzida da parabola como sendo x? = 4px e
y? = 4py, ao invés de x> = 4py e y* = 4px e, 0 aluno 4 que ndo resolveu as situagdes
escreveu que a equacdo é dada da seguinte forma: x* =y.

A identificacdo desses invariantes apontam algumas das dificuldades, dos alunos,
na identificacdo das cénicas, e seus elementos, na sua forma algébrica. E isso,
possivelmente ndo deve ser somente para a equacdo da parabola, o que nds ainda
pretendemos investigar. No entanto ja é possivel afirmarmos que essas deficiéncias podem
prejudicar os alunos na identificacdo de dominios de funces de varias varidveis, por

exemplo, em que, no caso de fungdes de R? em R®, 0 dominio sdo regides do plano.
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