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Resumo:

Felix Klein contribuiu por meio da publicacdo de seus textos para professores do ensino
secundario aproximando temas entdo contemporaneos de matematica ao curriculo
secundario. Pesquisadores contemporaneos alertam para o fato de que novos conteddos
necessitam ser incorporados ao curriculo da escola basica. Dentre eles citamos o prof.
Ubiratan D’Ambrosio que afirma que o atual curriculo esta obsoleto frente as mudancas
sociais presenciadas pelos nossos alunos, e ainda varios outros educadores matematicos
que pesquisam sobre a insercdo de temas contemporaneos no curriculo do ensino basico.
Esta pesquisa trata do assunto Fractais em trés projetos distintos, envolvendo trés
pesquisadores das areas de Matematica e Educacdo Matematica e alunos do Ensino Médio
no projeto PIBIC Jr, trazendo um breve relato de cada um deles, e dando énfase nos
primeiros resultados obtidos no projeto “Uso dos Fractais em Diferentes Culturas”.

Palavras-chave: Fractais; Etnomatematica; Informatica; Dimenséo.

1. Introducéo

O presente texto retrata resultados de uma pesquisa do Programa Institucional de
Bolsas de Iniciacdo Cientifica Junior - Fapemig, conhecido como PIBIC-Jr’, desenvolvido
no segundo semestre de 2012 e inicio de 2013.

Trata-se de uma pesquisa em andamento, mas que ja contempla boa parte dos
resultados objetivados em seu projeto, estando inserida em um projeto que contempla

outras duas pesquisas. Para melhor compreenséo, iremos detalha-los.

o CNPg/Fapemig através da modalidade “Iniciacdo Cientifica Junior (ICJ)” financia bolsas para

possibilitar aos estudantes do ensino fundamental, médio e de educacdo profissional da Rede Publica,
participarem de atividades de pesquisa ou de extensdo cientifica ou tecnoldgica, orientados por pesquisador
qualificado. Seu objetivo é contribuir para a iniciacdo de estudantes do ensino fundamental, médio e de
educacao profissional em atividades de pesquisa, através da concessao de cotas de bolsas.
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Esclarecemos que embora o programa no qual esteja inserido contemple apenas
projetos individuais, um grupo de trés professores do DEMAT - Departamento de
Matematica e Estatistica da Universidade Federal de Sao Jodo Del Rei — UFSJ - decidiu
enviar trés projetos individuais, mas com caracteristicas em comum. Trata-se de um estudo
sobre os Fractais e cada um dos projetos envolvidos pretende estuda-lo em uma area
especifica (Educacdo Matematica, Tecnologia e Matematica). Serdo detalhados os
objetivos de cada um dos projetos, mas com énfase em um deles, o qual parte dos
resultados obtidos também serdo expostos aqui, assim como algumas questbes do

desenvolvimento dos projetos.

2. Sobre os projetos

A ideia do projeto foi presenciar como trés alunos do Ensino Médio de duas escolas
publicas do municipio de Sao Jodo del Rei desenvolvem a matematica frente a um
contetido ndo estudado nos programas curriculares da escola basica, Fractais, trabalhando
coletivamente as partes em comum (definicdo, caracteristicas e primeiros conceitos
envolvidos), para depois cada um deles centrar esforcos em uma area especifica, Educacéo
Matematica, Tecnologia e Matematica, como relatado anteriormente.

Os projetos séo: A) O uso de Fractais em diferentes culturas, desenvolvido pelo
autor deste artigo, B) Simulagcdo Computacional de Fractais, desenvolvido pela profa. Dra.
Ivana de Vasconcellos Latosinski - UFSJ e C) Dimensdo fractal, desenvoldido pelo prof. Dr.
Waliston Luiz Lopes Rodrigues Silva — UFSJ - resumos retirados dos respectivos projetos e

reproduzidos aqui:

Projeto A: O uso de Fractais em diferentes culturas

Problema: Trataremos do assunto Fractais e relacfes de como a cultura de varios povos,
utilizando do referencial tedrico da Etnomatematica (D’ Ambroésio, 1996), interpretam ou
fazem uso de objetos estudados pela teoria, e de sua utilizagcdo na escola basica.

Pergunta de pesquisa: A proposta é estudar conjuntamente com um aluno selecionado para
0 projeto, o tema Fractais em sua dimensdo mais simples possivel relativo aos
conhecimentos do aluno, com a perspectiva da Educacdo Matematica. Paralelo a isso,
faremos alguns estudos sobre como diferentes povos se apropriam de tal conhecimento,
formalizado ou n&o. Isso significa que construiremos e calcularemos a dimenséo fractal de

modelos simples de fractais como o conjunto de Cantor classico e a curva de Koch. Esses
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modelos sdo matematicamente acessiveis a alunos do ensino médio uma vez que a auto-
similaridade exata evita 0 conhecimento de alguns conceitos avancados de matematica
para esses alunos. Perguntas da pesquisa: 1) Como podemos utilizar a teoria dos Fractais
em sala de aula? 2) Como diferentes povos e comunidades fazem uso da teoria dos
fractais?

Objetivos: Colocar o aluno em contato com a teoria dos Fractais e estimula-lo a pesquisar
sobre o assunto. Conhecer 0s conceitos basicos sobre a teoria de Fractais e sobre a
Etnomatematica. Conhecer de algumas aplicacdes de Fractais na escola basica. Produzir
um levantamento de diferentes abordagens sobre os fractais em comunidades culturalmente

diferentes.

Projeto B: Simulacdo Computacional de Fractais

Problema: A proposta € estudar e explorar computacionalmente, conjuntamente com um
aluno selecionado para o projeto, o tema fractais em sua dimensdo mais simples possivel
relativo aos conhecimentos do aluno. Isso significa que construiremos modelos de fractais
como o conjunto de Cantor classico, a curva de Koch, a curva de Hilbert e o conjunto de
Mandelbrot. A seguir, faremos a modelagem de alguns desses fractais no computador,
utilizando para isso o software Superlogo que permite a realizacdo dessa tarefa através de
comandos simples. Além disso, existem alguns softwares ja prontos que simulam
exemplos de fractais. Com isso, o aluno complementaria o estudo, construindo alguns
modelos de fractais e interagindo com outros, no computador. Vale mencionar que 0s
softwares propostos sdo gratuitos e estdo disponiveis na internet.

Perguntas da pesquisa: 1) O que séo fractais? 2) Como os fractais podem ser simulados no
computador ?

Obijetivos: Entrar em contato com fractais e explorar computacionalmente esses objetos.

Projeto C: Dimensao fractal
Problema: A proposta é estudar o tema em sua dimensdo mais simples possivel na
perspectiva matematica. Isso significa que construiremos e calcularemos a dimensédo
fractal dos modelos mais simples de fractais como o conjunto de Cantor classico e a curva
de Koch. Esses modelos sdo matematicamente acessiveis a alunos do ensino médio uma
vez que sdo fractais conformes - suas partes menores sdo exatamente cépias de si mesmo.

Essa propriedade evita o conhecimento de alguns conceitos avancados de matematica para
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tratar a falta de regularidade de modo que a compreensdo da dimensdo fractal seja
acessivel a um aluno do ensino médio. Grande parte do problema de se obter dimensdes
fractais de conjuntos fractais reside nessa falta de regularidade. Um tipo de conjunto que o
aluno ira trabalhar é a curva de Koch que poderia ser encarada como a costa de uma ilha
extremamente regular - uma simplificagdo da costa de uma ilha. Encontra-se abaixo a

ilustracdo da construcdo de uma curva de Koch.

Figura 1- construcéo da Curva de Koch

No primeiro passo, temos um tridngulo. No segundo anexamos um triangulo menor
a cada lado do triangulo original, obtendo a figura do canto superior direito. No terceiro
passo, anexamos triangulos menores a cada lado dos triangulos da figura anterior - do
segundo passo - e assim por diante. A figura resultante é um fractal conforme com
dimensdo fractal estritamente entre 1 e 2 o que significa que a curva de Koch tem
comprimento infinito e area zero. Uma curiosidade sobre essa curva é que apesar de seu
comprimento ser infinito, ela encerra uma regido com area positiva finita.
Perguntas da pesquisa: 1) Como calcular a dimenséo fractal de fractais conformes?
2) Qual é a relacdo entre a dimensdo fractal de conjuntos auto-similares com as medidas
euclidianas como comprimento e area?
Obijetivos: Entrar em contato com fractais e calcular as dimensdes fractais de conjuntos

conformes.

Conforme comentario anterior, iremos descrever as a¢des e resultados do projeto A,
desenvolvido pelo autor deste artigo desenvolvimento juntamente com uma aluna do

Ensino Médio.
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3. Sobre o desenvolvimento dos projetos

Os projetos foram desenvolvidos em duas fases, sempre com encontros semanais.
Na primeira fase, os trés professores responsaveis revezavam apresentacdes sobre de
conteddo geral sobre Fractais, objetivando dar uma ideia do assunto aos trés alunos do
projeto. A segunda fase, ainda com encontros semanais, se desenvolveu em reunides

separadas por projetos.

Uma observacao interessante foi a de que, no projeto C, sobre a Dimenséao Fractal,
o0 professor responsavel adotou como texto base o livro do professor Elon Lages Lima,
Anélise Real, Vol. 1, editado pelo IMPA (Instituto de Matemaética Pura e Aplicada), da
Colecdo Matematica Universitaria.

4. Metodologia

Neste texto, além dos resultados obtidos no projeto “O uso de Fractais em
diferentes culturas”, exporemos como o processo estd sendo investigado e também o relato
da propria aluna na pesquisa dos dados para a pesquisa. Dentre esses pontos, o “fazer
pesquisa” foi considerado um desafio. Essa preocupacao esta baseada nas constatacdes de
que poderia ser confundido o termo com o uso habitual de pesquisa feito por alguns
professores, como nos alerta Ludke e André:

“A professora pede aos alunos “pesquisarem” determinado assunto € 0 que eles
fazem, em geral, é consultar algumas ou apenas uma obra, do tipo enciclopédia,
onde coletam as informagdes para a “pesquisa”. As vezes sdo recortados jornais
e revistas, em busca de elementos para compor o produto final, a “pesquisa” a ser
apresentada ao professor.” (LUDKE & ANDRE, 1986)

As autoras ainda afirmam que:

“para se realizar uma pesquisa € preciso promover o confronto entre os dados, as
evidéncias, as informacBGes coletadas sobre determinado assunto e o
conhecimento tedrico acumulado a respeito dele.” (LUDKE & ANDRE, 1986)

No entanto, tinhamos consciéncia de que ndo estavamos ali esperando essa
compreensdo dos alunos logo nas primeiras reunides de orientagcdo. O aparecimento desta
compreensdo dependia da atuacdo dos orientadores e da capacidade dos alunos em
ultrapassar a definicéo culturalmente enraizada, ou seja, aprender a fazer pesquisa.

Segundo Bicudo, pesquisar significa “ter uma interrogagdao e andar em torno dela,
em todos os sentidos, sempre buscando, suas multiplas dimensdes e andar outra vez e outra

ainda, buscando mais sentido, mais dimensdes, € outra vez mais...” (BICUDO, 2005, p.8).
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Nossa’ op¢do por uma metodologia qualitativa de pesquisa se baseia no fato de que
a investigacdo qualitativa se mostra suficiente e direcionada para analisar os dados
coletados, formado pelas leituras das entrevistas, a analise de textos e livros e a pesquisa
bibliografica. A investigacao qualitativa “é rica em dados descritivos, ¢ aberta e flexivel e
foca a realidade de forma complexa e contextualizada” (LUDKE & ANDRE, 1986, p. 18)
e que “a fonte direta dos dados é o ambiente natural, constituindo o investigador o
instrumento principal” (BOGDAN & BIKLEN, 1998, p. 47).

Além disso, deparamo-nos com a situacdo de que varios contetdos ndo eram de
dominio dos alunos, contetdos estes normalmente estudados no Ensino Médio, como
matrizes, logaritmos e algumas nocBes de geometria plana. Estes contetdos foram
retomados ou explicados para que a compreensdo dos conceitos envolvidos pudesse ser

plena.

5. Sobre o projeto A, primeiros resultados

O estudo feito pela aluna Ana Flavia de Andrade (aluna do segundo ano do Ensino
Meédio da escola lago Pimentel na cidade de Séo Jodo Del Rei/MG) desenvolveu-se
inicialmente no estudo dos conceitos de Etnomatematica e Fractais. Segundo as leituras
realizadas pela orientanda na bibliografia indicada, a Etnomatematica surgiu na década de
70 com base em criticas sociais a cerca do ensino tradicional da Matematica, como a
analise das praticas matematicas, em seus diferentes contextos culturais. Ubiratan
D’Ambrésio € considerado internacionalmente o “pai da Etnomatematica”, fundador de
todo um programa de reflexdo sobre e de pesquisa do desenvolvimento de ideias
matematicas nos seus mais diversos contextos historicos, culturais e educacionais.

Segundo Ubiratan, “na verdade diferentemente do que sugere o nome,
Etnomatematica nao ¢ apenas o estudo de Matematica das diversas etnias”

(D’ AMBROSIO, 1996). Para compor a palavra etnomatematica ele utilizou as raizes

2 Esclarecemos que a opcdo pela utilizacdo de Metodologia de Pesquisa Qualitativa foi adotada apenas no
projeto A. Nos demais projetos (B e C) desenvolvidos por professores da area de Matematica ela ndo foi
explicitada.
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[Etnomatemética]
tica matema etno
modos, estilos, de explicar, aprender, 0 ambiente natural,
artes, tecnicas conhecer, lidar com social, cultural e

imaginario

Figura 2 — Conceito de Etnomatematica (D’ Ambrdsio, 2001)

Ja os Fractais, introduzidos por Mandelbroit, sdo formas geométricas abstratas de
uma beleza incrivel, com padrGes complexos que se repetem infinitamente, mesmo
limitados a uma é&rea finita.

Segundo Barbosa, “um fractal ¢, por definigdo, um conjunto para o qual a dimensao
Hausdorff-Besicovitch excede estritamente a dimensdo topoldgica” (BARBOSA, p. 18,
2002).

Nussenzveig define fractal como sendo

“conjuntos cuja forma é extremamente irregular ou fragmentada e
gue tém essencialmente a mesma estrutura em todas as escalas. A
origem do termo fractal, introduzida por Mandelbrot esta no radical
fractus, proveniente do verbo latim frangere, que quer dizer
quebrar, produzir pedacos irregulares; vem da mesma raiz a palavra
fragmentar, em portugués. (NUSSENZVEIG , p. 55, 1999).

Suas principais propriedades sdo a auto-similaridade, extrema irregularidade e uma

dimensdo ndo inteira.
Foram estudados como exemplos os seguintes fractais e calculado suas respectivas
dimens@es: Conjunto de Cantor (~ 0,63), Curva de Koch (~1,262), Triangulo de Sierpinski

(~ 1,585). Foi utilizada para isso a formula da dimens&o: n=numero de pegas, m=fator de

1
aumentoou D = —&=
logm

. Nesse ponto houve a necessidade do estudo de logaritmos.

O primeiro contato com Fractais africanos foi com a leitura de uma das obras do
professor Paulus Gerdes, da Universidade Eduardo Mondlane e da Universidade
Pedagdgica de Mocambique, é um pesquisador em Etnomatematica, e em um dos seus
artigos, chamado “Sobre a producdo de conhecimentos matematicos da Africa central e

austral”, onde apresenta evidéncias de aspectos matematicos do cotidiano, como, por
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exemplo, sistemas de contagem e de numeracao, jogos de calculos e algoritmos algébricos
presentes no sul da Africa. Em seu livro “Da Etnomatematica a arte-design e matrizes
ciclicas”, Gerdes afirma que “é possivel construir fractais planos a partir de Lunda-designs

pelo método de remocdo” (GERDES, p. 83, 2010).

Figura 3: Fractal obtido de um Lunda-designs (gerador) (GERDES, p. 85, 2010)

e

.
v

.
o

Figura 4: Fractal obtido de um Lunda-designs (nivel 1) (GERDES, p. 85, 2010)
Em contato feito com o professor Ubiratan (por email), este recomendou o0s

seguintes trabalhos: Ron Eglash: African Fractals: Modern computing and indigenous
design, Ruthers University Press, New York, 1999, e a Dissertacdo de Mestrado de Clécio
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Rodrigues Soxa, que trabalhou sobre fractais em diferentes culturas, e manteve
correspondéncia pessoal com Ron Eglash.

Também no artigo da Revista Scientific American, edicdo especial sobre
Etnomatematica, a aluna pode ter contato com algumas descri¢cbes de observacOes de
situacGes onde configuracOes fractais foram descobertas em povos de origem africana,
identificacOes feitas pelo prof. Ron Eglash, como se observa a seguir. Na revista podemos

observar a seguinte foto:

Figura 5 - Foto encontrada no Museu de L’HOMME, Paris, de um palacio de um rei em
Logone Birni - Africa

Depois de observado as explicagbes, utilizamos o software Geogebra para
reproduzir os retangulos descritos.

&

Figura 6 — Fase 1, 2 e 3 construgdo Fractal
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Segundo o autor,
“E possivel explicar a organizagio do palacio real por meio de um motivo fractal
construido pela repeticdo de uma operacdo geométrica elementar: sobre uma
fracdo de lados de um retangulo inicial, constrdi-se um retangulo de proporcdes
idénticas. Em seguida, novamente sobre os quatros retangulos, 16 outros sdo
formados. O resultado é uma “grade” composta pelos lados de 20 retangulos,
sobre a qual se pode sobrepor a planta do palacio real.” (Eglash, 2005)

J4 na observacdo do video o professor Ron Eglash apresenta-se no TED® e faz um
resumo sobre os fractais Africanos,dando exemplos com fotografias,e experiéncias vividas
por ele proprio em vilas e cidades da africa. Exemplos: Sul da Zambia, montanhas de
Madra e aldeia Nankami no Mali, etc. Relata seu contato com habitantes de cada cidade e
naturalmente teve a curiosidade de perguntar o porqué quando se tira uma fotografia aérea
de uma vila africana, sempre veem fractais. Visitou em Angola o povo Chokwe, que
desenhavam linhas na areia, e descobriu que em cada iteracdo do algoritmo feito, era
possivel aprender as iteracBes dos mitos daquele povo. Também viu um jogo muito
interessante e complicado de tabuleiro chamado Mancala. E por fim, aponta a ideia de
auto-organizacao dos robustos algoritmos feitos pelos Africanos.

No livro de Ruy Madsen Barbosa, que retrata sobre uma introdugdo do tema fractal,
abordando a parte geométrica, calculo de dimensao, atividades para a sala de aula e ainda
apresentando a utilizacdo de recursos computacionais, nds estudamos detalhadamente o
que sdo os fractais, vimos um pouco do seu iniciador Benoit Mandelbrot, aprendemos
famosos fractais percussores: Conjunto de Cantor, Curva de Koch e Curva de Peano.
Aprendemos as etapas de construcdo e como calcular as dimens@es de cada um, na qual foi
preciso estudar algoritmo.

Na dissertacdo de mestrado defendida em 2008 por Clécio Rodrigues de Souza,
intitulada como “Programa Etnomatematica e cultura digital”, encontramos no capitulo 3
“Com Ron Eglash” uma entrevista feita com trés pesquisadores (Ron Eglash, Arthur
Powell e Marcelo de Carvalho Borba) “por estarem direta ou indiretamente envolvidos

com etnomatematica e a tecnologia” (SOUZA, p. 82, 2008). Havia duas questdes, e cada

* TED é uma organizagdo sem fins lucrativos dedicada ao Ideas Worth Spreading. Comegou em 1984 como
uma conferéncia reunindo pessoas de trés areas: Tecnologia, Entretenimento e Design. Desde entdo, seu
ambito tem se tornado cada vez mais amplo. Junto com duas conferéncias anuais - a Conferéncia TED em
Long Beach e Palm Springs a cada primavera, e a conferéncia TEDGIlobal, em Edimburgo Reino Unido a
cada verdo - TED inclui o premiado TED Talks site de videos, o Projeto de Traducdo Aberta e conversas
TED, TED Fellows e programas  TEDX, e 0 anual TED Prize. Site:

http://www.ted.com/talks/ron_eglash _on_african_fractals.html, acesso em novembro/2012.
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pesquisador respondeu com seu ponto de vista, relacionado-as com etnomatematica e
tecnologia: “Primeira questdo: Seus temas de pesquisa tratam de etnomatematica e
tecnologia. Como esta conexdo se desenvolveu nos seus trabalhos? Segunda questdo: Vocé
acredita que a etnomatematica e as novas tecnologias tendem-se a distanciar ou se

aproximar? Por favor, justifique a sua resposta” (SOUZA, p. 82, 2008).

6. Resultados da pesquisa

O presente projeto incluia, dentre outras questdes, responder as seguintes perguntas
da pesquisa: 1) Como podemos utilizar a teoria dos Fractais em sala de aula? 2) Como
diferentes povos e comunidades fazem uso da teoria dos fractais?

No que concerne a pergunta 1, as atividades ainda estdo em desenvolvimento, com
a producdo de algumas atividades a serem desenvolvidas em sala de aula, com o tema
Fractais, bem como a producdo de um texto baseado em artigos do professor D" Ambrésio
e da professora Domite, ilustrando situacdes pedagdgicas que os levam, enquanto
professores,

“a refletir e legitimar saberes de alunos e alunas nascidos de experiéncias
construidas em seus proprios meios, como servem para aprender parte de uma
realidade escolar que pode funcionar como exemplo esclarecedor sobre os
principios da etnomatematica.” (DOMITE, p. 81, 2005)

Ja em relacdo a pergunta dois, varios exemplos de fractais foram estudados, sendo
que muitos deles foram descobertos em diferentes povos situados em locais em que a
cultura ocidental normalmente ndo usa como referéncia em citacdes cientificas formais. Os
fractais encontrados sao parte das praticas relacionadas a povos africanos.

Um outro ponto a se destacar foi o trabalho conjunto com outras areas (Matematica
e Informética) pela presenca concomitante dos outros professores nos projetos irmaos.
Uma observacao a ser feita se refere a observacfes do comportamento do aluno no projeto
C, frente as leituras da bibliografia escolhida, considerada formal para nivel de
amadurecimento matematico do aluno.

Consideramos que o0 processo investigativo desenvolvido pela aluna do Ensino
Médio no projeto A foi plenamente alcangado, assim como os primeiros resultados sobre

Fractais, seu aprendizado e discussdes sobre o tema Etnomatematica.
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