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Resumo

Segundo pesquisas realizadas, a utilizagdo de fractais na escola auxilia no estabelecimento
de conexdes com outras ciéncias, estimula a curiosidade, auxilia no desenvolvimento da
visualizacdo de padrdes e da sua representacdo simbdlica; além de oferecer situaces que
promovem o relacionamento dos campos da &lgebra, da aritmética e da geometria. Em
funcdo dessas necessidades, elaboramos uma sequéncia didatica para alunos do 8° ano do
Ensino Fundamental cujos principais objetivos foram: a construcdo de figuras geométricas
com a utilizacdo de material geométrico e o relacionamento dos pensamentos algébrico e
numérico na compreensdo dos conceitos envolvidos nos contelddos de algebra. As
atividades desenvolvidas puderam proporcionar aos alunos um estudo diferenciado do
convencional da matematica, tornando o seu ensino mais significativo para o aluno:
auxiliando na compreensdo de conceitos geométricos e em uma significativa relacdo entre

0S pensamentos numérico e algébrico.

Palavras-chave: geometria dos fractais, campo numérico e campo algébrico.

1. Introdugéo

A Matematica desenvolvida ao longo da histéria da humanidade esta vinculada a
interpretacdo do real e também ao proprio desenvolvimento do espirito humano, é produto
das ideias e contribuicdes de varias pessoas que trabalharam nesta area. Devemos ver a

Matematica como uma ciéncia em constante evolugédo, e ligada ao real e ao abstrato.
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Porém, apesar de seu carater abstrato, muitos conceitos e resultados da matematica tém
origem no mundo real e apresentam aplicagcbes em outras &reas do conhecimento.

Segundo Brasil (2006) o estudo da Geometria, além de outros objetivos, deve
possibilitar aos alunos o desenvolvimento da capacidade de resolver problemas praticos
reais e representar as diferentes figuras planas e espaciais, presentes na natureza ou
imaginadas. Sendo assim, o papel da Matematica no ensino deve estar relacionado aos
objetivos que possam fazer com que o aluno a perceba como um instrumento de
compreensdo do mundo a sua volta, como um corpo de conhecimentos que desenvolvem o
espirito de investigacdo e a capacidade para resolver problemas. A Geometria ensinada na
escola deveria ter como objetivo principal o desenvolvimento da atividade intelectual do
aluno. No entanto, o que percebemos é a utilizacdo de regras prontas, acabadas, exigindo
do aluno somente a memorizacao de regras, algoritmos e definicdes.

Podemos dizer que a Matematica procura apresentar nossa percepg¢do da natureza
onde a Geometria Euclidiana nos oferece uma primeira aproximacdo para analise de seus
objetos, segundo Mandelbrot (1989) muitos padres na natureza exibem irregularidades e
complexidades que ndo podem ser adequadamente descritas com essa geometria. Para
essas situagdes foram criadas outras “geometrias”, em especial a Geometria dos Fractais,
que procura analisar objetos de extrema complexidade e é um convite, no minimo
interessante, a olhar a natureza sob outra perspectiva.

A utilizacdo de fractais na escola auxilia no estabelecimento de conexdes com
outras ciéncias, mostra deficiéncias da Geometria Euclidiana, explora o desenvolvimento
do senso estético, estimula a curiosidade em funcdo das situacdes inesperadas que pode
proporcionar, além do desenvolvimento da visualizacdo de padrdes e sua representacao
simbolica. A andlise de situacOes deste tipo relaciona os campos da algebra, da aritmética e
da geometria em um processo de interacdo e dependéncia intrigante. Segundo Carvalho
(2005) e Sallum (2005) a utilizacdo da Geometria Fractal no ensino pode proporcionar aos
alunos uma relagdo mais forte entre os saberes do cotidiano e o escolar, além de
proporcionar uma visdo dindmica da Matematica como uma ciéncia que avanga, e nao
como um corpo de conhecimentos prontos e acabados.

O fato de sermos professoras de Matematica nos ensinos fundamental e médio,
questionamo-nos, inUmeras vezes, quanto aos contetdos ensinados. A preocupacao de o
porqué ensina-los, como ensina-los e de como poderiam ser modificados, sempre levou-

nos a trabalhar com metodologias e curriculos ndo tradicionais. Esse questionamento
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também esta relacionado com a forma com que os alunos e a sociedade se relacionam com
este conhecimento: os alunos ndo estabelecem nenhuma relagdo dos conhecimentos de
Matematica com suas vidas devido, possivelmente, entre outros fatores, a
descontextualizacdo e a fragmentacao, tdo presentes no ensino da matematica.

Segundo Brasil (1997, 2006) a Matematica comporta um amplo campo de
relagOes, regularidades e coeréncias que despertam a curiosidade e instigam a capacidade
de generalizar, projetar, prever e abstrair, favorecendo a estruturacdo do pensamento e 0
desenvolvimento do raciocinio I6gico. Nas Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio
(2006), com relagdo ao estudo da geometria, destacam que “ O trabalho de representar as
diferentes figuras planas e espaciais, presentes na natureza ou imaginadas, deve ser
aprofundado e sistematizado nesta etapa de escolarizacdo. ~

Nas Orientacdes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares
Nacionais — PCN +, no desenvolvimento do tema geometria, sdo apresentadas varias
sugestBes de praticas educativas com relacdo ao ensino de geometria, focando em nosso

tema de pesquisa, nos diz que:

“...¢ importante destacar que este tema estruturador pode desenvolver no aluno todas as
habilidades relativas a medidas e grandezas, mas pode fazé-lo também avangar na
percepcdo do processo histérico de construcdo do conhecimento matematico, e é
especialmente adequado para mostrar diferentes modelos explicativos do espaco e suas
formas numa visdo sistematizada da Geometria com linguagens e raciocinios diferentes

daqueles aprendidos no ensino fundamental com a geometria classica euclidiana.”

(BRASIL, 2002, p.125)

Ao analisarmos as Diretrizes Curriculares da Educacdo Béasica Matematica do
Estado do Parana (DCE) verificamos que o tema de Geometria se apresenta nos seguintes
grupos: geometria plana, geometria espacial, geometria analitica e no¢bes bésicas de
geometria ndo-euclidiana. Com relacdo aos conteldos de geometria ndo-euclidiana, no
ensino fundamental, sdo apresentados os seguintes itens: geometria projetiva (pontos de
fuga e linhas do horizonte); geometria topoldgica (conceitos de interior, exterior, fronteira,
vizinhancga, conexidade, curvas e conjuntos abertos e fechados) e nogdes de geometria dos

fractais. No Ensino Médio, as DCE destacam que:
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“... aprofundam-se 0s estudos das noc¢Bes de geometrias ndo-euclidianas ao abordar a
geometria dos fractais, geometria projetiva, geometria hiperbdlica e eliptica. Na
geometria dos fractais, pode-se explorar: o floco de neve e a curva de Koch; tridngulo e
tapete de Sierpinski, conduzindo o aluno a refletir e observar o senso estético presente
nessas entidades geométricas, estendendo para as suas propriedades, através da

“regularidade harmoniosa nas suas proprias irregularidades™ (PARANA, 2008, p.57)

Verificamos, na andlise das DCE, que h&d uma sugestdo explicita sobre a
introducdo da geometria dos fractais nos ensinos fundamental e médio. O aluno deve ter
um conhecimento amplo da geometria, ndo se limitando apenas a Geometria Euclidiana,
mas também, aos conhecimentos da Geometria Nao- Euclidiana. Com base nas pesquisas
realizadas elaboramos de uma sequéncia didatica para alunos do 8° ano do Ensino
Fundamental cujos principais objetivos foram:

e construir figuras geométricas com a utilizacdo de material geométrico;
e relacionar os pensamentos algébrico e numérico na compreensao dos conteidos
algébricos do 8?2 ano.

A seguir apresentamos, resumidamente, algumas das atividades realizadas.

2 - Descricgéo das atividades

Neste item iremos apresentar algumas ideias que foram trabalhadas em nossa sequéncia
de ensino. A sequéncia foi dividida em trés etapas. Na primeira oferecemos um video e
atividades de pesquisa com o objetivo de fazer com que os alunos se familiarizassem com
0 tema e que também se sentissem motivados ao seu estudo. Na segunda parte foram
trabalhadas situacGes de construcdes de alguns fractais geométricos. Nas ultimas atividades
trabalhamos com situacdes de analise numérica relacionadas com uma analise algébrica,

devido as caracteristicas de situacdes ilimitadas que as figuras apresentam.

2.1 Pesquisa

Para que uma aprendizagem significativa possa acontecer, € necessario investir em
acOes que potencializem a disponibilidade do aluno para a aprendizagem, o que se traduz,
por exemplo, no empenho em estabelecer relagdes entre seus conhecimentos prévios sobre
um assunto e o que esta aprendendo sobre ele. (PCN, 1998). Nesse sentido trabalhamos

com duas situacgdes: a primeira foi a apresentacdo de um video sobre algumas ideias do que

Anais do XI Encontro Nacional de Educacdo Matematica — ISSN 2178-034X Pagina 4



XI Encontro Nacional de Educacdo Matematica
Curitiba — Parand, 18 a 21 de julho de 2013

seria um fractal com posterior discussdo em sala de aula e, a segunda foi a realizacédo de
uma pesquisa em que os alunos tinham que escrever sobre um fractal geométrico e um

exemplo na natureza.

FrrcTRL

REgnl TRICO.

FRACTAIS

CEOMETRICO

A

Realizacdo da atividade de pesquisa bibliogréfica

2.2 Construcdo Geométrica
Segundo proposta do (PCN, 1998) o trabalho como nogdes geométricas
contribui para a aprendizagem de ndmeros e medidas, pois estimula o aluno a observar,
perceber semelhancas e diferencas e identificar regularidades. O trabalho com espaco e
forma pressupBe que o professor de Matematica explore situacdes em que sejam
necessarias algumas constru¢fes geométricas com régua e compasso, como visualizacao e
aplicacdo de propriedades das figuras, além das construcGes de outras relacdes.
Nesta fase da sequéncia didatica solicitamos que os alunos construissem algumas

etapas dos fractais Triangulos de Sierpinsky e Tapete de Sierpinsky.
—_— . ,

Realizacdo da atividade de construgdo geométrica

Os alunos receberam uma folha de atividade que continha instrucées do trabalho
que deveriam realizar, porém as professoras explicaram os passos para que todos pudessem
acompanhar da melhor maneira possivel.

Um dos objetivos dessa atividade era de, ao fazerem a construcdo seguindo 0s
passos das instrugdes, os alunos pudessem entender o processo inicial da construcao de um

fractal. Conforme foram construindo as figuras, alguns alunos perceberam as propriedades
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de auto-semelhanca e da complexidade infinita. Outro objetivo foi o desenvolvimento de
situagcBes que pudessem promover discussdes sobre varios conceitos geométricos como

paralelismo, perpendicularismo e ponto medio.

1.3 Atividade de Algebra

Observamos, no ensino atual que, muitas vezes, o ensino de algebra se resume em
estudo de técnicas, tendo como base num método tradicionalista e ndo situacBGes de
investigacao e de reflexdo em sala de aula. Segundo Lins e Gimenes (1997) esta prética é
muito comum, porque os professores ndo estdo preparados para lidar com este assunto e
simplesmente seguem os livros que lhe oferecem, ndo conhecendo alternativas para tratar
do ensino da algebra.

Os PCNs (1998), afirmam que o ensino da algebra é um espago bastante
significativo para que o aluno desenvolva e exercite sua capacidade de abstragdo e
generalizacdo, além de possibilitar a aquisicdo de uma poderosa ferramenta para resolver
problemas. Também ressaltam que, para garantir o desenvolvimento do pensamento
algébrico, o aluno deve estar necessariamente, engajado em atividades que relacionem as
diferentes concepcdes da Algebra e, além disso, o enfoque a partir da observacdo, da
regularidade de ocorréncia dos fenémenos e de generalizagéo.

Atualmente aritmética e algebra, no ensino fundamental, sdo ensinadas
separadamente. Nas séries iniciais é ensinada somente a aritmética e apesar de saber que
para o desenvolvimento do pensamento aritmético se trabalha intuitivamente nocdes de
algebra, o ensino dessa Ultima, em geral, é efetivado somente nas séries finais do ensino
fundamental.

Para Lins e Gimenez, na comunidade da Educacdo Matematica, ha poucas no¢oes
téo enraizadas como a de que aprender aritmética deve vir antes do aprendizado da algebra.
Para esses autores, € impossivel ndo concordar que a ideia de ensinar primeiro a aritmética
e depois a algebra seja infundada e prejudicial para a aprendizagem do aluno. Porém, nédo
se pode cometer o equivoco de pensar que a algebra deve vir antes da aritmética. As
criangas ja chegam a escola com um conjunto de experiéncias aritméticas, cabe ao
professor buscar a coexisténcia entre a formacdo do pensamento aritmético com o

algébrico, trabalhando a partir da premissa que um implica o desenvolvimento do outro.
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A algebra, quando desenvolvida pelo modo tradicional, pde em questdo técnicas de
célculo; deixa-se de lado o desenvolvimento do sentido numerico. Dessa forma a &lgebra
perde sua importancia como ferramenta Util para a resolucdo de problemas, as criancas
perdem a oportunidade de refletir sobre fatos genéricos apresentados em situacdes onde

também a légica das operagdes é desenvolvida.

“A educacdo aritmética tem sido, até aqui, insuficiente em termos de seu alcance, ao
passo que a educacdo algébrica tem sido insuficiente em termos de objetivos. Enquanto
a educacdo aritmética precisa ampliar o conjunto de habilidades e atividades que
considera — com vistas sempre no desenvolvimento do sentido numérico como nos o
descrevemos —, a educagdo algébrica precisa passar a considerar também o fato de que
qualquer aspecto técnico s6 pode se desenvolver se, ao modo de producdo de
significado que o sustenta — e, portanto, a logica das operagOes subjacente - , 0 aluno
confere legitimidade. Em ambos os casos, o da aritmética e o da &lgebra, a mudanga de
perspectiva mais importante refere-se a passarmos a pensar em termos de significados
sendo produzidos no interior de atividades, e ndo, como até aqui, pensarmos em termos

de técnicas ou contetidos” (Lins e Gimenez, 1997, p. 160).

Fica claro que néo se deve centrar as discussdes em decidir se precisam e quando
devem ser vistos determinados algoritmos; é no momento da atividade que se observara
sua importancia e os significados que eles desenvolvem como ferramenta ou objeto. Fica
entdo a proposta dos autores de se desenvolver o senso numérico e a producdo de
significados algébricos e ndo aprendizagem de algebra. O ensino deve ser capaz de
desenvolver habilidades e competéncias de resolver e interpretar problemas, investigando e
explorando situagdes, produzindo diferentes modos de pensar.

Diante deste quadro, procuramos desenvolver atividades que relacionassem a
aritmética com a algebra, procurando desenvolver o senso numérico e algumas ideias
algébricas em atividades de aplicaces sobre a geometria de fractais.

Apos a realizacdo da construcdo geométrica do triangulo de Sierpinski foi realizada
a atividade sobre este fractal com o objetivo de relacionarmos os contetdos algébrico e

numérico, conforme apresentamos no protocolo a seguir.
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O conjunto conhecido por Triangulo de Sierpinski foi criado pelo matematico polonés
Waclav Sierpinski em 1916 e possui, além de caracteristicas e propriedades fractais,
relacdo com o ftridngulo aritmético de Pascal. A atividade anterior, em que foram
desenhados o trigngulo e 0 tapete mostra o] oon]unto obtzdo peho processo iterativo.

AAALL

Vamos analisar algebricamente, esse tridngulo, com a atividade a seguir. Complete
as tabelas:

hesl - | 0 ] 9. ] 2 [ 5 F & ' 8 | =a |
| Numero de ! ' ! 5
! triangulos { J e | Peviige o { ¢ P

ot ; 5 o ; L F ; B4 05 |

E | ! | | i st
| Nuamerode | . E D, | A Y |

; triangulos | ~ 0 | il | g ™ k S T s Ko T

| (onda |5 | 5 IO (O |O |0 |O

Protocolo 1
Percebemos que o aluno verificou que a cada iteragdo o nimero de triangulos (escuros)
¢ multiplicado por 3. Muitos alunos utilizaram 0 expoente com uma representacdo

algébrica, mesmo ndo sendo ainda comum este tipo de representacdo para eles.

Para completar a tabela abaixo vamos considerar o tridngulo desenhado, cujo
comprimento inicial do lado & 20 cm.

| Nivel 0

|

i Comprimento de |
cada lado do R'E
triangulo : }Y

I A/

%
(&)
]
L

SO WECESERFIEES] S—

Comprimento de " | )
cada lado () do | Sl =

triangulo | ) Y | 10
(generalizacdo) | i

I}

Protocolo 2

Para a resolucdo da questdo da tabela anterior tinhamos como objetivo fazer com que o
aluno percebesse que o comprimento do lado de cada triangulo é dividido por 2 a cada
iteracdo. Podemos verificar, com a resolucéo deste aluno, que, na segunda linha, conseguiu

apresentar uma generalizacdo para o calculo do comprimento de cada lado do tridngulo
para n iteracoes.
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2. Consideracdes Finais

As atividades desenvolvidas puderam proporcionar aos alunos um estudo
diferenciado do convencional da matematica, onde puderam perceber que a matematica
ndo € estudada somente com a resolucdo de algoritmos e férmulas e que pode ser estudada
de uma forma ludica e interessante, tornando o seu ensino mais significativo para o aluno.
O estudo de topicos da matematica tendo como contextualizacdo a geometria fractal
demonstra de forma inequivoca, que podera tornar o aprendizado de alguns temas da
Matematica curricular muito mais proveitosos.

Verificamos também que o uso de atividades que envolvam o tema da geometria
fractal, permite ao professor promover as capacidades de investigacdo matematica do
aluno, abordando conceitos de uma forma mais ou menos complexa, de acordo com o nivel
de escolaridade e de desenvolvimento deste.

As atividades realizadas auxiliaram na ajuda da compreensdo dos conceitos de
perimetro, area e volume e promoveram a pesquisa de padrdes e regularidades formulando
em seguida generalizacbes em situacdes diversas; auxiliando no desenvolvimento de
conhecimentos algébricos e geométricos.

A exploragdo da geometria fractal, em contexto de sala de aula, proporciona o
desenvolvimento das atitudes, dos valores e das competéncias dos alunos, na medida em
que promove a curiosidade e o gosto de aprender, de pesquisar e de investigar; impulsiona
a utilizacdo da matematica na interpretacdo do real, reconhecendo formas e processos que

envolvem conceitos matematicos.
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