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Resumo

O presente trabalho objetivou elaborar, experimentar e analisar uma abordagem de fungéo
quadratica, com que valorize a caracterizacdo desse modelo de funcbes a partir de uma
contextualizacdo com progressdes aritmeticas. Apoiado na orientacdo dos PCN foi
construida uma abordagem valorizando articulacdo entre conteudos da matematica escolar,
com o uso de softwares de simulagdo. A abordagem foi experimentada com estudantes do
ensino médio. Os resultados revelam que tal contextualizacdo por um ambiente
computacional, apoia a acdo dos alunos no sentido de conjecturar e explorar as
propriedades e consequéncias envolvidas na caracterizacdo abordada, contribuindo assim
para o ensino e a aprendizagem do tema.

Palavras chave: Ensino de Matematica; FuncGes; Progressdes Aritméticas; Softwares no
Ensino de Matematica.

1. Introducéo

A funcdo quadratica modela uma variedade de problemas tanto na prépria
matematica como nas ciéncias fisicas e em muitas outras areas. Isto faz com que este
modelo de funcéo tenha certo destaque na Educacdo Basica, aparecendo no final do Ensino
Fundamental, assim como no Ensino Médio.

No entanto, ao contrario do que é comum se observar nas abordagens de funcéo
quadratica, sua importancia ndo exige do cidaddo apenas habilidade na manipulacdo de
formulas prontas que descrevem a representacdo algébrica. Para o uso de tal modelo de
funcdo, assim como para 0s demais, € necessario que ele compreenda as caracteristicas

peculiares deste tipo de fungdo. Entenda quais as caracteristicas de uma relagdo entre duas
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grandezas de uma situacdo faz com que ela possa ser modelada por uma fungdo quadratica.
O que caracteriza uma funcéo quadrética.

Como qualquer classe de objetos cientificos ou ndo, a fun¢do quadratica possui
caracteristicas que a distinguem de outros modelos de fungdo, e que independente da
representacdo utilizada, sdo caracteristicas inerentes a relacdo. Lima et al (2005) dedica
uma secdo do seu livro, para caracterizar cada modelo de fungdo estudada no ensino
médio. Na caracterizacdo das fun¢Ges quadraticas, outro conceito matematico € essencial, o
de progressdes aritméticas (PA). Nesse sentido, essa caracterizacdo permite ainda uma
articulacdo entre campos da matematica escolar.

Este projeto buscou elaborar, experimentar e analisar uma abordagem de funcao
quadratica pautada nessa relacdo intradisciplinar, em que articula funcdo quadréatica e
progressOes aritméticas para criar ambiente propicio a caracterizacdo desse modelo
funcional. As abordagens articuladas de funcéo séo orientadas pelos PCN quando apontam
para o carater integrador que fungdo possui “Um primeiro exemplo disso pode ser
observado com relacéo as fungdes. O ensino isolado desse tema ndo permite a exploragdo
do carater integrador que ele possui.” (BRASIL, 2000, p. 43)

Para a criacdo de um ambiente que proporcionasse uma validacdo empirica de tais
propriedades pelos estudantes, foram utilizados softwares como o modellus (TEODORO et
al, 1997) e uma planilha eletrénica, nos quais foram produzidas as atividades. O
“Modellus” ¢ um software educacional livre para modelagem matematica que pode ser
utilizado na aprendizagem e no ensino de varias ciéncias, com caracteristicas interativas.
Este software pode ser utilizado por alunos e professores do ensino médio ou universitario
basico para construir modelos matematicos e representd-los nas diferentes formas
possibilitadas por ele como, tabelas, gréaficos, animacdes, representacdo algébrica. Também
sdo disponibilizadas no software, ferramentas para construir um modelo a partir de
imagens (no formato BMP ou GIF) ou videos (no formato AVI).

Os instrumentos computacionais utilizados (software e planilha) permitiram uma
articulacdo entre os dois conceitos, com simulacfes atuantes. Simula¢fes que permitiram
ao usuario alterar variaveis da situacdo e observar feedback em outras representacdes e/ou
no outro conceito, relacionando os dois temas, a fim de propiciar uma melhor compreensédo

da caracterizacdo do modelo quadratico.
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2. Contextualizacdo na propria matematica

Conforme os PCN, a contextualizacdo em matematica se da basicamente em quatro

categorias: aspecto cultural, aplicacbes em outras ciéncias, historia da matematica e na

prépria matematica:

O critério central é o da contextualizacdo e da interdisciplinaridade,
ou seja, € 0 potencial de um tema permitir conexdes entre diversos
conceitos matematicos e entre diferentes formas de pensamento
matematico, ou, ainda, a relevancia cultural do tema, tanto no que
diz respeito as suas aplicacOes dentro ou fora da Matematica, como
a sua importancia histérica no desenvolvimento da propria ciéncia.
(BRASIL, 2000, p. 43)

No entanto, quando se fala em contextualizacdo um foco maior parece ser dado a

situacOes ligadas a vida préatica, o que gera uma busca por aplicacdes dos contetdos

matematicos restrita a um contexto sociocultural. Porém, encontramos na propria

matematica diversas situacdes em que é possivel essa pratica:

Um vasto campo para a contextualizacgdo dos conceitos e
procedimentos matematicos sdo 0s préprios campos da matematica
escolar: numeros e operacdes; geometria; grandezas e medidas; e
tratamento da informacdo. As diferentes grandezas e suas
caracteristicas, por exemplo, oferecem excelentes contextos para a
introducdo e extensdo dos campos nuMericos.

(CARVALHO, 2010, p. 76)

Neste texto encontramos um desses exemplos. FuncBes quadraticas e progressdes

aritméticas ndo sdo diretamente relacionadas nas aulas de matematica, apesar de ser

orientada pelos PCN+ do ensino meédio, a ideia de contextualizar funcdo em geral com

sequéncias: “Com relagdo as seqiiéncias, é preciso garantir uma abordagem conectada a

idéia de fung¢do” (BRASIL, 2002). No contexto da caracterizacdo da funcéo polinomial do

2° grau essa conexao € obrigatdria, pois os dois conteldos sdo indissociaveis para a

compreensdo da validacdo do teorema.

3. Acaracterizacao da fungdo quadratica
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O modelo de funcBes quadraticas é caracterizado por fungbes continuas e
derivaveis que tém como 22 derivada uma constante. Visto que tais propriedades apenas
sdo estudadas no ensino superior, privam-se 0s estudantes do estudo dessa propriedade
fundamental para a distingdo com as demais funcdes reais. Mas a histdria nos mostra que
antes mesmo dos conceitos de derivacdo, o fisico italiano Galilei observou, através do seu
experimento com um plano inclinado, que o espaco percorrido pelo objeto era diretamente
proporcional ao quadrado do tempo levado para percorré-lo, para isso, observou que a
sequéncia das medidas do espaco percorrido formava uma progressdo aritmética de
segunda ordem, que é uma sequéncia y1. Yz, Y3, Ya...., tal que as diferencas sucessivas d; =

Yo —Y1, 2 =Yy3—Y2  d3=Yys—Ys ... formam uma progressao aritmética usual.

Figura 1: llustracdo da experiéncia realizada por Galileu, disponivel em:

http://brunelleschi.imss.fi.it/museum/emulti.asp?player=wmvé&codice=500045&banda=h

Lima et al (2005) dedica um capitulo ao estudo da funcdo quadrética, no qual
define-a no conjunto dos numeros reais e aborda algumas de suas propriedades
fundamentais, além disso, contextualiza historicamente, relaciona-a com a sua
representacdo grafica, a parabola, discute algumas aplicacdes e por fim traz o teorema de

caracterizacdo que € constituido de duas proposi¢des:

1) Se f é quadratica e Xi, X2, X3, X4,..., € UMa progressao aritmética qualquer, entdo a
sequéncia: f(xi), f(x2), f(x3), f(Xs),... tem a propriedade de que as diferencas
sucessivas entre seus termos formam uma progressao aritmética.

2) Se f é continua e transforma progressdes aritméticas em progressdes aritméticas de
segunda ordem, entéo f é da forma f(x) = ax*+bx-+c.

Que levam ao teorema de caracterizacdo da funcdo quadratica:
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A fim de que a funcdo continua f: R—R segja  quadratica ¢
necessario e suficiente que toda a progressdo aritmética nao-
constante Xi, X2,..., Xn,..., S€ja transformada por f numa PA de

segunda ordem ndo-degenerada
y1=1(X1), Y2=(X2), ..., Yo=T(Xn),...

(LIMA et al, 2005, p.149)

O teorema acima é fundamental para distinguir a funcdo quadratica das demais
funcdes reais, pois revela a esséncia dessa familia de fungdes, mostrando o comportamento
que lhe é intrinseco. As duas implicacdes que o precedem relacionam diretamente funcao
quadréatica e progressfes aritméticas (introduzindo inclusive um outro conceito, ndo tao
usual, a progressao aritmeética de segunda ordem.)

O presente trabalho analisa uma abordagem que parte da caracterizacdo da funcéo
quadratica que privilegia tal articulacdo, por meio de atividades elaboradas com auxilio de
softwares, tomando por base a proposicao (1) do teorema.

4. Método

Foi realizada uma sequéncia de atividades com 18 estudantes (divididos em 9
duplas) do ensino meédio de um projeto pré-académico da Universidade Federal de
Pernambuco. Tal sequéncia foi experimentada em dois encontros de 1h/a cada. Os
estudantes receberam as atividades e exploraram as situacfes construidas nos softwares
para responderem as perguntas na atividade, cada dupla tinha um computador disponivel.

Trés atividades: duas delas utilizaram como suporte o software Modellus e uma, o
programa Microsoft Excel. Fichas de atividades foram entregues aos estudantes, nas quais
eles deveriam escrever os calculos e as conclusdes obtidas. A atividade 1 simulou um
lancamento de projéteis; a atividade 2 trouxe uma situacdo de lancamento em queda livre;
na atividade 3, que usou o Excel, os estudantes exploraram a representacdo algébrica com
0 objetivo de levantar conjecturas em torno das caracteristicas intrinsecas a funcao

quadratica aplicada a progressdes aritméticas.

a. Atividade 1
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Cada dupla recebeu um arquivo contendo uma simulagédo do langcamento de um

projétil e uma ficha de atividades.

\DOCUME ~ 1\Diego\MEUSDO ~ 1\CESART~1\mono\MODELL ~ 1WATIVID ~ 2.MDL]

Figura 2: Simulagdo da atividade 1

A primeira questdo da ficha de atividade buscava que os estudantes observassem a
relacdo entre a altura do projétil e o tempo, a partir dos valores do tempo em uma PA de
razdo 1 (os nameros naturais), com foco na variacdo da imagem, gerando uma PA de

segunda ordem.

Um objete & langado zo ar Supenhz que 2 suz zltors em metros, t segundes zpdés o
langamento sejz modslzdz por uma fimgdo quadratica e que b = 0 corresponde 2 alhira
minma, o solo. Abra o arguive “aiividadel mdl” e na joneln ambmagdo obrerve a
5 iuagdo.

1) Observe 2 nimacde = ot 25 alturas nes mstantss de tempo sbaxo:

t 0 1 2
h

Lad)

Com os valeres obtidos no item anterior complete 2 segiiéncia hin):
hl=__
Wh=__ =m0 +[ ]
W= =wy-+] ]
wy=_ =wy-+[ ]

Agora complete os demais valores e obienha uma expreszdo para Rin):
wy =)+ ] =
wE) =h+ [ ]=

Observe a seguéncia formada pelos mineros nos guadradinhos.
Oual o zeu termo geral 4.7

Agora complate:

hfn) = hin-i) + | |

Figura 3: Primeira questdo da ficha de atividade 1
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Uma segunda questdo compds a ficha de atividade 1, dessa vez, em que a

observacao e exploracdo da simulagdo é feita com os tempos tomados em outra PA, com

razéo %a.
2) Agora, vamos repetir o procedimento considerando agora intervalos de tempo de %2
segundo. (para modificar o intervalo: na janela controlo — opcdes— passo e observar
os valores na janela “tabela’™):
1 0 Y 1
h
h=__
h=_  =h+ | ]
h=___ =h+ I:I
Complete os demais valores e obtenha uma expressédo para hin):
h=h+ |:| =
h=h+ []=_
h=h+ |:| =
Figura 4: Segunda questéo da ficha de atividade 1
b. Atividade 2

Na atividade 2, cada dupla recebeu um arquivo contendo uma simulacdo do

lancamento de uma caixa de um avido em queda livre e uma ficha de atividades.

Hadellus - C:\DOCUME-1\Diego\MELISDO - 1\CESART-1\mano\MODELL -1 \ATIVID- 3.MDL

oo @ V22 [ a2

Figura 5: Simulagdo da atividade 2
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Na ficha de atividades, com esse segundo modelo explorou-se a representacdo da
relacdo por tabela, para que o estudante observe a sequéncia formada e busque uma relagéo

para obter a imagem do termo seguinte.

Abra o arquivo “atividadelb.mdl” e observe a variacio da posi¢io do objeto que esta em
queda livre, esta & uma situacio modelada por uma fungio quadratica.

a) Reegistre na tabela a distdncia entre o avifo e a caixa nos instantes de tempo abaixo:

Instante{s) | Distincia
() Variagio da distancia

QWIRIWIUI VT UKRIITS

b) Qual serd a distdncia entre o aviio e a caixa depois de 11 segundos?

c) Se a distincia entre o aviio e a caixa no instante “t” & x metros, qual sera a distincia
entre os objetos no instante “t+/ "7

Figura 6: Ficha de atividade 2

c. Atividade 3

Na atividade 3, cada dupla recebeu um planilha com uma simulacdo que articula a

equacdo, tabelas e o gréafico da funcdo e uma ficha de atividades.

Al B [c]DJE]F]J]G = I JK[LIM N 0
1

2 Fungao Quadratica - .
3| y= S e & Grafico da Fungio
4| y= 13+ Ox+ 0 18 1

5

. 16

- 14

g wvalores 12 4

9 x| vy 10

10 4 [ 16.0 Ay = g

113 90 7.0 AlAy)

122 10 5.0 20 8

134 10 3.0 2.0 41

14 0 [ oo 1.0 20 2 4

151 [ 10 1.0 20 i

16 2 [ 40 3.0 2.0 5 4 -3 2 4 0 1 2 3 4 5
17 3 [ 90 5.0 20 «

18 4 [ 160 7.0 20

19 tabela 1 tabela 2 tabela 3

20

21

Figura 7: Tela da atividade 3
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Na ficha de atividades, com essa terceira atividade explorou-se a articulagdo entre

as diferentes representacdes como entre os coeficientes e PA de segunda ordem gerada.

1) Abra o arquive “afividaded xls "e observe a tabela com alpuns valores da imagem de
uma fngdo real do tipo fix) = o +hx+e:

Atabela 1 exibe, para cada valor de x, um valer v 2 ele asseciade dz segumte forma:
v = ac +hxt+c

Atabela 2 exibe a variago de v, ou s€)2, AV = ¥e — Ve s
A tabela 3 exibe a variag3o dos valores databela Ay ou seja, AlA).

2) Medifique oz valores dos coeficientes @ & e ¢ livremente e para cada caso observe a
seqiiéncia formada pelos valores da tabela 2, ou sejz, Ax

a b £ Seqiiéncia dos valores de AV = Ve — Fra-yj Formam uma
pa’
1 0 0 1.5,3,1,-1,-3,-5,-7 Smm

2) Modifique livremente apenzs os valores do coeficiente ¢ Quais tabelzs tm os seus
valores modificades? Qual 2 mfluéneia do coeficient= ¢ na variagio da fungie quadratica?

b) Modifique livremente apenaz os valores do coeficiente 5. Os valores na tabela Ay
sempre formam uma p.a.” Em case posittve, qual 2 relagio entre o valor escolludo para b e
arazdo da p.a, ou seja, AlAY)?

¢) Modifique livrements apenas os valores do coeficiente . Os valores na tabela Ay
sempre formam uma p.a.? Em caso positive, qual 2 relacio entre ¢ valor escolhido paraage
arazdo da p.a. ou seja, AAY)T

Figura 8: Ficha de atividade 3

5. Resultados
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a. Atividade 1

Na atividade 1, foi solicitado aos estudantes obter a sequéncia que se formava ao
tomarem-se tempos sucessivos para a altura do objeto. A sequéncia formada nos quadrados
induziu-os a ideia de que a altura no instante t podia ser obtida adicionando-se a altura no
instante t-1 o termo correspondente de uma PA. Contudo, nem todos determinaram qual

seria esse termo, 0s 50% dos participantes chegaram a seguinte expressdo
“a,=3-2(n-1)".

A maioria dos estudantes percebeu a relacéo entre a variacdo da funcdo quadratica e

a PA o que foi constatado quando escreveram h(n) relacionado com an:
DUPLA 1: h(n) = h(n-1) + a,

No entanto, outros revelaram pouca habilidade em interpretar expressoes literais e

comunicar através delas os resultados obtidos:
DUPLA 2: h(n) = h(n-1) - 2

No segundo exemplo, os estudantes também identificaram a PA que determina a
variacao da funcdo, mas erraram novamente na hora de obter a expressdo para determinar a
altura num instante em funcédo do instante anterior, no lugar de escrever:

t t—1 (t—1)
h(i) - h( 2 )+|[1’?5_ 2 ]I

a;

Alguns estudantes escreveram:

O que nos leva a acreditar que confundiram a razdo da PA com a propria
progressao. Vale ressaltar que, apesar de 0s estudantes conseguirem visualizar através dos
dois exemplos, que a propriedade caracteristica se aplica a ambos, a maior dificuldade se
constituiu em comunicar o resultado que eles “sabiam” que estava correto, mas ndo tinham

familiaridade suficiente para expressar esse resultado através de um modelo algébrico.
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b. Atividade 2

No item (a) os estudantes deveriam preencher os valores para a distancia nos
instantes de tempo indicados, tais valores foram mostrados na animagdo. Depois deveriam
obter a sequéncia da “variacdo da distdncia” que constitui uma PA. Essa etapa, todos os
participantes cumpriram sem dificuldade.

No item (b), para responder a pergunta de qual a distancia entre o0 avido e a caixa
depois de 11 segundos, o aluno teria que observar, da sequéncia formada na tabela, que a
distancia em t = 11s poderia ser obtida adicionando-se a distancia no instante t = 10s o

termo da P.A. correspondente, ou seja, ai1. Esta foi a ideia da maioria dos estudantes:

DUPLA 1: “Varia 10 m de instante para instante. Entdo a distdncia no instante 11 é igual
a605m.”
DUPLA 2: “Seguindo a ‘logica’ da letra (a), é igual a 605m.”

No item (c), os estudantes deveriam obter uma expressao geral para a distancia no
instante t em funcdo da distancia no instante t-1 (para a sequéncia de tempo dada:
t=1,2,3,4,5,...). Analisando as respostas dos estudantes no item (b), poderiamos imaginar
que eles conseguiriam generalizar esse comportamento da variagdo, mas revelaram
extrema dificuldade ao utilizarem da linguagem formal para comunicar tal generalizacéao, o
gue mostra que a compreensdo de um fato nem sempre é acompanhado da habilidade de o

expressar numa linguagem algébrica.

DUPLA3: “t+1=x+10"
DUPLA 4: “S=5t> +10t+ 5"
DUPLAS: “¢+ 1 —x + (-10) + 1"

c. Atividade 3

No primeiro momento, os estudantes deveriam manipular a representacdo algébrica
da funcdo quadratica de modo a obter diferentes funcBes e verificar se as diferencas
sucessivas de f(x) para x = {-4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4} formavam uma progressdo
aritmética. Todos os estudantes conseguiram verificar sem dificuldades que esta

propriedade foi verificada para todos os valores que eles escolheram para a, b e c.
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No item (b) os estudantes deveriam perceber a influéncia da escolha do coeficiente

¢ na variagdo da funcdo quadrética. Eis algumas respostas:

DUPLA 1: “Influencia sé nos valores de y, porque o coeficiente ¢ s6 faz o gréafico se mover
verticalmente.”
DUPLA 2: “Tabela de y. Influencia em relagdo a subida e descida no eixo y.”

DUPLA 3: “dpenas a tabela 1. Influencia no grdfico no eixo y.”

Percebe-se uma referéncia ao grafico porque este foi disponibilizado na planilha,
assim os estudantes perceberam que o valor escolhido para ¢ sé tem influéncia na imagem
(tabela 1) e ndo na variacdo das diferencas sucessivas dos valores de f(x) expostos na
tabela 2.

Item (c)

Nesse item, as duplas deveriam alterar apenas o coeficiente b e obter uma relacéo
entre o valor escolhido para b e a razdo da PA determinada pelas diferencas sucessivas dos
valores de f(x). A maior parte dos estudantes verificou que para todos os valores que eles

escolhiam para b a razéo da PA ndo se alterava:
DUPLA 4: “...a modificagdo do coeficiente b nao altera o valor da razao da PA”

No entanto, alguns estudantes generalizaram precipitadamente a partir das

observaces que fizeram:

DUPLA 5: “Sempre vai ser dois”
DUPLA 6: “... sendo assim a razdo 4b”

Isto mostra a limitagdo e o carater apenas “indutivo” da atividade, pois se baseia na
exploracdo e manipulacao por parte dos estudantes, as duplas acima generalizaram um fato
que possivelmente se aplicaria a um ou mais exemplos e ndo a todos os casos. Dai a

necessidade da generalizacdo formal através da demonstracdo matematica.

Item (d)
Nesse item, os estudantes deveriam inferir a relacdo entre o valor escolhido para o

coeficiente a e a razdo da PA das diferencas sucessivas de f(x) (considerando a sequéncia
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dos valores de x escolhida: -4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4). Atraves da alteracdo do coeficiente a eles

chegaram as seguintes conclusoes:

DUPLA 1: “Para qualquer valor de a o valor de A(Ay)=2a.”
DUPLA 2: “Sempre é o dobro de a.”
DUPLA 3: “4 razdo da PA serd o dobro do valor atribuido ao coeficiente a.”

)

DUPLA 4: “A razdo ‘varia’ duas vezes o valor de a.’

E importante ressaltar que esta generalizago obtida pelos estudantes é valida para o
nosso exemplo porque tomamos uma PA de razdo 1 no dominio da fungéo, pois pode ser
verificado que:

tisy —ti=r => diss - di = 2ar?

Como r =1, a conclusdo dos estudantes (A(Ay) =2a) é valida nesse caso.

6. Considerac0es finais

O recurso computacional na nossa abordagem deu a oportunidade para que 0s
estudantes conjecturassem um fato matematico a partir da exploragdo e alteracdo dos
dados, além de poderem simular e explorar as propriedades da caracterizacdo da funcéo
quadratica num contexto com progressdes aritméticas. Essas a¢es foram possibilitadas
pelos softwares citados, que permitiram a livre acdo no teste das hipoteses dos alunos.

Observa-se através dos resultados obtidos, que apesar da dificuldade que hd no
tratamento de expressdes matematicas literais, houve uma boa compreensdo quando se
relacionaram os dois contetdos, a maioria dos estudantes pode perceber: a relacdo entre a
funcdo quadratica e progressdes aritméticas explorada nas trés atividades, as propriedades
1 e a validade do teorema para mais de uma sequéncia, a possibilidade de obtencdo do
valor de f(n) a partir do termo antecedente e a,, a validade do teorema quando se aplicam
diferentes funcBes quadraticas a uma progressdo dada, a relacdo entre a variacdo do
coeficiente da funcdo e a razdo da PA correspondente, entre outros. No entanto, percebeu-
se que uma abordagem para passagem da situacdo observada para a expressao algébrica

ainda necessita de novos esforcos e criagdo de situacBes de ensino.
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