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Resumo:

O presente estudo analisou a compreensao de professores de matematica no Ensino Médio
na resolucdo de problemas combinatorios com énfase no Principio Fundamental da
Contagem (PFC). Um questionario fechado, constituido por oito problemas combinatorios,
foi respondido por 11 professores de matematica que atuam no Ensino Médio. Foi a cada
participante as justificativas de cada resolucdo. A partir da analise, constatou-se nas
justificativas apresentadas a utilizacdo do PFC como mais frequente, presente nos
problemas de arranjo, combinacdo, permutacdo e produto cartesiano. Além disso,
observou-se a presenca de conhecimento do contetdo de Combinatoria dos professores que
criticavam os enunciados dos problemas combinatorios e ainda apresentavam os elementos
invariantes de problemas combinatorios.

Palavras-chave: Ensino de Combinatoria; Principio Fundamental da Contagem;
Conhecimento de professores do Ensino Médio.

1. Introducéo

O ensino e aprendizagem de Combinatdria na Educacdo Basica tem sido foco de de
diferentes pesquisas. De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais dos anos
iniciais (Brasil, 1997) o ensino e aprendizagem de Combinatéria pode ser principiado ja a
partir desse nivel de escolaridade, no entanto, apesar da presenca de problemas
combinatdrios em alguns livros didaticos de Matematica do Ensino Fundamental e poucas
praticas de professores e de cursos de formacdo de professores, geralmente € no Ensino
Médio que o trabalho com esse contetido é desenvolvido e muitos dos livros didaticos
deste nivel o trazem apenas no 2° ano.

Fischbein (1975) indica a necessidade do ensino especifico de Combinatéria para o
desenvolvimento da habilidade de resolver problemas combinatérios. Nesse sentido,
pesquisas como Pessoa e Borba (2009), indicam que desde os anos iniciais alguns alunos

ja conseguem resolver esses tipo de problema (com nimero menor de possibilidades),
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mesmo assim, para que haja estratégias de resolucdo sistematicas e maior abrangéncia de
problemas resolvidos, as autoras advogam sobre a necessidade de um trabalho em sala de
aula que abordem elementos invariantes e representacdes envolvidos em problemas dessa
natureza.

Rocha e Borba (2012) em sua pesquisa analisaram, por meio de entrevistas semi-
estruturadas, os conhecimentos de dois professores de Matematica que atuam no Ensino
Médio tém sobre Combinatéria e seu ensino. Neste artigo, indicam a necessidade da
compreensdo das diferencas entre os problemas combinatérios por professores do Ensino
Médio no desenvolvimento de préticas de ensino e aprendizagem de Combinatoria.

Atualmente, os Parametros Curriculares de Matematica para o0 Ensino Fundamental e
Médio do Estado de Pernambuco (Pernambuco, 2012) identificando como expectativas de
aprendizagem para o 4° até o 6° anos do Ensino Fundamental o trabalho de resolucéo e
elaboragdo de problemas multiplicativos com a ideia de combinatoria. No 8° ano esse
mesmo documento, orienta a utilizacdo do principio multiplicativo, na resolugcdo de
problemas de contagem enfatizando diferentes tipos de representacdo como o diagrama de
arvore, tabelas e esquemas. No Ensino Médio, incentiva o trabalho com os problemas
combinatdrios (arranjo, combinacdo e permutacdo) no decorrer do 1° 2° e 3° anos,
norteando a discussdo a partir de alternativas ao uso de formulas. Apesar dessas
orientacdes e de pesquisas, ainda é reduzido o nimero de alternativas para a utilizacédo de
formulas na resolucao de problemas combinatdrios.

Rocha e Ferraz (2011) ao analisarem as estratégias de resolucdo de problemas
combinatdrios por 31 professores com formacdo em Pedagogia (15) e em Licenciatura em
Matematica (16) observaram que o tipo de representacdo mais utilizada nessa resolucao
por professores de formacéo de licenciatura em Matematica foi o Principio Fundamental da
Contagem.

Nesse contexto, o presente artigo visa analisar a compreensdo de professores de
matematica no Ensino Médio na resolucdo de problemas combinatorios com énfase no
Principio Fundamental da Contagem. Para isso, foi identificado a verificacdo dos
desempenhos dos professores por tipo de problema combinatério e por nimero de etapas
de escolhas, a analise das justificativas apresentadas na resolucdo dos problemas
combinatdrios, a presenca de invariantes dos problemas combinatérios e diferentes tipos de

representacdes nas justificativas apresentadas pelos professores do Ensino Médio.
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2. O ensino e aprendizagem de Combinatoria no Ensino Médio

A Base Curricular Comum de Matematica de Pernambuco com a intencdo de
consolidar nogdes combinatdrias no Ensino Médio sugere a ampliacdo de “estratégias
béasicas de contagem, evitando-se 0 ensino restrito a uma extensa lista de formulas que nao
apresentem significado para o aluno” (PERNAMBUCO, 2008, p.111).

Nessa mesma direcdo, o Guia Nacional do Livro Didatico do Ensino Médio
(PNLEM 2012) recomenda para o bom ensino de Combinatoria no Ensino Médio o
desenvolvimento da:

... capacidade para escolher diferentes técnicas de contagem e usa-las
de modo eficiente na resolucdo dos problemas. E prejudicial um ensino
que habitue o aluno a sempre tentar resolver qualquer problema de
contagem com o uso somente de formulas (BRASILIA, 2011, p.29).

Nesse contexto, verificou-se nos documentos curriculares oficiais do Ensino Médio
a indicacdo do trabalho de Combinatoria com problemas diferenciados e a ndo resolucao
de problemas apenas com a utilizacdo de formulas, incentivando no ensino e aprendizagem
de Combinatoria a criatividade na elaboragéo da resolucéo e a exploracdo da percepcao do
aluno.

Dessa maneira, Rocha e Borba (2012) defendem que antes do ensino de
Combinatoria se formalizado, o que geralmente acontece no Ensino Médio, outras préaticas
devem ser integradas ao Ensino Fundamental para que haja uma melhor compreensédo
dessa tematica por alunos e professores.

Por isso é importante ressaltar que as diferentes formas de organizar e resolver
problemas combinatdrios geram estratégias que ndo sdo apenas aplicaveis a Combinatoria,
auxiliando na aprendizagem de técnicas gerais de resolucdo de problemas. Todavia, para
isso, se faz necessario conhecer as caracteristicas de cada um dos tipos de problemas
combinatdrios e, além disso, conhecer as especificidades.

Pessoa e Borba (2009), os problemas combinat6rios e a compreensdo de alunos do
Ensino Fundamental ao Ensino Médio, propuseram uma classificacdo na qual foi incluido
0 produto cartesiano, aos problemas que sdo trabalhados explicitamente no Ensino Médio,
arranjo, permutacédo e combinacdo. Essas autoras, fundamentadas na Teoria dos Campos
Conceituais de Vergnaud (1986), apresentaram a discuss@o dos os diferentes significados a

partir de situacOes-problema, invariantes do conceito e tipos de representagdes. Com base
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nessa discussdo organizou-se uma sistematizacdo no Quadro 1 a seguir.

Quadro 1: Problemas Combinatorios e seus Invariantes e Representagéo

Situacao-Problema Tipo de Representacéo Invariantes

Na Olimpiada Brasileira de Matematica, o | Divisdo como um processo | Ordenacédo de
O | grupo vencedor era composto por 8 alunos. de reducéo de elementos de um
’6 Sabendo que poderdo ser formados | agrupamentos repetidos | mesmo conjunto n&o
<Z’: diferentes grupos com 4 desses alunos para gera novas
m | representar o Brasil na Olimpiada BXTX6X5 possibilidades;
g Mundial, qual alternativa abaixo indica a m Ha escolhas de
O | operagdo necessaria para obter o total de subgrupo de elementos

possibilidades?

Em uma final de natacéo estilo livre, 7 | Principio Fundamental da | Ordenacéo de
O | nadadores estéo disputando os 4 primeiros Contagem elementos de um
% lugares. Saben_do ~Que osd rl[adad'ores mesmo conjunto gera

concorrem ao primeiro, segundo, terceiro e - )
% quarto Iugareg, qual altgernativa abaixo 7X6X5X4 nqvas possibilidades;
< Ha escolhas de

indica a operacdo necessaria para obter o
total de possibilidades?

A revista Fi-Fi-Fi deseja fotografar 4 | Principio Fundamental da | Ordenacéo de todos
artistas sentados em um sofa, com espaco Contagem elementos de um
para todos. Sabendo que todos os artistas 4x3x2x1
podem mudar de lugar no sofd de modo
que seja possivel tirar diferentes fotos,
qual alternativa abaixo indica a operacdo
necessaria para obter o total de
possibilidades?

No restaurante “Sabor Divino” Marina | Principio Fundamental da | - Dado dois (ou mais)
quer comprar seu almoco. Ela pode Contagem conjuntos disjuntos: se
escolher entre 3 tipos diferentes de salada, temos n elementos para

subgrupo de elementos;

PERMUTACAO

mesmo conjunto;

O | 2 tipos diferentes de arroz, 4 tipos Lo

'5 diferentes de carne e 3 tipos diferentes de IR 2R 4wF escolher no primeiro, p

Q | feijdo. Sabendo que ela precisa escolher elementos no segundo

8 um tipo de cada opgdo: salada, arroz, carne para escolher um

o | ¢ feijdo, qual alternativa abaixo indica a elemento de cada
operagdo necessaria para obter o total de temos n x p
possibilidades? possibilidades

Nesse quadro a representacdo escolhida foi o Principio Fundamental da Contagem
como tipo de representacdo para a resolucdo dos diferentes tipos de problemas
combinatdrios. A escolha pelo tipo de representacdo se deve pelo grande numero de
possibilidades dos problemas. Em outros problemas, com nimero menor de possibilidades
podem ser utilizadas representacfes como a arvore de possibilidades, listagem, diagrama,
quadros, e 0 uso de férmulas, entendendo seu uso como uma das possiveis representacdes
para um problema combinat6rio e ndo a Unica.

Esses diferentes significados, representagdes e invariantes dos problemas

combinatdrios refletem na compreenséo dos alunos e nas escolhas de a¢do dos professores.
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Portanto, observamos que os problemas combinatdrios possuem aspectos comuns (alguns
tipos de representagdes), mas também diferentes invariantes que podem enfatizados no
ensino de Combinatéria. Conhecer essas particularidades traz subsidios para a escolha
problemas que permitam a construcao desse tipo de raciocinio nos alunos, além de discutir
sobre as diferentes estratégias de resolucao.

De acordo com Carvalho (2007) o Principio Fundamental da Contagem (PFC) ou
Principio Multiplicativo é definido por: Se uma decisdo D1 pode ser tomada de p modos e,
qualquer que seja esta escolha, a decisdo D2 pode ser tomada de g modos, entdo o0 nimero
de maneiras de se tomarem consecutivamente as decisbes D1 e D2 é igual a p.q
(CARVALHO, 2006, p.3).

Em pesquisa realizada em trés colegdes de livros didaticos de Matematica do
Ensino Médio, Sabo (2007) identificou que apesar deste principio ser enunciado nos livros
didaticos é apresentado, geralmente, apenas para eventos compostos por duas etapas
sucessivas e independentes (conforme a definicdo acima) e geralmente sua versdo mais
ampliada aparece apenas nos exercicios propostos por cada cole¢do, ndo sendo abordadas
justificativas para ampliacdo do PFC para problemas de vérias etapas. Esse autor afirmou
também que o livro didatico ‘¢ um fator determinante na elaboragdo dos conceitos de
contagem pelos professores nas aulas de matematica’ (SABO, 2007, p.18).

Nesse sentido, a compreensdo dos professores sobre como os alunos identificam e
utilizam o numero de etapas de escolhas nos problemas combinatérios e como o0s
professores discutem e introduzem essa nocao de escolha no Principio Fundamental da
Contagem é importante para a discussdo de préaticas que visem a construcdo de conceitos
relacionados.

Em pesquisas realizadas com professores e licenciandos de Matematica, reforcam a
importancia da reflexdo sobre praticas, da investigacdo sobre as salas de aula e da
identificacdo das diferentes facetas dos conhecimentos dos professores. Shulman (2005)
defende a formacdo de uma base de conhecimentos na qual se articulam os dominios do
conteldo, os dominios pedagOgicos do contetdos, entre outros. Nesse contexto,
identificamos alguns estudos que tratam desses conhecimentos em relacdo ao ensino e
aprendizagem de Combinatoria.

Rocha (2006), em sua dissertacdo, analisou a construcdo do conhecimento de
Combinatoria em duas turmas de licenciandos em Matematica, dividida em dois

momentos: um dedicado & observacdo de uma turma de licenciandos durante uma pratica
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tradicional de ensino de Combinatoria e outro, relativo a utilizagdo do Ciclo da Experiéncia
de Kelly. A pesquisa evidenciou o papel do Principio Fundamental da Contagem ou
Principio Multiplicativo como —uma das bases para fundamentar dentro do ponto de vista
pedagogico a classe de problemas de contagem abordada pela Analise Combinatéria
(ROCHA, 2006, p.96).

Pinheiro e Sa (2007) apresentaram uma pesquisa realizada com 20 professores de
Ensino Médio de Belém do Para, com o objetivo de determinar a prética pedagdgica
utilizada no trabalho de ensino de Combinatéria no Ensino Médio. Foi utilizado um
questionéario fechado no qual se verificou a presenca de questionamentos direcionados aos
procedimentos metodoldgicos desenvolvidos durante as aulas ministradas pelos
participantes dessa pesquisa. Apesar de alguns dos docentes possuirem especializagdo, 0s
autores indicaram que a ferramenta principal para a elaboracdo das aulas foi o livro
didatico, utilizando em sua maioria a pratica estruturada a partir de métodos formais para
as aulas de Combinatéria. Ja os que apresentam menos tempo lecionando Combinatoria
(quatro professores), indicaram que partiam de uma situacdo-problema para, em seguida,
formalizar os conceitos. Pinheiro e Sa (2007) observaram a forte incidéncia da
apresentacdo de formulas e, a seqguir, aplicacdes das mesmas no ensino de Combinatdria.

Sabo (2010) em sua investigacédo se propde a identificar os saberes do professor do
Ensino Médio, em relacdo ao ensino e a aprendizagem de Analise Combinatéria por meio
de entrevistas semi-estruturadas com seis professores subdividida em quatro etapas, sendo
uma delas com foco na préatica do professor (planejamento, preparacdo de aula, livro
didatico, atitudes dos alunos e avaliacéo).

Sabo (2010) verificou que alguns professores valorizam a memorizacdo e a
aplicabilidade de formulas. Além disso, a importancia de formagbes continuadas e das
trocas entre colegas de profissdo como possiveis modificadores favorecendo a construcéo
dos saberes profissionais. Sabo (2010) apresentou algumas situagdes diferentes: —alguns
professores disseram valorizar o uso do Principio Fundamental da Contagem em
detrimento do emprego da formula, e outros valorizam o uso das férmulas, mas néao
mostraram saber justificar e validar sua origem (SABO, 2010, p. 187).

Essas pesquisas apontaram dificuldades dos professores e de futuros professores na
resolucdo desses problemas e na explicitacdo de praticas relativas ao ensino desse contetido

e auxiliam nos debates relativos a formagdo de professores em relagdo ao ensino de
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Combinatoria, principalmente na discussdo e analise dos dados encontrados nessa

investigacéo.

3. Método

Para realizacdo dessa pesquisa foi elaborado um teste composto por oito problemas
combinatérios (2 de produto cartesiano(PC1l e PC2), 2 de arranjo (Al e A2), 2 de
combinacéo (C1 e C2) e 2 de permutacéo (P1 e P2)). Na intengdo de observar se mudancas
no nimero de etapas para resolver os problemas exercem influéncia consideravel no
desempenho dos sujeitos nesses problemas foram controlados o nimero de etapas de
escolha por tipo de problema, os problemas 1, 3, 5 e 7 possuem apenas 4 etapas de escolha,
enquanto que os problemas 2, 4, 6 e 8 possuem 5 etapas de escolha. A ideia por traz dessa
preferéncia se justifica pela comparacdo das dificuldades de resolucéo entre os diferentes
tipos de problemas.

O teste foi fechado apresentando alternativas para serem escolhidas e justificadas.
Cada problema tinha apenas uma alternativa correta. Essa escolha justifica-se porque para
se trabalhar problemas combinatérios com um maior nimero de etapas gera um grande
numero de possibilidades e desejava-se observar as justificativas apresentadas e ndo o0s
calculos em cada problema. Observe 0 exemplo a seguir:

1. (PCI) No restaurante “Sabor Divino” Marina quer comprar seu almogo. Ela pode escolher
entre 3 tipos diferentes de salada, 2 tipos diferentes de arroz, 4 tipos diferentes de carne e 3 tipos
diferentes de feijao. Sabendo que ela precisa escolher um tipo de cada op¢éo: salada, arroz, carne
e feijao, qual alternativa abaixo indica a operacdo necessaria para obter o total de possibilidades?

a)3+2+4+3 b) 3x 2 x 4 Q) 4x3x2x1 )
e)3x2x4x3 f) Nenhuma das respostas anteriores
Justifique:

Na alternativa apresenta-se uma adicdo incorreta; na b uma multiplicacdo
inadequada com base no enunciado do problema; na ¢ uma multiplicacdo com base no uso
adequado/ ou inadequado do Principio Fundamental da Contagem (a nocao de fatorial); na
d uma divisdo incorreta, que no caso dos problemas do tipo de Combinacéo sera correta; €)
0 uso correto do PFC e na alternativa f) a possibilidade de marcar nenhuma das anteriores.

Entre alternativas propostas para as questdes foram levados em consideracdo

possiveis dificuldades que se registram nas estratégias utilizadas por alunos em diversos
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niveis de escolarizagdo, como: a escolha da operacdo devido a palavras especificas
encontradas no enunciado e a selecdo, dos nimeros, também citados no enunciado para
operar; além de estratégias com a observacao inadequada de invariantes relativos ao tipo
de problema.

Para a analise tornou-se fundamental a observagdo da justificativa exposta pelos
sujeitos disposta sempre ao final de cada problema, observando os argumentos e
representacdes utilizados. Nas demais disposi¢des das alternativas no teste foram alteradas
a ordenacdo de sua apresentacéo.

Os participantes da pesquisa foram professores de formacéo inicial em Matematica e
que atualmente ensinam Matematica no Ensino Médio. Foram analisados os protocolos de
resposta e justificativas apresentados por 11 professores ao resolver o teste proposto. Os
professores foram codificados de PEM1 a PEM11, respectivamente e atuam ha no minimo
6 anos em Escolas Publicas de Pernambuco.

Na etapa de analise procurou-se investigar o desempenho dos professores de Ensino
Médio na resolucéo dos problemas combinatdrios, os aspectos invariantes de cada situacdo
foram explicitados pelos professores, e a presenca do principio Fundamental da Contagem
na resolucdo dos professores, aléem das estratégias por questdo, a variacdo do tipo de
representacdo utilizada (uso de formulas, uso de arvores ou diagramas, mencao a listagens,
desenhos, observacdo de regularidades, adicdo e multiplicacdo, principio fundamental da

contagem).

4. Analise de Resultados

Para este estudo, foi feito o levantamento acerca dos acertos totais dos professores no
teste aplicado por problema. Esses acertos e erros foram organizados no Quadro 2 no qual

0 1 representa acerto do problema e 0 representa o erro.

Quadro 2: Acertos por questdo dos participantes

PEM1 | PEM2 | PEM3 | PEM4 | PEM5 | PEM6 | PEM7 | PEM8 | PEM9 | PEM10 | PEM11
PC1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
PC2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Al 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
A2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
C1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
C2 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
P1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1
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LEGENDA: PC: Produto Cartesiano; A: Arranjo; C: Combinagdo; P: Permutac&o;

1: 4 etapas de escolha; 2: 5 etapas de escolha;

Como se pode observar a partir do Quadro 2, os professores do Ensino Médio
obtiveram um grande numero de acertos. A média geral de acertos foi de aproximadamente
7,45 (sendo a média méaxima atingida 8). Em relacdo ao desempenho por tipo de problema
observa-se que o problema de Permutacdo com menor indice de acertos, seguidos pelo
problema do tipo Combinacéo. Verifica-se ainda no quadro 5 que os professores PEM 2 e
PEM 6 erraram os problemas do tipo Permutacdo e apenas o professor PEM 4 os
problemas do tipo de Combinagéo.

7. A revista Fi-Fi-Fi deseja fotografar 4 artistas sentados em um sofd, com espaga para todos. Sabendo que
todos os artistas podem mudar de lugar no sofd de modo que seja possivel tirar diferentes fotos, qual
alternativa abaixo indica a operacSo necessdria para obter o total de possibilidades?

ajd4x4
bj4x3x2x1
)uzxzx:
< 4 X4
dj4+3+2+1
e)d+4

1?l\lﬁ:ﬂhurﬂa das respostas anteriores

Figura 1: Protocolo retirado de PEM 2 no problema 7(P1)

Os erros encontrados na permutacdo foram a partir de criticas ao enunciado da
questdo, como se pode observar na Figura 1 acima que critica o grau de subjetividade do
enunciado. Ja o erro obtido nos problemas de Combinacéo foi em relagdo a presenca do

invariante da ordenacdo como verifica-se na Figura 2 a seguir.

5. Na Olimpiada Brasileira de Matemitica, o grupo vencedor era compesto por 8 alunos. Sabendo que paderSo
ser formados diferentes grupos com 4 desses alunos para representar o Brasil na Olimpiada Mundial, qual
alternativa abaixo indica a operacio necessiria para obter o total de possibilidades?

paxTxExS
4XINIML
b)8x4
cjgt+4
dy4x3x2x1
Efs:?:ﬁus
f} Nenhuma <as respostas anteriores

Justifigue;,_TEngo) & 2oidif i, un))eE] PARA (fdColHa= @ 42 Pt &vuTao
atened, Po meton forwmp T wmae o2y Eppan =37 ¢ S pags o

@urnT> sLumo. loge D propuro NS Yooke ) (&xVx bxT)
FETEAmmas” 0 RonatAre

Figura 2: Protocolo retirado de PEM 4 no problema 5 (C1)
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Nesse problema o professor compreende a situa¢do proposta como uma situagdo em
que a ordem gera novas possibilidades, tratando-o como um problema de arranjo. Essa é
uma dificuldade recorrente em alunos e professores dos diferentes niveis. Rocha (2011)
verificou em entrevistas com 6 professores dos diferentes niveis (2 dos anos iniciais, 2 dos
anos finais e 2 dos Ensino Médio) que apenas um professor do Ensino Médio ndo teve
dificuldade em diferenciar problemas de arranjo e combinagéo, os demais professores
entrevistados tiveram.

Constata-se ainda que o numero de etapas ndo foi uma dificuldade que se
apresentou entre os professores do Ensino Médio, pois ndo houve diferenca entre as medias
de acertos dos problemas 1(PC1), 3(Al), 5(C1), 7(P1) que possuem apenas 4 etapas de
escolha e a média de acertos dos problemas 2(PC2), 4(A2), 6(C2), 8(P2) que possuem 5
etapas de escolha. Acredita-se que isso se deve ao fato de ndo haver mudancas entre 0s
contextos apresentados em cada tipo de problema.

Observa-se que o0 nimero de etapas de escolha ndo foi considerado dificil pelos
professores nessa pesquisa, ja que ndo discutiam sobre a aprendizagem dos alunos e sim,
apenas sobre a resolucao dos problemas proposto. Pode-se ainda verificar no Quadro 5, de
maneira geral que os professores ndo sentiram dificuldades para assinalar a alternativa
adequada, contudo destacou-se que 0s erros cometidos ocorreram sempre aos pares € no
mesmo tipo de problema. Assim, reforca a ideia que a diferenca do nimero de etapas para
a resolucdo do problema influenciou a decisdo dos professores. Por outro lado, o nimero
de etapas pode ser um fator que dificulte a compreensdo dos alunos em relacdo aos
problemas combinatdrios.

Como ndo ha variacdo de contextos entre os problemas combinatérios do mesmo
tipo, observa-se uma tendéncia por parte dos professores de repeticdo de justificativa e de
estratégia de resolucdo. No entanto, ao se analisar as diferentes justificativas propds-se a
seguinte classificacdo daquelas que foram apresentadas pelos professores de matematica
que participaram da pesquisa:

J1 - Utilizac&o do Principio Fundamental da Contagem;
J2 — Referéncia a utilizacao de Formulas;
J3 — Utilizagdo do nome dos problemas (nomenclatura).
Considerou-se ainda na analise as criticas aos enunciados dos problemas propostos

apresentadas pelos professores e a presenca nas justificativas de elementos dos invariantes
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dos problemas combinatérios. No Quadro 3 apresenta-se a presenca dessas justificativas

por professores e pelo tipo de problemas combinatérios.

Quadro 3: Analise das justificativas apresentadas pelos participantes da pesquisa

PEM1 | PEM2 | PEM3 | PEM4 | PEM5 | PEM6 | PEM7 | PEM8 | PEM9 | PEM10 | PEM11
PC1 J1 J1 J1 JLi J1 J1 J1 J1 * J1 J1
PC2 J1 J1 J1 JLi J1 J1 - J1 J1 J1
Al J1 JLi J1 J1 J2i J1 J1 Jli J3 arvore
A2 J1 JLi J1 J1 J2i = J1 = J3 arvore
C1 J2 i J2i J1 J2i J3 J2i J2 Jli J3i J3
C2 J2 i J2i J1 J2i J39 J2i J2 - J3i J3
P1 J1 * J1,J2 J1 Ji1,J2 * J2i J2* Jli J3 J1
P2 J1 * J1,J2 J1 Ji1,J2 * = J2 = J3 J1

Legenda: * - critica ao enunciado ; i - presenca de invariantes

A partir do Quadro 3, observa-se maior frequéncia justificativa J1 que se refere a
utilizacdo do Principio Fundamental Contagem, e que esta se faz presente em todos o0s
tipos de problemas combinatérios no produto cartesiano, no arranjo, na combinacéo e na
Permutacdo, evidenciando o papel dessa representacdo na resolucdo desses tipos de
problema. No problema de combinacdo (C1l e C2) constata-se maior frequéncia na
justificativa J2 por meio da utilizacdo da formula. Seguida da justificativa J3 com uso da
nomenclatura.

A justificativa 3 (nomenclatura) também ocorre em outros tipos de problema como
observa-se na Figura 3 a seguir, mas nesse protocolo o professor PEM 7 utiliza a
nomenclatura, mas apresenta ainda a questdo da ordenacdo que significa a explicitacao de
um invariante da Permutacdo e ainda a presenca da formula e fatorial apresentando formas

de representacdo variadas e um bom dominio do contetdo de Combinatoria.

7. A revista FI-Fi-Fi deseja fotografar 4 artistas sentados em um sofd, com espago para todos. Sabendo que
todos ©s artistas podem mudar de lugar no sofd de modo que seja possivel tirar diferentes fotos, qual
alternativa abaixo Indica a operag3o necesséria para obter o total de possibilidades?

a)ax4a !
MMAx3axzxl &)‘1 =z .
qoxsule
44
djd4+3+2+1
ela+4a
f} Menhuma das respostas anteriores
lustifique___ [Mloda. . fe o Lo Y Ma dzd’:ls:v‘jg)

Q&wt—m /5.—4;5? Sh'-a,.,fég
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Figura 3: Presenca de Nomenclatura(J3) no problema 7 (P1) de Permutacdo do Professor PEM 7

Outros professores mencionaram a possibilidade de uso de outras estratégias como:
arvore de possibilidades (PEM11), férmulas, etc. Vale destacar que essa multiplicidade de
estratégias, ao longo do teste, se tornou mais frequente nos problemas de combinagdo. Na
Figura 3, observa-se que a necessidade de expor os invariantes é bastante presente nas
justificativas referentes aos problemas de combinacéo (6). Embora ocorram a explicitacao
dos invariantes nos demais tipos de problemas de arranjo (3), permutagédo (2) e produto

cartesiano (1).

1. No restaurante “Sabor Divino” Marina quer comprar seu almogo. Ela pode escolher entre 3 tipos diferentes

de salada, 2 tipos diferentes de arroz, 4 tipos diferentes de carne & 3 tipos diferentes de feijio. Sabendo gque
ela precisa escolher um tipo de cada apgdo: salada, arroy, carne e feijio, qual alternativa abaixo Indica a
operacdo necessdria para obter o total de possibilidades?

a)3+2+4%3

b)3x2Zx4

C)Ax3Indxl

dy AxInaxd

HXINZX1L
M3Ix2xax3
f) Nenhuma das respostas anteriores

Justifique: iTE: SEA Lo oW tipan Unrpnp TR
A _ManeRe by ESLOENEA (A28 (wwran vA e  CORfOf S S @upncTr

Onye. Pon ExEnre-0, ST TS I Tiees LiFErevTE) e Aancz,
PRVEM) EItILNTAL P Araaz € PUn) manEinAd. Foqaaers
O AABDUTD  EnTE 5 OUONTIDRIE) DS Cags frea, D,Frrth_;’h
o Trotal Y€ foOlhig isapEs.

Figura 4: Presenca dos invariantes do problema 1 (PC1) de Produto Cartesiano do Professor PEM 4

Observa-se na Figura 4 a explicitacdo do invariante do Produto cartesiano: a no¢ao
de escolha. Além disso, o professor PEM 4 expde os diferentes conjuntos que compdem o

namero de possibilidades total a partir da utilizacdo do PFC.

5. Na Olimpiada Brasileira de Matemdtica, o grupo vencedor era composto par 8 alunos. Sabendo que poderdo
ser formados diferentes grupos com 4 desses alunos para representar o Brasil na Olimpiada Mundial, qual
alternativa abaixo indica a operag3o necesséria para obter o total de possibilidades?

%ﬂx?:s:s 14 g \g N ;‘(\ SH
4x3x2x1 y  —
b}Bx4 k '1) NN

cj8+4

dyax3x2xl

e)Bx7x6x5

f} Nenhurna das respostas anteriores
Justifique: Ls Lo/é_,z ;lc “ B 3 . Slan ian fo'u -r74£-1. o/ d.f&‘——
dﬂ'e/ La2pio éyf e

Figura 5: Presenca dos invariantes do problema 6 (C1) de Combinac¢&o do Professor PEM 7

Na figura 5 ha a explicitacdo dos invariantes de ordenagdo quando esta representa

ndo representa novas possibilidades (combinagédo). O fato de surgirem vérias situacfes nas
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quais os elementos invariantes dos problemas combinatorios pode ser creditado entre
outros fatores a experiéncia desses professores especificamente no Ensino Médio. Shulman
(2005) indica a experiéncia como uma das fontes do conhecimento do professor. Esse fato
é reforcado na pesquisa de Rocha (2011) quando em entrevistas os professores de
formacdo em Matematica que atuavam no Ensino Fundamental e no Ensino Médio
apresentaram diferencas tanto em relagdo a utilizacdo de nomenclaturas dos problemas
combinatdrios, quanto na presenca de invariantes.

Os enunciados dos problemas de Permutacdo foram criticados por trés professores
(PEM2, PEM3 e PEM 8) e apenas um professor (PEM 9)criticou o enunciado do problema
de Produto Cartesiano. Na figura 6 apresenta-se um exemplo dessa critica.

7. kwvistaFi-Fi-Fidesejafomurafatiaﬁstasuntadosemmmﬁ,mmmm“ngmhmqm

todnsasamsus;:odem mudar de lugar no sofs de modo que seja possivel tirar diferentes fotos, qual
afternativa abaixo indica a operac3o necessiria para obter o total de possibllidades?

a)dx4

b)ax3Ix2x1

d-n::u:u
4x4

dd+3+24+1

ej4+4
. f) Nenhuma das respostas anteriores

Justifique: S 0 Sofd APRESEUTA & Lugares, Tra=)é Ler o ¥ pr Posesticases 747521
BEAS o SCFA” POs€ 3 [itsenThR _mars §us 4 LUFARES ; PRA €iTn BPoTESE Nis Ha' ACTEarOT 144

Figura 6: Critica ao enunciado do problema 7 (P1) de Permutacéo do Professor PEM 8

As criticas apresentadas se concentram na disposicdo dos artistas no sofd e na
quantidade de lugares. E interessante que hajam criticas, pois elas podem justificar
possiveis erros cometidos pelos alunos e ainda representa a capacidade desses professores
em sugerir alternativas para a pratica efetiva de problemas para suas aulas. Rocha e Ferraz
(2011) também observaram que a capacidade de criticas ao enunciado dos problemas em

outro grupo de professores de matematica.

5. Considerac0es Finais
Em face de criticas feitas aos enunciados de alguns problemas constituintes do teste,

principalmente os de permutacdo sem repeticdo pode-se especular que efeitos danosos para
0 ensino de combinatdria podem estar ocorrendo nas salas de aula de Matematica devido a
inadequadas elaboragdes de problemas e equivocadas interpretagdes dos mesmos por parte

dos educadores.
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Com a ordem estabelecida para a apresentacdo dos problemas foi possivel perceber
que nos pares do mesmo tipo a generalizacdo dos procedimentos ficou privilegiava,
embora ndo se tenha observado explicitacdo contundente de uma repeticdo de
procedimento para todos os outros tipos de problemas. Mesmo assim, ainda constatamos
um bom ntmero de uso do PFC como possivel estratégia para a resolucédo.

No tocante as questdes de combinacdo especificamente observou-se ainda com certa
frequéncia a recorréncia a formula para a justificativa da resposta, contudo a identificacdo
dos elementos invariantes nesse tipo de questdo pdde ser evidenciado justamente pela
exposicdo da formula ou de outra forma de representacédo utilizada pelo professor.
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